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Ранее автором была разработана неэлементарная линейная регрессия, состоящая 
из линейной части и всех возможных комбинаций бинарных операций min и 
max. Данная статья посвящена её обобщению. Впервые введена неэлементарная 
линейная регрессия с линейной частью и всеми возможными комбинациями 
бинарных, тернарных, ..., l-арных операций min и max. Предложенная модель 
обобщает как линейную регрессию, так и функцию Леонтьева, и может 
эффективно применяться как для прогнозирования, так и для интерпретации 
функционирования объекта исследования. Разработан алгоритм оценивания 
с помощью метода наименьших квадратов неэлементарных линейных 
регрессий без линейной части и с l-арной операцией min (max), т.е. регрессий 
со спецификацией в виде функции Леонтьева. Суть алгоритма состоит в 
формировании множества возможных значений угловых коэффициентов, 
из которого выбирается точка с минимальной величиной суммы квадратов 
остатков. Идентифицирована система линейных неравенств, позволяющая 
формировать такое множество. С помощью алгоритма построена модель 
валового регионального продукта Иркутской области и дана её интерпретация.
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линейная регрессия, метод наименьших квадратов, функция Леонтьева, 
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время машинное обучение [1,2], вероятно, самая перспективная об-
ласть искусственного интеллекта. Предназначение машинного обучения в том, что-
бы запрограммировать искусственный интеллект действовать как человек, или даже 
лучше него, при решении различных прикладных задач. Обучение осуществляется 
на основе больших массивов статистических данных. Как отмечено в работе [1], «ма-
шинное обучение быстро превращается в двигатель современной экономики, управ-
ляемой данными». Совсем недавно начало выделяться новое направление – интер-
претируемое машинное обучение [3, 4].

С помощью машинного обучения решаются различные типы задач: классифика-
ция, кластеризация, регрессия, понижение размерности данных, обнаружение анома-
лий и т.д. Данная статья посвящена задаче регрессии [5–7], состоящей, как правило, 
в прогнозировании одной или нескольких характеристик по имеющимся статистиче-
ским данным – выборке. На сегодняшний день известно множество математических 
форм связи между переменными в регрессионных моделях: линейные [5–7], поли-
номиальные [8, 9], степенные [10, 11], степенно-показательные [12], линейно-лога-
рифмические [12], логистические [13, 14], функции с фиксированными пропорциями 
факторов (функции Леонтьева) [15] и т.д. Тем не менее, процесс поиска новых спец-
ификаций регрессионных моделей, позволяющих извлекать новые знания о функци-
онировании изучаемого процесса или явления, продолжается.

В работе [16] впервые было проведено смешение линейных регрессий с двух-
факторными функциями Леонтьева. Полученный синтез был назван неэлементарной 
линейной регрессией (НЛР). В той же работе был предложен алгоритм численно-
го оценивания НЛР с помощью метода наименьших квадратов (МНК). В [17] были 
предложены алгоритмы выбора оптимальной структуры НЛР. А в [18] впервые были 
введены НЛР с бинарными операциями min и max:
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где n  – объем выборки; l  – число входных переменных; iy  – i -е значение выходной 
переменной; ijx  – i -е значение j -й входной переменной; min (max) – бинарные опе-
рации, возвращающие минимум (максимум) двух чисел; p=C 2

lpÑ=  – число всех возмож-
ных комбинаций пар входных переменных; 1jµ , 2jµ , 1,j p=  – элементы первого и 
второго столбца матрицы Μ  размера 2p × , содержащей по строкам в лексикографи-
ческом порядке индексы всех возможных комбинаций пар входных переменных; jα ,  

0,j l= , min
jα , max

jα , min
jk , max

jk , 1,j p=  – неизвестные параметры; iε  – i -я ошибка 
аппроксимации.

(1)
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Цель данной работы состоит в обобщении НЛР (1), в разработке алгоритма её 
оценивания с помощью МНК и в решении задачи моделирования валового регио-
нального продукта (ВРП) Иркутской области.

2. ОБОБЩЕНИЕ НЛР

Введем в рассмотрение НЛР с бинарными, тернарными, кватернарными, ..., l -ар-
ными операциями min и max:
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где min (max) – бинарные, тернарные, ..., l -арные операции, возвращающие мини-
мум (максимум) двух, трех, ..., l  чисел; ( 1)s

jhµ −  ( 2,s l= , 11, sj p −= , 1,h s= ) – элемент 
j -й строки и h – столбца матрицы 1s−Μ  размера 1sp s− × , где 1

s
s lp C− = , содержащей 

по строкам в лексикографическом порядке индексы всех возможных сочетаний из l  
входных переменных по s ; jα , 0,j l=  – неизвестные параметры линейной части; 

min,s
jα , max,s

jα  ( 2,s l= , 11, sj p −= ) – неизвестные параметры при s -арных операци-
ях min и max, включающих j -ю комбинацию входных переменных; min,s

jhk , max,s
jhk   

( 2,s l= , 11, sj p −= , 1, 1h s= − ) – h -е неизвестные угловые коэффициенты в s - 
арных операциях min и max, включающих j -ю комбинацию входных переменных.

Рассмотрим частные случаи НЛР (2):
	• 	если min, 0s

jα = , max, 0s
jα =  ( 2,s l= , 11, sj p −= ), то имеем линейную регрессию;

	• 	если min, 0s
jα = , max, 0s

jα =  ( 3,s l= , 11, sj p −= ), то имеем НЛР (1) только с бинар-
ными операциями min и max;

	• 	если 0jα =  ( 0,j l= ), min, 0s
jα = , max, 0s

jα =  ( 2, 1s l= − , 11, sj p −= ), max,
1 0lα = , то 

имеем функцию Леонтьева;
	• 	если 0jα =  ( 0,j l= ), min, 0s

jα = , max, 0s
jα =  ( 2, 1s l= − , 11, sj p −= ), то имеем ку-

сочно-линейную регрессию [19].
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НЛР (2) содержит один свободный член 0α , l  параметров при входных пе-
ременных, ( )2 3 12 ... 1l

l l lÑ C C −⋅ + + + +  параметров при операциях min и max, 
( )( )2 3 12 2 ... 2 1l

l l lÑ C l C l−⋅ + + + − + −  угловых коэффициентов внутри операций min и

max. Итого в НЛР (2) содержится 
2

1 2
l

j
l

j
l j C

=

 
+ + ⋅ 

 
∑  неизвестных параметров. Их 

количество значительно увеличится, если в операциях min и max использовать сво-
бодные члены [20]. Таким образом, НЛР (2) можно отнести к очень гибкому инстру-
менту регрессионного моделирования.

3. НЛР С l-АРНОЙ ОПЕРАЦИЕЙ MIN (MAX)  
БЕЗ ЛИНЕЙНОЙ ЧАСТИ

Рассмотрим частный случай модели (2) – НЛР с l -арной операцией min:

	 { }0 1 1 1 2 2 3 1min , , , ...,i i i i l il iy x k x k x k xα α ε−= + + , 1,i n= .	 (3)

Заметим, что оценивание модели (3) равносильно оцениванию l -факторной 
функции Леонтьева со свободным членом.

Будем считать, что все значения входных переменных в (3) положительны.
Изначально регрессия (3) нелинейна по оцениваемым параметрам. Но если при-

дать коэффициентам 1k , 2k , ..., 1lk −  определенные значения, то НЛР (3) становится 
линейной по параметрам 0α  и 1α , оценки которых можно найти с помощью МНК. 
Возникает вопрос – в какой области D  лежат оптимальные МНК-оценки параметров 

1k , 2k , ..., 1lk − ? Тот факт, что такую область можно выделить, не вызывает сомнения. 
Например, нет смысла использовать в (3) значения 1k , 2k , ..., 1lk −  существенно пре-
восходящие значения входных переменных, поскольку очевидно, что при 1k → ∞ , 

2k → ∞ , ..., 1lk − → ∞  в (3) всегда будет срабатывать только переменная 1x . Иными 
слова, параметры 1k , 2k , ..., 1lk −  должны быть такими, чтобы каждая переменная на 
выборке срабатывала хотя бы один раз.

Будем формировать область D  возможных значений параметров 1k , 2k , ..., 1lk −  
следующим образом. Исключим из универсального множества U  область D , в ко-
торой для всех наблюдений не срабатывает хотя бы одна переменная. Эта область 
представляет собой совокупность линейных неравенств:
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Решения каждого неравенства совокупности (4) представлены в таблице 1. В ней
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Таблица 1
Решения неравенств (4)

– min
1 12k λ≤ min

2 13k λ≤ ... min
2 1, 1l lk λ− −≤ min

1 1,l lk λ− ≤

max
1 12k λ≥ – min

2 23 1k kλ≤ ... min
2 2, 1 1l lk kλ− −≤ min

1 2, 1l lk kλ− ≤

max
2 13k λ≥ max

2 23 1k kλ≥ – ... min
2 3, 1 2l lk kλ− −≤ min

1 3, 2l lk kλ− ≤

... ... ... ... ... ...
max

2 1, 1l lk λ− −≥ max
2 2, 1 1l lk kλ− −≥ max

2 3, 1 2l lk kλ− −≥ ... – min
1 1, 2l l l lk kλ− − −≤

max
1 1,l lk λ− ≥ max

1 2, 1l lk kλ− ≥ max
1 3, 2l lk kλ− ≥ ... max

1 1, 2l l l lk kλ− − −≥ –

Исключение из области U  области D  означает, что необходимо заменить знаки 
всех неравенств в таблице 1 на противоположные и внести полученные неравенства в 
систему. Таким образом, область D  представляет собой решение системы линейных 
неравенств, приведенных в таблице 2.

Таблица 2
Неравенства из системы, идентифицирующей область D

– min
1 12k λ> min

2 13k λ> ... min
2 1, 1l lk λ− −> min

1 1,l lk λ− >

max
1 12k λ< – min

2 23 1k kλ> ... min
2 2, 1 1l lk kλ− −> min

1 2, 1l lk kλ− >

max
2 13k λ< max

2 23 1k kλ< – ... min
2 3, 1 2l lk kλ− −> min

1 3, 2l lk kλ− >

... ... ... ... ... ...
max

2 1, 1l lk λ− −< max
2 2, 1 1l lk kλ− −< max

2 3, 1 2l lk kλ− −< ... – min
1 1, 2l l l lk kλ− − −>

max
1 1,l lk λ− < max

1 2, 1l lk kλ− < max
1 3, 2l lk kλ− < ... max

1 1, 2l l l lk kλ− − −< –

Заметим, что для НЛР с l -арной операцией max область D  будет точно такой же.
Решение системы линейных неравенств, перечисленных в таблице 2, представля-

ет собой открытый выпуклый многогранник (симплекс) в ( 1)l − -мерном простран-
стве. Поскольку в НЛР (3) отсутствует линейная часть, то все неравенства в таблице 
2 можно взять нестрогими. Тогда решение будет представлять собой замкнутый вы-
пуклый многогранник.

Таким образом, для численного оценивания с помощью МНК НЛР (3) необходи-
мо выбрать в области D  некоторое множество точек, в каждой из них найти МНК- 
оценки параметров 0α  и 1α , и выбрать оценки, при которых сумма квадратов остат-
ков регрессии минимальна.
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Стоит отметить, что схожий алгоритм оценивания функций Леонтьева можно 
найти в монографии [21]. Однако в ней область D  предложено формировать как  
l -мерный параллелепипед. Тем самым, представленный в настоящей работе алго-
ритм, очевидно, эффективнее с вычислительной точки зрения.

4. ПРИМЕР

Для демонстрации предложенного математического аппарата решалась задача 
моделирования ВРП Иркутской области. Для этого на сайте Федеральной службы го-
сударственной статистики (https://rosstat.gov.ru/) были собраны ежегодные статисти-
ческие данные за период с 2000 по 2020 гг. (таблица 3) по следующим переменным:
y  	– ВРП (млн руб.);

1x  	– продукция сельского хозяйства (млн руб.);
2x 	– инвестиции в основной капитал (млн руб.);
3x  	– объем работ, выполненных по виду экономической деятельности «Строитель-

ство» (млн руб.).
Таблица 3

Статистические данные
Год y x1 x2 x3 Год y x1 x2 x3

2000 103013,8 10006,09 10814 6511,9 2011 634561,4 40990,2 145537 63825,4
2001 120240 14543,88 15233,84 8400,4 2012 737971,6 44079,1 177641 89331,9
2002 140195,9 14894,12 17313,01 7577,2 2013 805197,5 46630 200063 94617
2003 167927,1 15568,4 22122,58 10193,8 2014 916317,5 51765,4 214422 89312,6
2004 213244,2 17824,91 26013,87 14917,2 2015 1001718 53600,8 206075 98839,4
2005 258095,5 19670,4 36675 20544,4 2016 1139207 58721,7 247954,2 131836
2006 330834,3 21925,7 70671,53 28107,2 2017 1268312 61900,4 270018,6 130347,8
2007 402654,7 25942,8 121877,8 45445,2 2018 1460512 63549 318786,9 113826,4
2008 438852,4 29996,7 129951 50022,9 2019 1540238 62154 366723,7 158311,4
2009 458774,9 33196,1 106550 47795,8 2020 1505151 67043 389990,1 164413,5
2010 546141 35119,9 119395 55017,7

Все перечисленные переменные тесно коррелируют между собой. Так, коэффици-
ент корреляции между переменными y и x1 равен 0,9798, между y и x2–0,9874, между 
y и x3–0,9784, между x1 и x2–0,9689, между x1 и x3–0,976, между x2 и x3–0,9828. Таким 
образом, заранее можно предположить, что при построении модели множественной 
линейной регрессии будет иметь место частичная мультиколлинеарность, которая, 
возможно, исказит знаки коэффициентов уравнения.

Действительно, построенная по данным из таблицы 3 линейная регрессия имеет вид:

	 1 2 380519, 7 9, 995 2, 657 0, 383y x x x= − + + − .	 (5)

Как видно, в уравнении (5) из-за мультиколлинеарности знак коэффициента при 
переменной 3x  противоречит содержательному смыслу задачи. Тем самым модель (5)  
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теряет способность быть интерпретируемой. Однако для прогнозирования её исполь-
зовать можно, поскольку её коэффициент детерминации 2R  достаточно высок и со-
ставляет 0,983742.

Затем с помощью МНК оценивалась НЛР с тернарной операцией min и без линей-
ной части. Для этого предварительно были вычислены следующие характеристики:

min 111 21
12

12 22 2

min , , ..., 0,169485n

n

xx x
x x x

λ
 

= = 
 

, max 111 21
12

12 22 2

max , , ..., 0, 954709n

n

xx x
x x x

λ
 

= = 
 

,

min 111 21
13

13 23 3

min , , ..., 0, 392606n

n

xx x
x x x

λ
 

= = 
 

, max 111 21
13

13 23 3

max , , ..., 1, 965649n

n

xx x
x x x

λ
 

= = 
 

,

min 212 22
23

13 23 3

min , , ..., 1, 660652n

n

xx x
x x x

λ
 

= = 
 

, max 212 22
23

13 23 3

max , , ..., 2,800641n

n

xx x
x x x

λ
 

= = 
 

.

Для идентификации области D  с помощью таблицы 2 была составлена следую-
щая система линейных неравенств:

	

1

2

1

2 1

2

2 1

0,169485,
0, 392606,
0, 954709,
1, 660652 ,
1, 965649,
2,800641 .

k
k
k
k k
k
k k

≥
 ≥
 ≤
 ≥
 ≤


≤

	 (6)

Область D  решений системы линейных неравенств (6) представлена на рис. 1.

Как следует из рис. 1, область D  на 
плоскости представляет собой замкну-
тый выпуклый шестиугольник. Подчер-
кнём, что в системе (6) во всех неравен-
ствах были взяты нестрогие знаки, по-
скольку оцениваемая НЛР представляет 
собой функцию Леонтьева и не содержит 
линейной части.

Для численного оценивания НЛР был 
разработан специальный скрипт на язы-
ке программирования hansl пакета Gretl. 
Скрипт работает по следующему алго-
ритму. Прямоугольник k1 ≥ 0,169485 ∧ k1 ≤  
0,954709 ∧ k2 ≥ 0,392606 ∧ k2 ≤ 1,965649 
равномерно разбивается десятью тыся-
чами точек. В каждой такой точке и на 
границе области D  проверяется выпол-Рис. 1. Область решений системы (6)
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нение условий 2 1 2 11, 660652 2,800641k k k k≥ ∧ ≤ . Если условия выполнены, то точ-
ка принадлежит области D , поэтому для неё находятся МНК-оценки НЛР. Всего 
в область D  попало 3422 точки. Лучшая регрессия по величине суммы квадратов 
остатков была зафиксирована в точке ( )0.185034, 0.517203A  вблизи границы обла-
сти D  (см. рис. 1). Полученной точке A  соответствует следующая НЛР с тернарной 
операцией min:

	
{ }1 2 3

(29,12)
35627, 5 23, 026 min , 0.185034 , 0.517203y x x x= + .	 (7)

В уравнении (7) в скобках под коэффициентом 23,026 приведено значение t-кри-
терия Стьюдента, подтверждающее значимость регрессора min {x1, 0.185034x2, 
0.517203x3}. Для модели (7) 2 0, 978088R = . Мультиколлинеарности в регрессии (7) 
по определению нет, поэтому все коэффициенты при переменных можно интерпре-
тировать. Недостаток НЛР (7) в том, что практически всегда в тернарной операции 
min срабатывает только переменная 2x . Так происходит в 18 наблюдениях из 21 
(2000–2017 гг.). Переменная 1x  срабатывает всего 2 раза (2019 и 2020 год), а пе-
ременная 3x  – 1 раз (2018 год). Всё это сигнализирует о том, что вместо модели (7) 
можно было обойтись простой парной линейной регрессией y  от 2x . Действитель-
но, такая регрессия имеет вид

	
2

(27,21)
54617, 3 4, 058y x= + ,	 (8)

для которой 2 0, 974977R = . Как видно, все коэффициенты и аппроксимационные 
характеристики моделей (7) и (8) практически не отличаются. В такой ситуации 
предпочтение следует отдать более простой модели (8). Заметим, что так произошло 
потому, что точка A  (см. рис. 1) оказалась практически на границе области D , на 
которой нет гарантии срабатывания каждой переменной на выборке хотя бы 1 раз.

После чего с помощью МНК оценивалась НЛР с тернарной операцией max и 
без линейной части. Для такой модели область D  имеет точно такую же конфи-
гурацию, что и на рис. 1. С помощью того же скрипта была найдена лучшая ре-
грессия по величине суммы квадратов остатков. Она была зафиксирована в точке 

( )0.223906, 0.501629B  внутри области D  (см. рис. 1). Точке B  соответствует сле-
дующая НЛР с тернарной операцией max:

	
{ }1 2 3

(35,98)
152442 20, 4354 max , 0.223906 , 0.501629y x x x= − + .	 (9)

Коэффициент детерминации НЛР (9) равен 0,985536, что больше чем у лю-
бой из приведенных выше моделей (5), (7), (8). Коэффициент при регрессоре 

{ }1 2 3max , 0.223906 , 0.501629x x x  значим по t-критерию Стьюдента. Переменная 
1x  срабатывает 13 раз (2000–2006, 2008–2011, 2014 и 2015 годы), переменная 2x  –  

4 раза (2007, 2018–2020 годы), а переменная 3x  – 4 раза (2012, 2013, 2016, 2017 годы).
Мультиколлинеарности в регрессии (9) нет, поэтому все коэффициенты при 

переменных можно интерпретировать. Для этого представим НЛР (9) в кусочно- 
заданной форме:
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Тогда модель (9) можно интерпретировать следующим образом.
1. 	 Если отношение продукции сельского хозяйства x1 к инвестициям в основной ка-

питал x2 не меньше 0,223906 и отношение x1 к объемам строительных работ x3 не 
меньше 0,501629, то на ВРП оказывает влияние только продукция сельского хо-
зяйства x1. Причем, с увеличением x1 на 1 млн руб. ВРП y увеличивается в среднем 
на 20,435 млн руб.

2. 	 Если отношение x1 к x2 меньше 0,223906 и отношение x2 к x3 не меньше 2,240355, 
то на ВРП оказывают влияние только инвестиции в основной капитал x2. Причем, 
с увеличением x2 на 1 млн руб. ВРП y увеличивается в среднем на 4,576 млн руб.

3. 	 Если отношение x1 к x3 меньше 0,501629 и отношение x2 к x3 меньше 2,240355, 
то на ВРП оказывают влияние только объемы строительных работ x3. Причем,  
с увеличением x3 на 1 млн руб. ВРП y увеличивается в среднем на 10,251 млн руб.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье впервые введены неэлементарные линейные регрессии с линейной ча-
стью и со всеми возможными комбинациями бинарных, тернарных, ..., l -арных опе-
раций min и max. Такие модели обобщают многие известные на сегодняшний день 
регрессионные модели, в частности, специфицированные на основе функций Леон-
тьева регрессии. Предложен алгоритм оценивания с помощью МНК НЛР с l -арной 
операцией min (max). На первом шаге алгоритма строится область возможных зна-
чений угловых коэффициентов, представляющая собой решение системы линейных 
неравенств (таблица 2). На втором шаге из этой области выбирается точка, в которой 
сумма квадратов остатков НЛР минимальна. С помощью предложенного алгоритма 
решена задача моделирования ВРП Иркутской области. В результате была построена 
НЛР с тернарной операцией max, качество аппроксимации которой оказалось выше, 
чем у линейной регрессии. Дана интерпретация построенной модели. Таким образом, 
обобщенные НЛР (2) представляют собой довольно гибкий инструмент математиче-
ского моделирования, просто интерпретируются и могут эффективно применяться  
в прогнозировании.

Очевидно, что для оценивания с помощью МНК обобщенной НЛР (2) требуется 
для каждой входящей в неё операции min или max формировать свою область воз-
можных значений угловых коэффициентов, а затем в каждой из этих областей вы-
бирать по одной точке так, чтобы минимизировать сумму квадратов остатков. Такая 
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задача довольно сложна с вычислительной точки зрения, поэтому требует в будущем 
разработки специализированного программного продукта.
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Earlier, the author developed a non-elementary linear regression consisting of a linear 
part and all possible combinations of min and max binary operations. This article is 
devoted to its generalization. For the first time a non-elementary linear regression with 
a linear part and all possible combinations of binary, ternary, ..., l-ary operations min 
and max has been introduced. The proposed model generalizes both linear regression 
and the Leontief function, and can be effectively used both for predicting and for 
interpreting the study object functioning. An estimation algorithm was developed 
using the method of least squares for non-elementary linear regressions without a 
linear part and with an l-ary operation min (max), i.e. regressions with specification 
in the form of a Leontief function. The essence of the algorithm is to form a set of 
possible values of slope coefficients, from which a point is selected with the minimum 
value of the residual sum of squares. A system of linear inequalities is identified that 
makes it possible to form such a set. Using the algorithm, a model of the gross regional 
product of the Irkutsk region was construct and its interpretation was given.
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