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Реализация приоритетных направлений развития российской экономики, 
цифровая трансформация производства, совершенствование и разработка новых 
конструкций, применяемых на отечественных предприятиях авиационной 
и ракетно-космической отрасли, энергетики, машиностроении и других, в 
значительной мере связано с использованием полимерных композиционных 
материалов (КМ), которые обеспечивают оптимальные физико-механические 
характеристики конструкций (функциональных объектов). В качестве 
армирующих элементов КМ широкое применение находят углеродные волокна, 
т.к. они обладают большой удельной прочностью. При этом механические 
свойства изделий существенно зависят от направления волокон. Одним из 
перспективных направлений изготовления объектов из КМ, позволяющим 
создавать конструкции сложной формы, является технология 3D-печати. 
Применение 3D-печати в технологии композитов в принципе позволяет получать 
конструкции с пространственным армированием по заданным траекториям. 
Это связано с тем, что для печати используется полимерный композит, 
армированный непрерывным углеродным волокном (CFRT). При этом возможен 
полный контроль над расположением волокон во время процесса печати, что 
позволяет располагать 100 % волокон в соответствии с требуемыми условиями 
эксплуатации объекта. Однако практически неисследованными являются 
вопросы, связанные с оптимизацией процесса 3D-печати функциональных 
объектов из КМ методом 3D-печати CFRT в части контроля расположения 
волокон при печати, позволяющих учитывать критерии разрушения композита. 
Именно этой цели посвящена настоящая работа, в которой предлагаются общие 
подходы к постановке и решению задачи оптимизации выбора схемы 3D-печати.

Ключевые слова: оптимизация, композиционные материалы, теория упругости, 
критерии разрушения композита, 3D-печать, вейвлет-анализ.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Известно, что схема укладки волокна заложена в самих уравнениях механики КМ 
в виде некоторой (неизвестной) локальной ортогональной системы координат. То 
есть найти оптимальную схему можно только из решения уравнений с разными ло-
кальными системами координат. Традиционно схемы укладки волокон рассчитыва-
ются численными методами, главным недостатком которых является большой объём 
и трудоёмкость вычислительного процесса. В настоящей работе предлагается схемы 
укладки волокон при печати моделировать с помощью аналитических функций, ко-
торые находятся из задачи Неймана для уравнения Лапласа. Работа базируется на  
научно-технологических решениях исследователей Yamanaka Y., Todoroki A., 
Ueda M., Hirano Y., Matsuzaki R., которые предложили укладывать волокна по лини-
ям тока несжимаемой жидкости [18, 27].

Для выбора оптимальной схемы печати в качестве целевой функции можно взять 
любой из критериев разрушения композиционного материала [1, 12].

Краевые условия для задачи Неймана строятся на основе задания углов между 
волокнами и границей области печати. Сама задача Неймана решается посредством 
конформного преобразования области печати на круг, которое задаётся с помощью 
формулы Чизотти. Таким образом, критерий разрушения композита становится 
функцией от углов, образуемых волокнами с границей области печати. Минимиза-
ция целевой функции осуществляется с помощью генетического алгоритма поиска 
глобального минимума функции нескольких переменных. Для приближённого ре-
шения уравнений механики композиционных материалов предлагается использовать 
вейвлеты, построенные на основе схем подразделений и подъёма [3, 4, 10, 11, 13]. 
Применению вейвлетов в различных дисциплинах посвящены многочисленные ис-
следования, в первую очередь таких авторов, как Amati G., Bujurke N., Daubechies I., 
Lepik, U., Mallat S., Micchelli C.A., Stollnitz E.J., Sweldens W. [9, 14, 15–17, 19–26] и 
др. Преимущество вейвлетов перед другими базисными функциями состоит в том, 
что вейвлет-коэффициенты убывают быстро, поэтому достаточно небольшого числа 
слагаемых в разложениях. Дополнительное преимущество вейвлетов, использующих 
схемы подразделений и подъёма состоит в возможности управлять формой и гладко-
стью базисных функций, например, можно обнулять их на выбранной области, что 
ещё уменьшает число слагаемых в разложении. Эти преимущества оказываются важ-
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ны, т.к. при минимизации целевой функции требуется многократно решать систему 
уравнений в частных производных, описывающую напряжённо-деформируемое со-
стояние конструкции [3].

В данной работе предлагается общая схема решения задачи выбора оптимальной 
схемы 3D-печати функциональных объектов из полимерных КМ, армированных не-
прерывным углеродным волокном, в части контроля расположения волокон (рис. 1).

Рис. 1. Общая схема решения задачи выбора оптимальной схемы печати

2. ЭЛЕМЕНТЫ МЕХАНИКИ КОНСТРУКЦИЙ  
ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ

Представим уравнения теории упругости ортотропной среды, которые позволя-
ют описать напряжённо-деформированное состояние широкого класса композитных 
систем [2].

Введём декартову систему координат 1 2 3, , ,O x x x  и связанную с рассматриваемой 
средой ортогональную систему криволинейных координат 1 2 3, , ,O v v v′ . Пусть соот-
ветствие между декартовой и криволинейной системами задаётся с помощью преоб-
разования

( )
( )
( )

1 1 1 2 3

2 2 1 2 3

3 3 1 2 3

, , ,
, , ,
, , .

x x v v v
x x v v v
x x v v v

=
 =
 =

(1)
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Обратное к (1) преобразование пусть задано в виде

Обозначим

параметры Ламе для принятой системы координат 1 2 3, , ,O v v v′ .
Напряжённое состояние в какой-либо точке M  сплошного трёхмерного тела, 

как известно, характеризуется тензором напряжений, который определяется девятью 
компонентами. Из этих компонентов три являются нормальными напряжениями,  
которые действуют по трём взаимно перпендикулярным направлениям координат-
ных линий iO v′ , 1,  2,  3i =  и шесть – касательными напряжениями (рис. 2), действу-
ющими в трёх взаимно перпендикулярных плоскостях, являющихся касательными 
плоскостями в точке M  к трём взаимно перпендикулярным координатным поверх-
ностям 1v const= , 2v const= , 3v const= .

Рис. 2. Элемент сплошной среды, отнесённый к декартовой  
системе координат  1 2 3, , , O x x x  и криволинейной системе  1 2 3, , , O v v v′

Уравнения равновесия, связывающие напряжения, действующие по граням выде-
ленного из среды элемента и объёмные силы

( ) ( ) ( )( )1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3F , , , , , ,F v v v F v v v F v v v=

имеют вид [2]:

( )
( )
( )

1 1 1 2 3

2 2 1 2 3

3 3 1 2 3

, , ,
, , ,
, , .

v v x x x
v v x x x
v v x x x

=
 =
 =

( ) ( ) ( )2 2 22
1 2 3 ,  1, 2, 3.i i i iH x x x i= ∂ + ∂ + ∂ =

(2)

(4)

(3)

2

2 3 1 1 3 12 1 2 13 2 3

1 2 3 1

( ) ( ) ( )
H

H H H H H H H
v v v v

σ τ τ σ
∂∂ ∂ ∂

+ + − −
∂ ∂ ∂ ∂
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Касательные напряжения обладают свойством парности , ,i k k iτ τ= . В криволиней-
но ортотропной среде, оси которой совпадают с координатными линиями 1v , 2v , 3v  
нормальные напряжения вызывают удлинения [2]

а касательные напряжения – деформации сдвига [2]

Здесь имеют место условия симметрии упругих постоянных [2]

(4)

(5)

(6)

3 1 1

3 2 12 3 13 2 1 1 2 3

1 2 3

0,
H H H

H H H F H H H
v v v

σ τ τ
∂ ∂ ∂

− + + + =
∂ ∂ ∂

3

1 3 2 1 2 23 2 3 12 3 1

2 3 1 2

( ) ( ) ( )
H

H H H H H H H
v v v v

σ τ τ σ
∂∂ ∂ ∂

+ + − −
∂ ∂ ∂ ∂

1 2 2

1 3 23 1 12 3 2 1 2 3

2 3 1

0,
H H H

H H H F H H H
v v v

σ τ τ
∂ ∂ ∂

− + + + =
∂ ∂ ∂

1

1 2 3 3 2 13 1 3 23 1 2

3 1 2 3

( ) ( ) ( )
H

H H H H H H H
v v v v

σ τ τ σ
∂∂ ∂ ∂

+ + − −
∂ ∂ ∂ ∂

3 32

2 1 13 2 23 1 3 1 2 3

3 1 2

0.
H HH

H H H F H H H
v v v

σ τ τ
∂ ∂∂

− + + + =
∂ ∂ ∂

32
1 1 12 13

1 2 3

3 1
2 2 23 21

2 3 1

1 2
3 3 31 32

3 1 2

1 ,

1 ,

1 ,

E E E

E E E

E E E

σσ
ε σ µ µ

σ σ
ε σ µ µ

σ σ
ε σ µ µ


= − −


 = − −



= − −


12
12

12

23
23

23

31
31

31

,

,

.

G

G

G

τ
ε

τ
ε

τ
ε


=


 =


 =


12 1 21 2

23 2 32 3

31 3 13 1

;
;
.

E E
E E
E E

µ µ
µ µ
µ µ

=
 =
 =

(7)

(8)

(9)
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Нормальные и сдвиговые деформации связаны с перемещениями 1ξ , 2ξ , 3ξ  вдоль 
соответствующих координатных линий геометрическими соотношениями [2]:

Равенства (4) – (8) и (10) образуют полную систему уравнений теории упруго-
сти в ортогональных криволинейных координатах. Решение этих уравнений должно 
удовлетворять граничным условиям, заданным на поверхности тела. Геометрические 
граничные условия накладываются непосредственно на перемещения 1ξ , 2ξ , 3ξ . 
Статические граничные условия, определяющие характер нагружения тела поверх-
ностными силами, записываются следующим способом

где n  – нормаль к границе тела, а in  – косинус угла между нормалью о осью iO v′ .
Уравнения механики тонкостенных композитных систем.
Рассмотрим некоторый элемент слоистого материала отнесённый к ортогональ-

ной системе криволинейных координат 1v , 2v , 3v  (рис. 3).

Рис. 3. Элемент слоистого материала

(10)

(11)
1 1 12 2 13 3 n,1

2 2 23 3 21 1 n,2

3 3 31 1 32 2 n,3

,
,
,

n n n F
n n n F
n n n F

σ τ τ
σ τ τ
σ τ τ

 + + =
 + + =
 + + =
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При этом ось 1O v′  совпадает с направлением волокна, ось 3O v′  ортогональна неко-
торой заданной начальной поверхности 3 0v = . Обозначим ( ) ( )1 1 2 1 1 2, , , 0A v v H v v= , 

( ) ( )2 1 2 2 1 2, , , 0A v v H v v=  – коэффициенты первой квадратичной формы начальной 
поверхности. Тогда, если 1R , 2R  – главные радиусы кривизны начальной поверхно-
сти, тогда коэффициенты Ламе вычисляются по формулам [2]

3
31 ,  1.i i

i

v
H A H

R
 

= + = 
 

Будем считать, что материал не деформируется в направлении оси 3O v′ . Та-
ким образом, изменение толщины h  материала не учитывается. Поэтому 3 0ε =  и 

31 32 0µ µ= = , 3E ∞= . Следовательно, на основании этой гипотезы, получаем

Выражая из (12) и (8) напряжения, получим

где

1 1 12 2 21
11 12 21

12 21 12 21 12 21

2
22 33 12

12 21

;   ;   ;
1 1 1

,   .
1

E E E
a a a

E
a a G

µ µ
µ µ µ µ µ µ

µ µ

= = =
− − −

= =
−

Уравнения (10) примут вид

(11)

(12)

(13)

(14)

2
1 1 12

1 2

1
2 2 21

2 1

1 ,

1
E E

E E

σ
ε σ µ

σ
ε σ µ


= −



 = −

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

12 33 12

;
;

,

a a
a a
a

σ ε ε
σ ε ε
τ ε

= +
 = +
 =
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Отсюда получаем ( )3 3 1 2,v vξ ξ= . В равенствах для 23ε  и 31ε  осредним деформа-
цию сдвига по толщине материала

13
1 1,3 1 3 1 3

1 1 13

23
2 2,3 2 3 2 3

2 2 23

1 1 ,

1 1 .

h e h e

e e
h e h e

e e

t H dv H dv
hA hA G

t H dv H dv
hA hA G

τ
ε

τ
ε

− −

− −

− −

− −

= =

= =

∫ ∫

∫ ∫

Тогда распределение перемещений по толщине материала выражается следую-
щими формулами

( ) ( ),0 1 2 3 1 2, , ,   1, 2,i i iv v v v v iξ ξ θ= + =

где ,0
3

1 ,i
i i i

i i

t
R A
ξ

θ ξ= + − ∂

( ),0 1 2,i v vξ  – перемещения точек начальной поверхности в направлении iv .

Обозначим

1 1 2 3 2 2 1 3
2 1

1 1,   ;
h e h e

e e

N H dv N H dv
A A

σ σ
− −

− −

= =∫ ∫

12 12 2 3 21 21 1 3
2 1

1 1,   ;
h e h e

e e

N H dv N H dv
A A

τ τ
− −

− −

= =∫ ∫

1 1 2 3 3 2 2 1 3 3
2 1

1 1,   ;
h e h e

e e

M H v dv M H v dv
A A

σ σ
− −

− −

= =∫ ∫

12 12 2 3 3 21 21 1 3 3
2 1

1 1,   .
h e h e

e e

M H v dv M H v dv
A A

τ τ
− −

− −

= =∫ ∫
Кроме этого, пусть

1 2 2 1
12 21

2 1 1 2

;   ;
A H A H

K K
A H A H

= =

2
11 12 11 3 11 12 11 3 3 11 12 11 3 3;   ;   ;

h e h e h e

e e e

B K a dv C K a v dv D K a v dv
− − −

− − −

= = =∫ ∫ ∫

2
12 21 12 3 12 21 12 3 3 12 21 12 3 3;  ;   ;

h e h e h e

e e e

B B a dv C C a v dv D D a v dv
− − −

− − −

= = = = = =∫ ∫ ∫

11 11 11 2
33 12 33 3 33 12 33 3 3 33 12 33 3 3;   ;   ;

h e h e h e

e e e

B K a dv C K a v dv D K a v dv
− − −

− − −

= = =∫ ∫ ∫

12 21 12 21 12 21 2
33 33 33 3 33 33 33 3 3 33 33 33 3 3;   ;   ;

h e h e h e

e e e

B B a dv C C a v dv D D a v dv
− − −

− − −

= = = = = =∫ ∫ ∫
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Эти выражения определяют мембранные B , изгибные D  и смешанные C  жестко-
сти материала. Пусть

1 13 2 3 2 23 1 3
2 1

1 1;   
h e h e

e e

Q H dv Q H dv
A A

τ τ
− −

− −

= =∫ ∫

и статические граничные условия на внутренней и внешней поверхностях композит-
ной стенки имеют вид:

Обозначим

1 1 2 2
1 2

1 1 2 2
1 2

1 ;   1 ;

1 ;   1 .

e eB A B A
R R

h e h eC A C A
R R

   
= − = −   

   
   − −

= + = +   
   

1 2 3 1 2 1 2 ;   1, 2;
h e

i i i i
e

g F H H dv B B p C C q i
−

−

= + + =∫

3 3 1 2 3 1 2 1 2 ;
h e

e

g F H H dv B B p C C q
−

−

= + −∫

( )1 2 3 3 1 2 1 2 ,   1, 2.
h e

i i i i
e

m F H H v dv eB B p h e C C q i
−

−

= − + − =∫
Полная система уравнений относительно усилий, моментов, деформаций и пере-

мещений имеет вид [2]

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2
1 2 1 2 1 2 2 1 21 12 2 1 1 1

1

0;
A A

A N N A A N N A Q g
R

∂ − ∂ + ∂ + ∂ + + =

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2
2 1 2 1 2 1 1 2 12 21 1 2 2 2

2

0;
A A

A N N A A N N A Q g
R

∂ − ∂ + ∂ + ∂ + + =

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1 21 12 2 1 1 2 1 1 0;A M M A A M M A A A Q m∂ − ∂ + ∂ + ∂ − + =

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 1 2 12 21 1 2 1 2 2 2 0;A M M A A M M A A A Q m∂ − ∂ + ∂ + ∂ − + =

( ) ( ) 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 3

1 2

0
N N

A Q A Q A A g
R R

 
∂ + ∂ − + + = 

 

2 2

1 2
21 12

3 3
13 23

;   .
h e h e

e e

h hK K
K K

dv dv
G G

− −

− −

= =

∫ ∫
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1 11 1 12 2 11 1 12 2N B B C Cε ε κ κ= + + +

2 22 2 21 1 22 2 21 1N B B C Cε ε κ κ= + + +

1 11 1 12 2 11 1 12 2M C C D Dε ε κ κ= + + +

2 22 2 21 1 22 2 21 1M C C D Dε ε κ κ= + + +

11 12 11 12
12 33 12 33 21 33 12 33 21N B B C Cε ε κ κ= + + +

11 21 11 21
21 33 21 33 12 33 21 33 12N B B C Cε ε κ κ= + + +

11 12 11 12
12 33 12 33 21 33 12 33 21M C C D Dε ε κ κ= + + +

11 21 11 21
21 33 21 33 12 33 21 33 12M C C D Dε ε κ κ= + + +

1 1 1 2 2 2;   Q K t Q K t= =

( ) ( )2,0 1,03 3
1 1 1,0 2 1 2 2 2,0 1 2

1 1 2 1 2 1 2 2

1 1;   ;A A
A A A R A A A R

ξ ξξ ξ
ε ξ ε ξ= ∂ + ∂ + = ∂ + ∂ +

( ) ( )1,0 2,0
12 1 2,0 2 1 21 2 1,0 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1;   ;A A
A A A A A A

ξ ξ
ε ξ ε ξ= ∂ − ∂ = ∂ − ∂

( ) ( )2 1
1 1 1 2 1 2 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1,   ;A A
A A A A A A

θ θ
κ θ κ θ= ∂ + ∂ = ∂ + ∂

( ) ( )2 1
12 1 2 2 1 21 2 1 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1,   ;A A
A A A A A A

θ θ
κ θ κ θ= ∂ − ∂ = ∂ − ∂

1,0 2,0
1 1 1 3 2 2 2 3

1 1 2 2

1 1,   .t t
R A R A
ξ ξ

θ ξ θ ξ= − + ∂ = − + ∂

Будем рассматривать случай iR ∞= + . В этом случае 1 1H A= , 2 2H A= , 3 1H = ,  
а также 12 21 1K K= =  и 1 1 1B C A= = , 2 2 2B C A= = . Уравнения примут вид:

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1 21 12 2 1 1 0;A N N A A N N A g∂ − ∂ + ∂ + ∂ + = (15)

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 1 2 12 21 1 2 2 0;A N N A A N N A g∂ − ∂ + ∂ + ∂ + = (16)

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1 21 12 2 1 1 2 1 1 0;A M M A A M M A A A Q m∂ − ∂ + ∂ + ∂ − + = (17)

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 1 2 12 21 1 2 1 2 2 2 0;A M M A A M M A A A Q m∂ − ∂ + ∂ + ∂ − + = (18)

( ) ( )1 2 1 2 1 2 3 0A Q A Q g∂ + ∂ + = (19)

1 11 1 12 2 11 1 12 2N B B C Cε ε κ κ= + + + (20)

2 22 2 21 1 22 2 21 1N B B C Cε ε κ κ= + + + (21)

1 11 1 12 2 11 1 12 2M C C D Dε ε κ κ= + + + (22)

2 22 2 21 1 22 2 21 1M C C D Dε ε κ κ= + + + (23)
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11 12 11 12
12 33 12 33 21 33 12 33 21N B B C Cε ε κ κ= + + + (24)

11 21 11 21
21 33 21 33 12 33 21 33 12N B B C Cε ε κ κ= + + + (25)

11 12 11 12
12 33 12 33 21 33 12 33 21M C C D Dε ε κ κ= + + + (26)

11 21 11 21
21 33 21 33 12 33 21 33 12M C C D Dε ε κ κ= + + + (27)

1 1 1 2 2 2;   Q K t Q K t= = (28)

( ) ( )2,0 1,0
1 1 1,0 2 1 2 2 2,0 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1;   ;A A
A A A A A A

ξ ξ
ε ξ ε ξ= ∂ + ∂ = ∂ + ∂ (29)

( ) ( )1,0 2,0
12 1 2,0 2 1 21 2 1,0 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1;   ;A A
A A A A A A

ξ ξ
ε ξ ε ξ= ∂ − ∂ = ∂ − ∂ (30)

( ) ( )2 1
1 1 1 2 1 2 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1,   ;A A
A A A A A A

θ θ
κ θ κ θ= ∂ + ∂ = ∂ + ∂ (31)

( ) ( )2 1
12 1 2 2 1 21 2 1 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1,   ;A A
A A A A A A

θ θ
κ θ κ θ= ∂ − ∂ = ∂ − ∂ (32)

1 1 1 3 2 2 2 3
1 2

1 1,   .t t
A A

θ ξ θ ξ= + ∂ = + ∂ (33)

В результате имеем 25 уравнений относительно 25 неизвестных.

3. ПОСТРОЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 
КООРДИНАТ В ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЕ

В двумерном случае преобразования (1), (2) имеют вид ( )1 1 1 2,x x v v= , 
( )2 2 1 2,x x v v=  и ( )1 1 1 2,v v x x= , ( )2 2 1 2,v v x x= . Условимся точки ( )1 2x Tx x=  изо-

бражать на одной комплексной плоскости, а точки ( )1 2v Tv v=  на другой. Тогда 
указанные преобразования представляют собой преобразование подмножества X  
плоскости x  на подмножество Ω  плоскости v . Поскольку

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 1 1 2 2 1 2

2 2 1 1 2 2 1 2

, , , ;

, , , ,

x x v x x v x x

x x v x x v x x

 =


=
то должны выполняться равенства

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2

1; 0;
    

0, 1.
x v x v x v x v
x v x v x v x v

∂ ∂ + ∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂ = 
 ∂ ∂ + ∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂ = 

Пусть 
( )
( )

1 2

1 2

,
,

x x
v v

∂
∆ =

∂
. Тогда, из полученных систем, находим

2 2 1 2
1 1 1 2,   ;

x x
v v

∂ ∂
∂ = ∂ = −

∆ ∆
(34)
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Касательные векторы к кривым, по которым укладываются волокна при 3D-пе-
чати образуют векторное поле r  в X , которое будем характеризовать комплексным 
числом 1 2r r ir= + , где ( )1 1 1 2,r r x x= , ( )2 2 1 2,r r x x= . Будем считать это поле гармони-
ческим, т.е. соленоидальным и потенциальным [7]. Такое поле не имеет источников и 
вихрей. Кроме того, обозначим X  односвязную область, содержащей множество X ,  
и поле будем рассматривать в этой односвязной области (рис. 4).

Рис. 4. Преобразование множества  X

Следовательно,

1 1 2 2div 0.r r= ∂ + ∂ =r

Значит, 2 1 1 2r dx r dx− +  есть полный дифференциал некоторой функции 2v , опреде-
ленной на X . Эта функция называется функцией тока. Таким образом, 2 1 2r v= −∂  и 

1 2 2r v= ∂ . Поскольку поле потенциально, имеем 

rot 0.=r

Отсюда 1 2 1 1 0r r∂ − ∂ = . Таким образом, выражение 1 1 2 2r dx r dx+  есть полный диф-
ференциал некоторой функции ( )1 1 2,v x x , которая называется потенциалом поля.

Итак, 1 1 1r v= ∂ , 2 2 1r v= ∂ . Кроме того, выполняются соотношения Коши-Римана

1 1 2 2 2 1 1 2,   .v v v v∂ = ∂ ∂ = −∂

Таким образом, функция тока ( )2 1 2,v x x  и потенциал поля ( )1 1 2,v x x  являются 
сопряженными гармоническими функциями . Следовательно, линии тока и линии 
равного потенциала образуют ортогональное семейство. Аналитическая функция 

называется комплексным потенциалом поля [8]. Таким образом, любая аналити-
ческая функция в области X  даёт нам и схему укладки волокон и локальную кри-
волинейную систему координат в X X⊂  . Сеть линий уровня ( )1 1 2, constv x x = , 

(35)

(36)

2 1 1 1
2 1 2 2,   .

x x
v v

∂ ∂
∂ = − ∂ =

∆ ∆

( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 2, , ,   v x x iv x x x ix X+ + ∈
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( )2 1 2, constv x x =  называется изотермической сетью. Кривые, по которым уклады-
ваются волокна, определяются параметрическими представлениями

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,1 ,1 1 1 1 2 1 1 ,1

,2 ,2 2 1 2 2 2 2 ,2

:  r , , ,  ,
:  r , , ,  .

v x v ix v v T
v x v ix v v T

α α α

β β β

γ α α
γ β β

= + ∈
= + ∈

где ,1Tα , ,2Tβ  – некоторые промежутки, ,α β ∈R  и { } { },1 ,2,T Tα βα β× × ⊂ Ω .

Пусть 2 2
1 2 1 2{w : }w iw w wρ ρΓ = = + + <  и ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2x f w , ,f w w if w w= = +  – 

конформное отображение круга 1Γ  на область X , а ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2f x , ,w f x x if x x= = +    –  
преобразование обратное к ( )x f w= . Для ( )0;1ρ ∈  обозначим ( )fX ρ ρ= Γ .

Зададим на границе области X ρ
  ориентацию волокна. Пусть 1 2n n in= +  – внеш-

няя единичная нормаль к границе X ρ
  и направление волокна в точке x X ρ∈∂   зада-

ётся вектором

С учётом равенств (34) и (35) и соотношений Коши-Римана, формулу (37) можно 
переписать в виде

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 1 2 1t x x x x x .v i v v i v= ∆ ⋅∂ − ∆ ⋅∂ = ∆ ⋅∂ + ∆ ⋅∂

Итак функцию ( )1 1 2,v x x  на X ρ
  можно искать из задачи Неймана

где ( )xθ  – угол между ( )n x  и ( )t x .
Обозначим ( ) ( ) ( )x x cos xaη θ= . Известно, что должно выполняться условие

( ) ( )1 2
2

x x
0,

X X X

v v
ds ds dv

n s
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂

∂ ∂
= = =

∂ ∂∫ ∫ ∫
  

где 
( )2 xv
s

∂

∂
 – производная по направлению касательной к границе области. Функция 

( )xa  в представленных примерах выбиралась следующим образом

(37)

(38)

(39)

( ) ( ) ( )1 1 1 2v x v x
t x .x i x= ∂ + ∂

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2,0 0,2
1 1

1
1 1 1 2 1 2

0;

x x x x x x cos x ,  x ,
n

v v
v

v n v n a X ρθ

∂ + ∂ =

∂

= ∂ + ∂ = ∈∂ ∂
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Из соотношений Коши-Римана и гармоничности функций ( )1 1 2,f w w , ( )2 1 2,f w w  
следует, что функция ( ) ( )( )1w f wz v=  удовлетворяет уравнению

1,1 2,2 0.z z∂ + ∂ =

Рассмотрим, какому краевому условию удовлетворяет функция ( )wz .

Пусть w ρ∈∂Γ  и m  – единичная нормаль к границе круга ρΓ . Тогда 1 2m
w w

i
ρ ρ

= + .  
Следовательно,

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 1 2 1w w w f w w f w w .

m m m
w w f fz z z v v
ρ ρ

∂ ∂∂
= ∂ + ∂ = ∂ + ∂

∂ ∂ ∂

Рассмотрим кривую ρ∂Γ  и кривую с параметрическими представлениями

( ) [ ]w w 1 2:  r ,   0;1 .t w iwγ τ τ τ= + ∈

Они перпендикулярны в точке 1τ = , а их образы при конформном отображении 
( )x f w=  представляют собой кривую X ρ∂   и кривую

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 2 2 1 2f w f w:  r , , ,   0;1 .f w w if w wγ τ τ τ τ τ τ= + ∈

Так как конформное отображение сохраняет углы между кривыми, то вектор норма-
ли к границе X ρ∂   коллинеарен касательному вектору кривой ( )f wγ . С учётом того, что

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2'
1 1 1 2 1f wr 1 w w w ,f f fρ ρ= ∇ = ∂ + ∂

получаем

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2'
f w

'
1f w

w wr 1 m mn .
wr 1

f f
i

f

∂ ∂
+

∂ ∂= =
∇

Следовательно, функция z  является решением следующей задачи Неймана для 
круга ρΓ

1,1 2,2 0.z z∂ + ∂ =

( ) ( )( ) ( )1w f w w ,   w .
m
z f ρη∂

= ∇ ∈∂Γ
∂

Как известно [8], решение такой задачи может быть найдено по формуле Дини

где 0z ∈C  – произвольная константа.

2

1 2 1

0

( , ) (f ( cos , sin )) | ( cos , sin ) |·
2

z w w f
πρ
η ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ

π
= − ∇∫

2 2

1 2

02

( cos ) ( sin )
·ln ,

w w
d z

ρ τ ρ τ
τ

ρ

− + −
+

(40)
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Для дальнейших приложений необходимы ещё формулы для частных произво-
дных i z∂ , ( ),i s z∂ , , 0,1, 2,   2i s i s= + ≤ . Дифференцированием интеграла по параме-
тру получаем

2

1 1 2 1

0

( , ) (f ( cos , sin )) | ( cos , sin ) |·z w w f
πρ
η ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ

π
∂ = − ∇∫

1

2 2

1 2

( cos )
· ;
( cos ) ( sin )

w
d

w w

ρ τ
τ

ρ τ ρ τ

−

− + −

(41)

2

2 1 2 1

0

( , ) (f ( cos , sin )) | ( cos , sin ) |·z w w f
πρ
η ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ

π
∂ = − ∇∫

2

2 2

1 2

( sin )
· ;
( cos ) ( sin )

w
d

w w

ρ τ
τ

ρ τ ρ τ

−

− + −

(42)

2

( 2 ,0 )

1 2 1

0

( , ) (f ( cos , sin )) | ( cos , sin ) |·z w w f
πρ
η ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ

π
∂ = − ∇∫

2 2

2 1

2 2 2

1 2

( sin ) ( cos )
· ;
(( cos ) ( sin ) )

w w
d

w w

ρ τ ρ τ
τ

ρ τ ρ τ

− − −

− + −

(43)

2

( 0 , 2 )

1 2 1

0

( , ) (f ( cos , sin )) | ( cos , sin ) |·z w w f
πρ
η ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ

π
∂ = − ∇∫

2 2

1 2

2 2 2

1 2

( cos ) ( sin )
· ;

(( cos ) ( sin ) )

w w
d

w w

ρ τ ρ τ
τ

ρ τ ρ τ

− − −

− + −

(44)

2

( 1 ,1 )

1 2 1

0

2
( , ) (f ( cos , sin )) | ( cos , sin ) |·z w w f

πρ
η ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ

π
∂ = ∇∫

1 2

2 2 2

1 2

( cos )( sin )
· .

(( cos ) ( sin ) )

w w
d

w w

ρ τ ρ τ
τ

ρ τ ρ τ

− −

− + −

(45)

Отсюда решение исходной задачи Неймана имеет вид ( ) ( )( )1
1 x f xv z −= .

Обозначим ( )tν  – угол наклона касательной к X∂   в точке x , соответствующей 
точке 1 2w w iw= + ∈∂Γ  при конформном отображении ( )x f w= . Тогда конформное 
преобразование единичного круга на область X  может быть найдено по формуле 
Чизотти [8]
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( ) ( )
( )

( )

1 2

1,0 2,0

y

1 1 2 2 1 2 02x , , y x ,
1 y

w iw i

w iw

ef w w if w w i d
ζ+

+

= + = +
−

∫ (46)

где

( ) ( )
2

0

y1y ,
2 y

it

it

et dt iA
e

π

ζ ν
π

+
= +

−∫ (47)

A – некоторая действительная постоянная, 0x X∈  , 0,1 0,2w iw+ ∈Γ  – заданные точки.
Имеем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2
1 2 1 1 2 2 1 2

1 20

cos sin1, , , ,
2 cos sin

t i t y iy
y y t dt iA y y i y y

t y i t y

π

ζ ν ζ ζ
π

+ + +
= + = +

− + −∫
где

( ) ( )
2 22
1 2

1 1 2 2 2
0 1 2 1 2

11, ,
2 1 2 cos 2 sin

y y
y y t dt

y y y t y t

π

ζ ν
π

− −
=

+ + − −∫ (48)

( ) ( )
2

2 1
2 1 2 2 2

0 1 2 1 2

cos sin1, .
1 2 cos 2 sin

y t y t
y y t dt A

y y y t y t

π

ζ ν
π

−
= +

+ + − −∫ (49)

Пусть 1,0 2,0 0w iw+ = , 0 1,0 2,0x x ix= +  а кривая интегрирования – это отрезок пря-
мой с параметрическим представлением 1 2w w t iw t= + , [ ]0;1t∈ . Тогда

2 1 2

1
( , )

1 1 2 1 1 2 1 1 2 2

0

( , ) Ref sin ( , )( ( ) ( ))[w t w tf w w e tw tw w b t w b tζ ζ−= = − − +∫

1 1 2 2 1 1 2 1,0
cos ( , )( ( ) ( )) ;]tw tw w b t w b t dt xζ+ + +

(50)

2 1 2

1
( , )

2 1 2 1 1 2 1 1 2 2

0

( , ) Imf cos ( , )( ( ) ( ))[w t w tf w w e tw tw w b t w b tζ ζ−= = − −∫

1 1 2 2 1 1 2 2 ,0
sin ( , )( ( ) ( )) ,]tw tw w b t w b t dt xζ− + +

(51)

где

( )
( )
( )( )

2 2 2
1 1 2

1 22 2 2
1 1 2

1 2
,

1 2

tu t u u
b t

tu t u u

− + −
=

− + +
(52)

( ) ( )

( )( )
2 1

2 22 2 2
1 1 2

2 1
.

1 2

tu tu
b t

tu t u u

−
=

− + +
(53)

Нам потребуются формулы для частных производных i kf∂  , ( ),
kf

λ µ∂  , , 1, 2i k = ,  
, 0,1, 2,   2λ µ λ µ= + ≤ . Для начала найдем частные производные i sζ∂ , , 1, 2i s = . 

Дифференцированием интеграла по параметру находим
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1 2 1 2 2 1 1 2
( , ) ( , )y y y yζ ζ∂ = −∂ =

2 22

2 1 2 1 2

2 2 2

0 1 2 1 2

(1 ) sin 2 2 cos1
( ) ,

(1 2 cos 2 sin )

y y t y y y t
t dt

y y y t y t

π

ν
π

+ − − +
= −

+ + − −
∫

(54)

1 1 1 2 2 2 1 2
( , ) ( , )y y y yζ ζ∂ = ∂ =

2 22

1 2 1 1 2

2 2 2

0 1 2 1 2

(1 ) cos 2 2 sin1
( ) .

(1 2 cos 2 sin )

y y t y y y t
t dt

y y y t y t

π

ν
π

+ − − +
=

+ + − −
∫

(55)

Из формулы Чизотти находим

( ) ( )
( )

( )

w

1 1 1 2 2w .
1

ief i f i
w

ζ

∂ + ∂ =
−

Отсюда, обозначая

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 1 2 1 1w 1 sin w 2 1 cos w ;I w w w wζ ζ= − − + −

( ) ( )2 2
2 1 2w 1 ;I w w= − +

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2
3 1 2 1 2 1 1w 1 cos w 2 1 sin w ,I w w w wζ ζ= − − − −

и, вычисляя частные производные этих функций

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 1 1 1 1 2 1 1 1

2 1 2 1 1 1 1

w 2 1 sin w 1 w cos w

2 cos w 2 1 w sin w ,

I w w w

w w w

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ

∂ = − − + − − ∂ −

− − − ∂

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 1 2 1 1 2 2 1 1

1 1 2 1 2 1 1

w 2 sin w 1 w cos w

2 1 cos w 2 1 w sin w ,

I w w w

w w w

ζ ζ ξ

ζ ζ ζ

∂ = − + − − ∂ +

+ − − − ∂

( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 2w 2 1 ,   w 2 ,I w I w∂ = − − ∂ =

получаем

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2 1w
1 1 2 2 2

2

w
w w ;

w

I
f f e

I
ζ−∂ = ∂ = − (56)

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2 3w
2 1 1 2 2

2

w
w w ;

w

I
f f e

I
ζ−∂ = −∂ = − (57)

2 2
( w ) ( w )( 2 , 0 ) 1 1 1

1 1 2
2 2

2 2

(w) (w)
(w) (w)

( (w)) ( (w))

I I
f e e

I I

ζ ζ

ζ
− −

∂
∂ = ∂ − +

2
( w ) 1 1 2

3

2

(w) (w)
2 ;

( (w))

I I
e

I

ζ−
∂

+

(58)
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2 2
( w ) ( w )( 1 , 1 ) 1 2 1

1 2 2
2 2

2 2

(w) (w)
(w) (w)

( (w)) ( (w))

I I
f e e

I I

ζ ζ

ζ
− −

∂
∂ = ∂ − +

2
( w ) 1 2 2

3

2

(w) (w)
2 ;

( (w))

I I
e

I

ζ−
∂

+

(59)

( ) ( ) ( ) ( )0,2 2,0
1 1w w ;f f∂ = −∂ (60)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,0 1,1 0,2 1,1
2 1 2 1w w ;   w w ;f f f f∂ = −∂ ∂ = ∂ (61)

( ) ( ) ( ) ( )1,1 2,0
2 1w w .f f∂ = ∂ (62)

Теперь значения i kf∂  , ( ),
kf

λ µ∂  , , 1, 2i k = , , 0,1, 2,   2λ µ λ µ= + ≤  можно найти по 
формулам (64) – (70).

Из равенств

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 1 1 2 2 1 2

2 2 1 1 2 2 1 2

, , , ,

, , ,

x x u x x u x x

x x u x x u x x

 =


=
(63)

находим
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,0 1,0 0,1 1,0
1 ,k 1 ,k 1 ,k 2 ,k

1,0 1,0 0,1 1,0
2 ,k 1 ,k 2 ,k 2 ,k

1 u x u x ;

0 u x u x .

j j j j

j j j j

x u x u

x u x u

 = ∂ ∂ + ∂ ∂


= ∂ ∂ + ∂ ∂
Отсюда

Аналогично, дифференцируя (63) по 2x , получаем

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,0 0,1 0,1 0,1
1 ,k 1 ,k 1 ,k 2 ,k

1,0 0,1 0,1 0,1
2 ,k 1 ,k 2 ,k 2 ,k

0 u x u x ;

1 u x u x

j j j j

j j j j

x u x u

x u x u

 = ∂ ∂ + ∂ ∂

= ∂ ∂ + ∂ ∂

Отсюда

Для нахождения частных производных второго порядка продифференцируем 
уравнения (63) дважды по 1x . Получим

(64)

(65)
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Обозначим

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

22,0 1,0 1,1 1,0 1,0
1 1 ,k 1 ,k 1 ,k 1 ,k 2 ,k

20,2 1,0
1 ,k 2 ,k

u x 2 u x x

u x ;

j j j j j

j j

B x u x u u

x u

= −∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ −

−∂ ∂

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

22,0 1,0 1,1 1,0 1,0
2 2 ,k 1 ,k 2 ,k 1 ,k 2 ,k

20,2 1,0
2 ,k 2 ,k

u x 2 u x x

u x .

j j j j j

j j

B x u x u u

x u

= −∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ −

−∂ ∂

Тогда
( 2 ,0 )

1 ,k
(x )

j
u∂ =

( 0 ,1) ( 0 ,1)

1 2 ,k 2 1 ,k

(1,0 ) ( 0 ,1) (1,0 ) ( 0 ,1)

1 ,k 2 ,k 2 ,k 1 ,k

(u ) (u )
;

(u ) (u ) (u ) (u )

j j

j j j j

B x B x

x x x x

∂ − ∂
=
∂ ∂ − ∂ ∂

(66)( 2 ,0 )

2 ,k
(x )

j
u∂ =

(1,0 ) (1,0 )

2 1 ,k 1 2 ,k

(1,0 ) ( 0 ,1) (1,0 ) ( 0 ,1)

1 ,k 2 ,k 2 ,k 1 ,k

(u ) (u )
.

(u ) (u ) (u ) (u )

j j

j j j j

B x B x

x x x x

∂ − ∂
=
∂ ∂ − ∂ ∂

Продифференцируем уравнения (63) по 1x , 2x . Получим

Обозначим
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Тогда
(1,1)

1 ,k
(x )

j
u∂ =

( 0 ,1) ( 0 ,1)

1 2 ,k 2 1 ,k

(1,0 ) ( 0 ,1) (1,0 ) ( 0 ,1)

1 ,k 2 ,k 2 ,k 1 ,k

(u ) (u )
;

(u ) (u ) (u ) (u )
j j

j j j j

D x D x

x x x x

∂ − ∂
=
∂ ∂ − ∂ ∂

(67)

(1,1)

2 ,k
(x )

j
u∂ =

(1,0 ) (1,0 )

2 1 ,k 1 2 ,k

(1,0 ) ( 0 ,1) (1,0 ) ( 0 ,1)

1 ,k 2 ,k 2 ,k 1 ,k

(u ) (u )
.

(u ) (u ) (u ) (u )
j j

j j j j

D x D x

x x x x

∂ − ∂
=
∂ ∂ − ∂ ∂

(68)

Далее продифференцируем уравнения (63) дважды по 2x . Получим
(0,2)

1 ,k(x )ju∂ =
( 0 ,1) ( 0 ,1)

1 2 ,k 2 1 ,k

(1,0 ) ( 0 ,1) (1,0 ) ( 0 ,1)

1 ,k 2 ,k 2 ,k 1 ,k

(u ) (u )
;

(u ) (u ) (u ) (u )
j j

j j j j

C x C x

x x x x

∂ − ∂
=
∂ ∂ − ∂ ∂

(69)

( 0 ,2 )

2 ,k
(x )

j
u∂ =

(1,0 ) (1,0 )

2 1 ,k 1 2 ,k

(1,0 ) ( 0 ,1) (1,0 ) ( 0 ,1)

1 ,k 2 ,k 2 ,k 1 ,k

(u ) (u )
,

(u ) (u ) (u ) (u )
j j

j j j j

C x C x

x x x x

∂ − ∂
=
∂ ∂ − ∂ ∂

(70)

где

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

22,0 0,1 1,1 0,1 0,1
1 1 ,k 1 ,k 1 ,k 1 ,k 2 ,k

20,2 0,1
1 ,k 2 ,k

u x 2 u x x

u x ;

j j j j j

j j

C x u x u u

x u

= −∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ −

−∂ ∂

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

22,0 0,1 1,1 0,1 0,1
2 2 ,k 1 ,k 2 ,k 1 ,k 2 ,k

20,2 0,1
2 ,k 2 ,k

u x 2 u x x

u x .

j j j j j

j j

C x u x u u

x u

= −∂ ∂ − ∂ ∂ ∂ −

−∂ ∂

Диффеоморфизмы ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 2x v , ,
T

x v v x v vθ = , определяющие криволиней-
ные системы координат на X , найдём через их обратные

( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 2v x , , .
T

v x x v x xθ =
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Как далее увидим, функция ( )2 1 2,v x x  не потребуется. Для решения задач теории 
упругости достаточно иметь только функцию 1v  и соотношения Коши-Римана.

Функция ( )xθ  задаётся в дискретном множестве точек границы X ρ∂  . Вы-
бор углов ( )x iθ , где x i X ρ∈∂   для приближённого вычисления (40), производит-
ся следующим образом. Как было отмечено выше, должно выполняться условие 

( ) ( )x cos x 0
X

a ds
ρ

θ
∂

=∫


. Таким образом, из (39) следует, что должны быть участки 

границы, на которых ( )x ;
2i
πθ π ∈  

, и должны быть участки границы, на кото-

рых ( )x 0;
2i
πθ  ∈  

. Поэтому выберем произвольное разбиение кривой c  на дуги 

)1
x , x

s si i +
 , 0,1, , 1s N= … − , 0 10     Ni i i= < <…<



 и зафиксируем его.

Пусть

На каждой из дуг )1
x , x

s si i +


( ) ( ]1 1x ,   0;1 ,   ,   1, , 1.
2 2i s i i s s se i i i iπ πθ θ θ+ += − ⋅ ⋅ ∈ = + … −

Таким образом, если 1 1se + = , то ( )x 0;
2i
πθ  ∈  

, 1,  1, , 1s s si i i i += + … − , если

1 1se + = − , то ( )x ;
2i
πθ π ∈  

, 1,   1, , 1s s si i i i += + … −  и, если 1 0se + = , то ( )x
2i
πθ = ,

1,   1, , 1s s si i i i += + … − . При этом обязательно есть две дуги такие, что на одной – 

( )x 0;
2i
πθ  ∈  

, а на другой – ( )x ;
2i
πθ π ∈  

.

На рис. 5 показано конформное преобразование круга на многоугольник и его 
ограничения на круги 0,95Γ  и 0,75Γ . На рис. 6 и рис. 7 показано векторное поле, обра-
зованное касательными векторами к кривым ( )1 1 2, constv x x =  и ( )2 1 2, constv x x = ,  
построенное для случаев ( )e 1,1,1,1 T= −  и ( )e 1,1, 1,1 T= − −  соответственно.

а
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б
Рис. 5. Конформное преобразование круга на многоугольник  
и его ограничения на круги: а – круг Г0,95 

, б – круг Г0,75

а б

Рис. 6. Касательные векторы к кривым для случая  ( )1,1,1,1 Te = − :  
а – кривая  ( )1 1 2,v x x const= , б – кривая  ( )2 1 2,v x x const=

а б
Рис. 7. Касательные векторы к кривым для случая  ( )1,1, 1,1 Te = − − :  

а – кривая  ( )1 1 2,v x x const= , б – кривая  ( )2 1 2,v x x const=
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4. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОПТИМИЗАЦИИ  
ИЗГОТОВЛЕНИЯ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ  

ОБЪЕКТОВ МЕТОДОМ 3D-ПЕЧАТИ

В разделе ставится задача нахождения оптимальных траекторий укладки волокон 
при 3D-печати функциональных объектов (конструкций из композиционных матери-
алов, армированных непрерывными волокнами).

Пусть 1σ
± , 2σ

±  – пределы прочности при растяжении и сжатии вдоль и поперёк 
волокон, а 12τ̂  – предел прочности при сдвиге в плоскости слоя. В качестве целевой 
функции будет использован критерии максимальных напряжений [2]

где

Как было отмечено выше 1σ , 2σ , 12τ  могут быть найдены из уравнений (15) –  (33),  
если задать преобразование ( )v x , которое можно найти из уравнения (38). Краевые 
условия к этому уравнению получаем заданием углов ( )x iθ , x i X∈∂ , которые во-
локна образуют с внешней нормалью к границе множества X . Следовательно, целе-
вая функция, на самом деле, является функция этих углов θ

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2 12

1 2 1 2 12
1 1 2 2 12

| v x x , x , , max
ˆ

, , .X v v
m m
σ σ τ

θ σ σ τ
σ σ τ∂

 
=   

 
  

Соответствие ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 12x , x , ,v v σ σ τ  осуществляется с помощью описан-
ного в настоящей работе метода путём приближённого решения уравнений механики 
композиционных материалов. Минимизировать функцию R  предлагается с помо-
щью метода, представленного в работе [25] и реализованного в библиотеке SciPy© 
для языка программирования Python©.

С учётом обозначений предыдущего раздела оптимальные траектории укладки 
волокон можно найти из решения оптимизационной задачи

( ) ( ]0 0
10

* * *
1  1 1e    ,  ,   0;1

e ,  ,  ,  arg min min ,   , .
2 2 2 2N Ni iN N

i i i iNI
R e e

θ θ

π π π πθ θ θ θ
−

− −∈ … ∈

 … = − ⋅ ⋅ … − ⋅ ⋅ 
  







Также можно будет найти координатное преобразование ( )*v x , которое и задаёт 
траектории укладки волокон.

На основе предлагаемого подхода автором разработаны алгоритмы и программ-
ный комплекс управления и оптимизации процесса 3D-печати функционального объ-
екта, в которых реализована возможность нахождения оптимальной схемы печати, 
диктуемой условиями его эксплуатации [3, 5, 6].

( ) ( ) ( )
1 2 12

1 2 12
1 1 2 2 12

, , max , , ,
ˆ

R
m m
σ σ τ

σ σ τ
σ σ τ

 
=   
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе получены следующие результаты:
1.  Применительно к предмету исследования проанализированы основные сведения 

из механики композиционных материалов. Показано, что схема укладки волокна 
заложена в самих уравнениях механики композиционных материалов в виде неко-
торой (неизвестной) локальной ортогональной системы координат. Поэтому най-
ти оптимальную схему можно только из уравнений путём их решения с разными 
локальными системами координат.

2.  Разработана математическая модель укладки волокон при 3D-печати функцио-
нальных объектов из композиционных материалов. Траектории укладки волокон 
получаются с помощью аналитических функций, краевые условия для которых – 
это углы, образуемые волокнами с границей области печати.

3.  В рамках модели предложен метод нахождения оптимальной схемы укладки во-
локон при печати, диктуемой условиями эксплуатации объекта. Критерий раз-
рушения композиционного материала представлен как функция углов, которые 
волокна образуют с границей области печати. Разработан вычислительный алго-
ритм нахождения значения критерия разрушения по заданным углам, основанный 
на конформных преобразованиях.

4.  Поставлена задача оптимизации для нахождения траекторий укладки волокон при 
3D-печати функциональных объектов из композиционных материалов. Предло-
жен метод нахождения значений критерия разрушения композиционного матери-
ала как целевой функции задачи оптимизации.
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The implementation of priority areas for the development of the Economy of the 
Russian Federation, the digital transformation of production, the improvement and 
development of new designs used at domestic enterprises in the aviation and rocket 
and space industries, energy, mechanical engineering and others, is largely associated 
with the use of polymer composite materials (CM), which provide optimal physical 
and mechanical characteristics of structures (functional objects). As reinforcing 
elements of CM, carbon fibers are widely used, because they have high specific 
strength. At the same time, the mechanical properties of products significantly depend 
on the direction of the fibers. One of the promising directions for the manufacture of 
objects from CM, which makes it possible to create structures of complex shape, is 
3D printing technology. The use of 3D printing makes it possible to obtain structures 
with spatial reinforcement along specified trajectories. This is due to the fact that 
continuous carbon fiber reinforced polymer composite (CFRT) is used for printing. 
This allows full control over the location of the fibers during the printing process, 
which allows you to arrange 100 % of the fibers in accordance with the required 
operating conditions of the object. However, practically unexplored are issues related 
to the optimization of the process of 3D printing of functional objects from CM by 
the method CFRT 3D printing in terms of controlling the location of fibers during 
printing, allowing to take into account the criteria for the destruction of the composite. 
This work is devoted to this goal, which proposes general approaches to setting and 
solving the problem of optimizing the selection of a 3D-printing scheme.

Keywords: optimization, composite materials, elasticity theory, composite material 
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