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Задачи оптимизации производства и распределения ресурсов были 
актуальны во все времена. В статье рассматривается задача о назначении 
производственных ресурсов с системой ограничений. В качестве примера 
рассматривается задача оптимизации процесса выливки алюминия-сырца 
в вакуум-ковши в электролизном отделении литейного цеха. Для решения 
поставленной задачи предлагается модель целочисленного линейного 
программирования. Преимуществом такого подхода является возможность 
гибкой настройки системы ограничений и минимизируемого функционала в 
соответствии с производственными приоритетами. В статье рассматривается 
программная реализация разработанной модели, приводятся результаты 
численного эксперимента на исторических данных. На основе полученного 
решения делается вывод об эффективности модели целочисленного линейного 
программирования в данной задаче оптимизации.

Ключевые  слова: целочисленное линейное программирование, задача 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Литейный цех – это завод, производящий металлические отливки. Жидкие метал-
лы отливаются в формы, после чего происходит затвердевание металла и удаление 
материала формы. Один из наиболее распространенных металлов для обработки – 
алюминий.

На производстве алюминия используется процесс электролиза криолитоглино-
земного расплава в специальных электролизных ваннах (электролизерах) для по-
лучения алюминия-сырца. Такой алюминий еще не пригоден для использования  
в промышленности из-за несоответствия стандартам по содержанию примесей. Для 
определения марки алюминия в электролизере производится проверка на содержа-
ние примесей.

Для выливки алюминия из электролизера и дальнейшей его транспортировки в 
пределах литейного цеха используются вакуум-ковши. Объем вакуум-ковша боль-
ше объема электролизера, поэтому для заполнения одного вакуум-ковша требуется 
несколько электролизеров. На предприятии, производящем алюминий, составляется 
план по выливке алюминия-сырца в вакуум-ковши, причем алюминий в вакуум-ков-
ше, полученный в результате смешивания алюминия из нескольких электролизеров, 
должен удовлетворять требованиям по содержанию примесей (быть определенной 
марки) и по массе. В результате перед сотрудниками электролизного отделения 
литейного цеха встает вопрос об оптимизации процесса выливки электролизеров  
с алюминием-сырцом в вакуум-ковши. Для решения данной задачи можно исполь-
зовать метод целочисленного линейного программирования (ЦЛП). Подобный под-
ход использовался в [9] для решения задачи оптимизации в миксерном отделении 
сталелитейного завода. Метод целочисленного линейного программирования широ-
ко используется для решения транспортных оптимизационных задач. В работе [1] 
была предложена методология для решения комплексных задач принятия решений в 
управлении металлургическим производством. В публикации [2] модель ЦЛП при-
меняется для решения задачи о назначении “технологического окна” на участках же-
лезнодорожной сети. В работе [3] была разработана модель ЦЛП для решения задачи 
формирования железнодорожных составов и расписания их движения. В работе [8]  
модели ЦЛП были предложены для решения некоторых задач промышленного пла-
нирования. Работы [4; 5] посвящены классическим постановкам и методам решения 
задач ЦЛП, включая булевскую задачу ЦЛП, а в работах [6; 7] рассматриваются мо-
дели ЦЛП для решения различных задач в области управления, планирования и при-
нятия решений.

Представленный в настоящей работе метод решения задачи о назначении про-
изводственных ресурсов с системой ограничений является масштабируемым и  
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может быть применен не только для решения задачи оптимизации процесса выливки 
электролизеров с алюминием-сырцом в вакуум-ковши, но и для решения смежных 
задач оптимизации технологических процессов на металлургическом производ-
стве. Например, задач переназначения технологических маршрутов или управления  
крановым хозяйством.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ  
О НАЗНАЧЕНИИ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ  

РЕСУРСОВ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ

Рассмотрим задачу о назначении производственных ресурсов с ограничениями 
в электролизном отделении литейного цеха. На каждый рабочий день для каждой 
смены составляется план выливки алюминия. Рассмотрим математическую форму-
лировку задачи о назначении производственных ресурсов с ограничениями для кон-
кретной смены.

В распоряжении каждой смены находится некоторое количество электролизеров, 
обозначим его как .J  Количество требуемых к заполнению для рассматриваемой 
смены вакуум-ковшей обозначим как .I

Введем множество требуемых к заполнению для рассматриваемой сме-
ны вакуум-ковшей ,K  каждый элемент которого представляет из себя вектор 
( , , , )si fe cu T

i i i iMχ χ χ , где si
iχ  – максимально допустимое содержание примесей

кремния, fe
iχ  – максимально допустимое содержание примесей железа, cu

iχ  – мак-
симально допустимое содержание примесей меди, iM  – требуемая масса алюминия- 
сырца для выливки в i-й вакуум-ковш.

Также определим множество E  доступных к использованию электролизеров для 
рассматриваемой смены. Каждый элемент множества E  представляет из себя вектор 
( , , , )si fe cu T

j j j jm ξ ξ ξ , где im  – масса алюминия в j-м электролизере, si
jξ  – содержа-

ние примесей кремния в j-м электролизере, fe
jξ  – содержание примесей железа в j-м 

электролизере, cu
jξ  – содержание примесей меди в j-м электролизере.

Введем переменные ,i jδ , характеризующие использование j-го электролизера при 
заполнении i-го вакуум-ковша. Если j-й электролизер используется при заполнении 
i-го вакуум-ковша, то переменная ,i jδ  будет равна единице, и нулю в обратном случае.

Используя указанные переменные, составим множество допустимых стратегий. 
По определению переменных ,i jδ  имеем

 , {0, 1}, 1, , 1,i j i I j Jδ ∈ = =  (1)

Для того, чтобы каждый электролизер был использован в решении не более одно-
го раза, введем ограничения

 ,
1

1, 1,...,
N

i j
i

j Jδ
=

≤ =∑  (2)
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Будем считать, что доля содержания примесей сторонних металлов в заполнен-
ном вакуум-ковше равна среднему арифметическому долей содержания примесей 
сторонних металлов в электролизерах, которые использовались для его заполнения.

Для того, чтобы не превысить максимально допустимое содержание примесей 
сторонних металлов в вакуум-ковшах, то есть удовлетворить требованиям по марке 
алюминия-сырца, требуется ввести ограничения на максимально допустимое содер-
жание примесей кремния, железа и меди. Но сначала рассмотрим гипотетическую за-
дачу, в процессе поиска решения которой решатель не смог найти решение, которое 
удовлетворяет всем ограничениям “на химию”. Это значит, что решатель не смог со-
ставить план выливки алюминия-сырца для одного или нескольких вакуум-ковшей. 
Такая ситуация часто встречается на реальном производстве и полностью исключить 
возможность ее появления невозможно.

Для того, чтобы решатель мог искать не только полное, но и частичное решение 
поставленной задачи, введем вспомогательные переменные “на химию” si

iδ , fe
iδ . 

si
iδ  равна единице, если для i-го ковша не удалось найти решение, которое удовлет-

воряет ограничениям на максимально допустимое содержание примесей кремния и 
нулю в обратном случае. Аналогично для fe

iδ .
Введем ограничения на максимально допустимые доли содержания кремния, же-

леза и меди в вакуум-ковшах

 , , ,
1 1

, 1,...,
J J

si si si
j i j si i i i i j

j j
K i Iξ δ δ χ δ

= =

− ≤ =∑ ∑  (3)

 , , ,
1 1

, 1,...,
J J

fe fe fe
j i j fe i i i i j

j j
K i Iξ δ δ χ δ

= =

− ≤ =∑ ∑  (4)

 , ,
1 1

, 1,...,
J J

cu cu
j i j i i j

j j
i Iξ δ χ δ

= =

≤ =∑ ∑   (5)

где ,si iK , ,fe iK  – положительные коэффициенты (больше единицы). Их смысл за-
ключается в том, чтобы в случае, когда вспомогательная переменная на “химию” 
равна единице, гарантировать выполнение ограничения.

Введем ограничения на массу алюминия-сырца в вакуум-ковше. Поскольку вы-
полнить требования на массу можно лишь с некоторой точностью, введем параметр 
∆ , который задает максимально допустимое отклонение фактической массы запол-
ненного вакуум-ковша от его требуемой массы. Также, как и в случае с ограниче-
ниями на максимально допустимое содержание примесей, требуется ввести вспо-
могательные переменные m

iδ . m
iδ равна единице, если для i-го ковша не удалось 

найти решение, которое удовлетворяет ограничениям на массу алюминия-сырца в 
вакуум-ковше и нулю в обратном случае. Итак, ограничения на максимально допу-
стимое отклонение фактической массы заполненного вакуум-ковша от его требуемой 
массы имеют следующий вид

 , ,
1

0.5 , 1,...,
J

m
i j i j m i i i

j
M m K M i Iδ δ

=

− ∆ ≤ + ≤ + ∆ =∑    (6)
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где , 2m i iK M= . Его смысл заключается в том, чтобы в случае, когда вспомогатель-
ная переменная равна единице, гарантировать выполнение ограничения.

3. ФУНКЦИОНАЛ

С учетом введенных переменных и ограничений получаем следующую задачу ми-
нимизации:

,
, , , ,

, , , , 1, , 1,1 1 1 1 1
min

fesi m
i j i i i

I J I I I
si fe m

i j si i i fe i i m i i
i I j Ji j i i i

K K K
δ δ δ δ

δ δ δ δ
= == = = = =

+ + + →∑∑ ∑ ∑ ∑
  

       (7)

4. СМЫСЛ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Как можно видеть из определения функционала (7), переменные ,i jδ  входят в 
него с коэффициентом 1, а вспомогательные переменные si

iδ , fe
iδ , m

iδ  с больши-
ми положительными коэффициентами ,si iK , ,fe iK , ,m iK  соответственно. Такой 
подход необходим, чтобы при решении задачи минимизации программа-решатель 
отдавала предпочтение использованию переменных ,i jδ , поскольку использование 
любой из вспомогательных переменных si

iδ , fe
iδ , m

iδ  (то есть присваивание ей 
значения 1) приведет к значительному увеличению значения функционала. Если же  
в оптимальном решении, полученном в результате работы программы-решателя бу-
дет задействована хотя бы одна из вспомогательных переменных si

iδ , fe
iδ , m

iδ , это 
будет индикатором того, что данного множества электролизеров E  недостаточно 
для выполнения плана по выливке алюминия-сырца в вакуум ковши из множества 
вакуум-ковшей K .

5. ГИПОТЕЗА И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Была выдвинута гипотеза, согласно которой решение поставленной задачи це-
лочисленного линейного программирования позволит сократить число отклонений 
от плана производства. Для проверки гипотезы была написана программа на языке 
Python и проведен вычислительный эксперимент. В качестве решателя задачи цело-
численного линейного программирования была использована open-source библиоте-
ка PuLP. Для вычислительного эксперимента были использованы исторические дан-
ные электролизного отделения литейного цеха. В табл. указаны значения параметров 

,si iK , ,fe iK , ,m iK , использованные в вычислительном эксперименте.
В результате вычислительного эксперимента было получено оптимальное реше-

ние. Иногда алгоритм “перевыполняет” план производства, заполняя вакуум-ковши 
алюминием-сырцом более высокого качества, чем требуется. Также в некоторых слу-
чаях алгоритм использует меньше электролизеров для выливки вакуум-ковша, чем 
использовали сотрудники завода согласно историческим данным.
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6. ЗНАЧЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ

,si iK 400 iM

,fe iK 600 iM

,m iK 2 iM

∆ 500

Впрочем, алгоритм не всегда справляется с составлением оптимального плана 
выливки алюминия-сырца в вакуум-ковши. Для некоторых бригад и отдельных ва-
куум-ковшей программа не смогла найти оптимальный способ выливки алюминия- 
сырца в вакуум-ковш. Исходя из анализа решения был сделан вывод о недостаточ-
ности множества электролизеров E  для нахождения оптимального решения постав-
ленной задачи для некоторых бригад. На реальном производстве, если у некоторой 
бригады не хватает доступных электролизеров для выполнения плана производства, 
используются электролизеры другой бригады. В текущей версии математической по-
становки задачи использование электролизеров другой бригады не предусмотрено.

7. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

В результате работы алгоритма было получено распределение электролизеров 
между вакуум-ковшами, которое удовлетворяет требованиям плана производства  
в 83 % случаев. Для сравнения, аналогичный показатель, посчитанный на историче-
ских данных равен 58 %. Из этих 83 % в 19 % случаев план производства был выпол-
нен в точности и в 64 % случаев перевыполнен. Для сравнения, аналогичные пока-
затели, посчитанные на исторических данных равны 53,6 % и 4,4 % соответственно.  
Из этого можно сделать вывод, что предлагаемый алгоритм чаще перевыполняет 
план, то есть заполняет вакуум-ковши алюминием-сырцом более высокого качества, 
чем требуется согласно плану производства. Основываясь на этих данных можно 
сделать вывод об эффективности предлагаемого алгоритма.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

По результатам выполнения работы составлена математическая модель задачи 
о назначении производственных ресурсов с ограничениями в виде задачи целочис-
ленного линейного программирования. Сформулирована гипотеза, согласно которой 
предложенное решение поставленной задачи позволит сократить число отклонений 
от плана производства. Для проверки гипотезы написана программа на языке Python 
с использованием open-source библиотеки PuLP. На основе исторических данных 
сначала была проведена симуляция процесса распределения электролизеров между 
вакуум-ковшами. Затем было проведено сравнение распределения электролизеров, 
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полученного в результате решения поставленной задачи и распределения электроли-
зеров из исторических данных. По результатам сравнения сделан вывод об эффектив-
ности предлагаемого алгоритма.

В дальнейшей работе планируется проведение эксперимента по замене односто-
ронних ограничений на максимально допустимые доли содержания кремния, желе-
за и меди в вакуум-ковшах на двусторонние. Это необходимо, чтобы алгоритм не 
пытался перевыполнить план, как это происходит при односторонних ограничениях  
в текущей математической постановке задачи. Также планируется добавить возмож-
ность использования при поиске решения электролизеров не только рассматривае-
мой бригады, но и других бригад. Согласно гипотезе, это должно повысить качество 
решения.
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