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В работе выполняется применение ранее разработанного подхода 
параметрической идентификации динамических систем с интервальными 
параметрами к задаче нахождения констант скоростей химической реакции 
окисления нафталина. Данная реакция имеет практическое значение при 
производстве пластмасс и лакокрасочных материалов. Суть рассматриваемого 
подхода заключается в составлении целевой функции в пространстве границ 
интервальных параметров и характеризующей отклонение модельного 
решения от экспериментальных данных. Для целевой функции имеется 
возможность построить градиент и использовать для ее оптимизации методы 
первого порядка. В основе подхода лежит алгоритм адаптивной интерполяции, 
позволяющий получать для прямых интервальных задач решение в виде 
явных параметрических множеств. Найденные интервальные оценки констант 
скоростей согласуются с известными, но при этом имеют меньшую ширину, что 
демонстрирует преимущество применяемого подхода.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Важную роль при построении математических моделей процессов, которые про-
исходят в окружающем нас физическом мире, играют обратные задачи. Их суть 
заключается в определении закономерностей по имеющимся экспериментальным 
данным. Задача параметрической идентификации возникает на этапе, когда матема-
тическая модель процесса уже известна, но неизвестными остаются ее параметры, 
которые необходимо подобрать так, чтобы модель наилучшим образом воспроизво-
дила эксперимент.

Использование интервального аппарата [1–4] в данных задачах связано с предпо-
ложением о том, что в параметрах модели могут содержаться интервальные неопре-
деленности. В отличие от классических моделей, которые аппроксимируют интере-
сующие величины, интервальные модели дают ограничения сверху и снизу на эти ве-
личины. В этом случае, как правило, имеется возможность подобрать интервальные 
параметры таким образом, чтобы модель полностью покрывала экспериментальные 
данные. 

Существует ряд публикаций, посвященных подобным задачам. В сборнике [5] пред-
ставлены статьи по системной идентификации и обработке данных в условиях огра-
ниченной, в частности, интервальной неопределённости. В [6] и [7] рассматривается 
задача восстановления зависимостей по данным с интервальной неопределенностью.

Настоящая работа посвящена применению ранее разработанного подхода [8, 9] 
к решению задачи идентификации интервальных констант скоростей химической 
реакции окисления нафталина, приведенной в [10]. Данная реакция имеет практи-
ческое значение при производстве пластмасс и лакокрасочных материалов. В исход-
ной работе [10] представлен алгоритм на основе метода Хука – Дживса для решения 
рассматриваемой задачи и приведены соответствующие результаты, с которыми в 
дальнейшем будет выполняться сравнение. 

Отметим, что химическая кинетика [11, 12] играет важную роль в авиацион-
но-космической отрасли, например при моделировании течений [13]. 

Идея используемого подхода заключается в составлении целевой функции в про-
странстве границ интервальных параметров и характеризующей степень отклонения 
модельного решения от экспериментальных данных. Минимизация целевой функции 
осуществляется с помощью методов оптимизации первого порядка [14, 15], так как 
имеется возможность построить градиент. 

Процесс интервальной параметрической идентификации условно можно пред-
ставить как поиск для каждой экспериментальной точки прообраза в пространстве 
параметров и заключение всех прообразов в интервальную оценку. При этом поиск 
осуществляется для всех точек одновременно в рамках текущей области неопреде-
ленности параметров и по найденным прообразам оценивается, как должны изме-
ниться границы области.

Решение прямых интервальных задач в ходе вычисления значений целевой функ-
ции (и ее градиента) выполняется с помощью ранее разработанного, теоретически 
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обоснованного и апробированного на прикладных задачах алгоритма адаптивной ин-
терполяции [16–18]. Алгоритм относится к группе методов, определяющих явную 
зависимость решения задачи от значений интервальных параметров. Данная группа 
методов включает в себя символьные методы [19, 20] и полиномиальные методы [21, 
22]. Алгоритм принадлежит к полиномиальным методам. 

В первом разделе приводится постановка задачи в виде системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (ОДУ) с неизвестными интервальными параметрами; 
во втором разделе обсуждаются и сравниваются полученные решения. В заключении 
формулируются основные результаты работы.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Выполним постановку задачи идентификации интервальных констант скоростей 
химической реакции окисления нафталина в соответствии с работой [10].

Реакция окисления нафталина представляется в следующем виде:

8 4 310 8 2 2 2C H 4 O 2 H O O2 O Ñ HC+ → + + ,
10 8 2 2 10 6 2C H O H O C H O+ → + ,

8 4 3 2 32 42 2O H OÑ H O 5 CO C H O4→ + ++ ,
где 10 8C H  – нафталин, 10 6 2C H O  – нафтохинон, 8 4 3Ñ H O  – фталевый ангидрид, 2CO  – 
углекислый газ, 4 2 3C H O  – малеиновый ангидрид, 2O  – кислород, 2H O  – вода.

Запишем математическую модель реакции в виде системы ОДУ:

41
1 1 6 2 1 6

dy
y y y y

dt
β β= − − ,

2
2 1 6

dy
y y

dt
β= ,

4 53
1 1 6 3 3 6

dy
y y y y

dt
β β= − ,

4 54
1 1 6 3 3 62 4

dy
y y y y

dt
β β= + ,

55
3 3 6

dy
y y

dt
β= ,

4 56
1 1 6 2 1 6 3 3 64 5

dy
y y y y y y

dt
β β β= − − − ,

4 57
1 1 6 2 1 6 3 3 62

dy
y y y y y y

dt
β β β= + + ,

( ) ( )1 60 0 1,y y= =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 5 70 0 0 0 0 0y y y y y= = = = = ,

(1)
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1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , ,β β β β β β β β β     ∈ ∈ ∈      , 
[ ]0, 2t∈ ,

где 1 2 7, , ...,y y y  – концентрации реагентов в мольных долях: 1y  – 10 8C H , 2y  – 10 6 2C H O , 
3y  – 8 4 3Ñ H O , 4y  – 2CO , 5y  – 4 2 3C H O , 6y  – 2O  и 7y  – 2H O ; 1 1 2 2 3 3, ,β β β β β β≤ ≤ ≤  –  

неизвестные нижние и верхние границы интервальных констант скоростей реакций.
Решение системы в каждый момент времени kt  является параметрическим мно-

жеством:

( ) ( )
1 1 1

1 1 2 2 3 3 1 2 3 2 2 2

3 3 3

, ,

Y , , , , , , , , , ,

, .

k k

z

z z z z

z

β β

β β β β β β β β

β β

  ∈   
  = ∈  
 

  ∈   

y

 

где ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 3 1 2 7, , , , ...,k

k k kz z z y t y t y t=y  – решение системы при значениях па-
раметров 1 1zβ = , 2 2zβ =  и 3 3zβ = .

Ключевым моментом в применяемом подходе является то, что алгоритм адаптив-
ной интерполяции позволяет в явном виде получать множества : для каждого момен-
та времени kt  выполняется построение вектор-функции 

( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 7 1 2 3, , , , , , , , ..., , ,k k k kz z z P z z z P z z z P z z z=P , 
интерполирующей ( )1 2 3, ,k z z zy  с контролируемой точностью.

В табл. 1 представлены значения концентраций в определенные моменты време-
ни, принятые за экспериментальные данные [10].

Таблица 1
Экспериментальные значения концентраций

t 1 0.5t = с 2 1.0t = с 3 1.5t = с 4 2.0t = с
1ŷ 0.8422 0.8015 0.7751 0.7549

2ŷ 0.0361 0.0585 0.0765 0.0918

3ŷ 0.1213 0.1395 0.1478 0.1526

4ŷ 0.2452 0.2823 0.2992 0.3090

5ŷ 0.0004 0.0005 0.0006 0.0006

6ŷ 0.4748 0.3785 0.3268 0.2920

7ŷ 0.2799 0.3391 0.3739 0.3989

(2)
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Задача параметрической идентификации заключается в нахождении таких границ 
интервалов 1 1 2 2 3 3, , , , ,β β β β β β , чтобы ( )1 1 2 2 3 3ˆ Y , , , , ,k k β β β β β β∈y , 1, 2, 3, 4k =
или чтобы сумма квадратов расстояний ( )

Y
ˆ ˆY , min

k k

k k k kρ
∈

= −
y

y y y  была минималь-

ной, где ( )T

1 2 7ˆ ˆ ˆ ˆ, , ...,k k k ky y y=y . В качестве ⋅  удобно использовать взвешенную ев-
клидову норму, в этом случае целевая функция примет следующий итоговый вид:

( ) ( )
4 7 22

1 1 2 2 3 3 1 2 3
,1 1

1,2,3

ˆ, , , , , min , ,
j j j

k k
i i i

zk i
j

J w P z z z y
β β

β β β β β β
 ∈= =  

=

 = − ∑ ∑ ,

где 3
1 2 3 4 6 7 51, 10w w w w w w w= = = = = = =  – весовые коэффициенты, учитывающие 

разный порядок значений концентраций. 
Запишем выражения для компонент градиента целевой функции :

  

( ) ( )

( ) ( )

4 7 1 2 32
1 2 3

1 1

4 7 1 2 32
1 2 3

1 1

, ,
ˆ2 max 0, , , , 1, 2, 3,

, ,
ˆ2 min 0, , , , 1, 2, 3,

j

j

k k k k
ik k k k k

i i i
k i j

k k k k
ik k k k k

i i i
k i j

dP z z z
J w P z z z y j

dz

dP z z z
J w P z z z y j

dz

β

β

= =

= =

 
  ′ = − =  
 
 
  ′ = − =  
 

∑ ∑

∑ ∑

  

  

  

  

где 

( ) ( )
7 22

1 2 3 1 2 3
1,

1,2,3

ˆ, , arg min , ,
j j j

k k k k k
i i i

iz
j

z z z w P z z z y
β β  =∈  

=

 = − ∑   .

Приведем дополнительные правила сужения интервалов: 

min k
j jk

zβ =  , если 0
j

Jβ′ =  и max k
j jk

zβ =  , если 0
j

J
β
′ = , 1, 2, 3j = .

Таким образом, решение исходной задачи сводится к минимизации целевой функ-
ции с помощью градиентных методов. Правила сужения применяются после каждого 
шага оптимизации.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

В данном разделе представлено полученное решение поставленной задачи. В ка-
честве критерия остановки градиентного спуска применялось ограничение на значе-
ние минимизируемой функции 710J −< . Для решения прямых задач использовалась 
модификация алгоритма адаптивной интерполяции на основе разреженных сеток 
[23–25] с нелинейным базисом четвертой степени [18]. Значение параметра, отвеча-
ющего за точность: 610ε −= . 

Начальное приближение в методе градиентного спуска: ( ) [ ]0
1 0.70, 0.80β ∈ , 

( ) [ ]0
2 0.09, 0.10β ∈ , ( ) [ ]0

3 0.15, 0.16β ∈ . На 34-й итерации метод завершил работу. По-
лучены следующие значения интервальных констант скоростей реакции:

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]34 34 34
1 2 31.3893,1.3918 , 0.1298, 0.1397 , 0.1038, 0.1171β β β∈ ∈ ∈ .

(3)

(4)

(5)



Morozov A.Yu.
Identification of the Interval Constants of the Rates of the Chemical Reaction...

Modelling and Data Analysis 2023. Vol. 13, no. 3.

71

Рис. 1. Сравнение интервальных оценок концентраций, полученных при найденных  
значениях интервальных скоростей реакции (серый цвет),  

с экспериментальными данными (черные точки)
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Рис. 2. Зависимости от времени интервальных оценок концентраций (серый цвет) 
относительно экспериментальных данных (черные точки)
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На рис. 1 серым цветом показаны зависимости от времени интервальных оценок 
концентраций при найденных значениях констант скоростей . Черными точками по-
казаны экспериментальные данные в соответствии с табл. 1. Оценки концентраций 
имеют небольшую ширину, и, чтобы показать, что все экспериментальные точки 
содержатся в полученных оценках, дополнительно приведем графики зависимостей 
относительно экспериментальных данных (рис. 2). 

Здесь все экспериментальные точки выстроились в одну линию ( 0y = ) и все они 
содержатся в соответствующих интервальных коридорах. Таким образом, поставлен-
ная задача успешно решена. 

Отметим, что построение интервальных оценок концентраций выполнялось с по-
мощью проекции полученных параметрических множеств в процессе работы алго-
ритма адаптивной интерполяции на координатные прямые:

( ) ( )1 2 3 1 2 3
, ,

1,2,3 1,2,3

min , , , max , , , 1, 2, ..., 7
j j j j j j

k k k
i i i

z z
j j

y P z z z P z z z i
β β β β   ∈ ∈      

= =

 
 ∈ = 
  

. 

В исходной работе [10] приведены следующие интервальные значения констант 
скоростей реакции, полученные с помощью оригинального алгоритма на основе ме-
тода Хука – Дживса:

[ ]
[ ]
[ ]

1

2

3

1.1170,1.5160 ,

0.1113, 0.1547 ,

0.0967, 0.1199 .

β

β

β

∈

∈

∈

По сравнению с интервальные оценки имеют меньшую ширину и полностью со-
держатся в , что демонстрирует преимущество применяемого подхода. Однако заме-
тим, что вычислительная сложность используемого в подходе алгоритма адаптивной 
интерполяции больше, чем аналогичного метода [26], применяемого в [10]. Тем не 
менее при современном уровне развития вычислительных технологий это является 
некритичным.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе успешно решена задача идентификации интервальных скоростей реак-
ции окисления нафталина с помощью ранее разработанного подхода на основе ал-
горитма адаптивной интерполяции. Представлена целевая функция в пространстве 
границ интервальных параметров и характеризующая отклонение модельного ре-
шения от экспериментальных данных. Выполнена минимизация целевой функции с 
помощью метода градиентного спуска. Найденные интервальные оценки констант 
скоростей согласуются с известными, но при этом имеют меньшую ширину, что де-
монстрирует преимущество применяемого подхода.

(6)
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In this work, the previously developed approach of parametric identification of 
dynamic systems with interval parameters is applied to the problem of finding the 
rate constants of the chemical reaction of naphthalene oxidation. This reaction is 
of practical importance in the production of plastics and paints and varnishes. The 
essence of the considered approach lies in the compilation of the objective function in 
the space of the boundaries of the interval parameters and characterizing the deviation 
of the model solution from the experimental data. For the objective function, it 
is possible to construct a gradient and use first-order methods to optimize it. The 
approach is based on the adaptive interpolation algorithm, which makes it possible to 
obtain solutions for direct interval problems in the form of explicit parametric sets. 
The found interval estimates of the rate constants are consistent with the known ones, 
but at the same time they have a smaller width, which demonstrates the advantage of 
the approach used.

Keywords:  interval parametric identification, adaptive interpolation algorithm, 
interval system of ordinary differential equations, optimization, gradient methods, 
chemical kinetics, rate constants, naphthalene oxidation.
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