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Данная статья посвящена построению параметрического семейства 
биортогональных вейвлетов по схеме подъема и схемам подразделений, 
и применению такого семейства в задаче подрисовки изображений, когда 
часть пиксельных данных на изображении отсутствует или каким-либо 
образом перезаписана. Параметрическое семейство вейвлетов предоставляет 
параметрическое семейство фильтров для восстановления поврежденных 
изображений. При таком восстановлении, нужный вейвлет выбирается не из 
каких-то общих соображений, а из параметрического семейства в процессе 
решения оптимизационной задачи.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Вейвлеты и схемы подразделений тесно связаны. Как материнский вейвлет так 
и масштабирующая функция, возникающие в рамках ортогонального или неорто-
гонального кратномасштабных анализов могут быть получены через стационарные 
схемы подразделений, где в качестве маски такой схемы используется масштабная 
последовательность [1]. Вейвлеты давно применяются в задачах обработки изобра-
жений, а схемы подразделений возникли в задачах геометрического моделирования.

В данной статье рассматривается вопрос получения параметрических семейств 
биортогональных вейвлетов по схеме подъема вейвлетов Хаара, исследуется класс 
гладкости и порядок этих вейвлетов. В качестве применения в статье рассматри-
вается проблема подрисовки изображения, которая возникает [2], когда часть 
пиксельных данных на изображении отсутствует или перезаписана другими сред-
ствами. С этим приходится иметь дело, например, при восстановлении древних ри-
сунков, когда часть изображения отсутствует или повреждена из-за старения или 
царапин. Задача подрисовки состоит в том, чтобы восстановить отсутствующую 
область из наблюдаемых неполных данных. В последние годы было предложено 
много полезных методов для решения этой проблемы, в том числе были предло-
жены методы, основанные на вейвлетах [3,4]. В данной статье решение этой зада-
чи будет также основано на использовании вейвлетов, но выбор нужного вейвлета 
будет происходить не из общих соображений, а из параметрического семейства в 
процессе решения оптимизационной задачи.

В статье даются основные теоретические сведения из теории стационарных схем 
подразделений, приводятся достаточные условия сходимости таких схем, а также 
требования, какие необходимо наложить на маску схемы, чтобы получить функцию 
нужного класса гладкости. Кроме этого, рассматриваются некоторые результаты, 
касающиеся биортогональных вейвлет-систем и схемы подъема, посредством кото-
рой можно улучшать свойства вейвлета. Эти теоретические сведения затем приме-
няются к подъему вейвлетов Хаара и получению из них непрерывных и гладких вей-
влетов с большим чем у вейвлетов Хаара числом нулевых моментов. Как известно, 
число нулевых моментов определяет скорость убывания вейвлет-коэффициентов, 
что важно, например, в задачах сжатия данных. Последний раздел статьи посвящен 
вычислительным экспериментам.

2. СХЕМЫ ПОДРАЗДЕЛЕНИЙ. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В данном разделе приводятся основные результаты, касающиеся стационарных 
схем подразделений, которые будут использованы в дальнейшем. Схема подраз-
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деления [5] определяется заданной последовательностью = { } ,   .sa a sα α∈
∈

Z
N  Мы 

будем предполагать, что supp = { : 0}a aαα ≠  – конечное множество. Обозначим  
( )sl∞ Z  линейное нормированное пространство ограниченных последовательно-

стей = { } sα α
ν ν

∈Z
, в котором норма определяется равенством = | | .sup

s
α

α

ν ν∞
∈Z

   

Введем в рассмотрение оператор S  : ( ) ( )s s
a l l∞ ∞→Z Z , который определим форму-

лой 2(S ) = , ( ).s
a

s
a lα α β β

β

ν ν ν− ∞
∈

∈∑
Z

Z  Последовательность { } saα α∈Z
 будем называть 

маской подразделения, а Sa  – оператором подразделений.
Определение 1. [5] Будем говорить, что схема подразделений

1 0= S = ( ) , = 1, 2, , =m m m
a aS mν ν ν ν ν−



сходится в ( )sl∞ Z , если существует непрерывная функция ( )S : s
aν
∞ →R R  такая, что

        
( )S = 0lim

2
m

a mm
ν ν∞

→+∞
∞

⋅  − 
 

. (1)

Если функция ( )Saν
∞  удовлетворяет дополнительному свойству 

( )S ( ) = , s
a kk kν ν∞ ∈Z , то она называется интерполяционной.

Теорема 1. (Необходимое условие сходимости схемы подразделений [5]) Пусть 
= 1s . Предположим, что схема подразделений сходится для некоторого ( )lν ∞∈ Z   

и ( )S 0aν
∞ ≡ . Тогда маска удовлетворяет условию 2 2 1= 1;   = 1a aβ β

β β
+

∈ ∈
∑ ∑

Z Z
.

Введем в рассмотрение многочлен Лорана ( ) = n
n

n
A z a z

∈
∑

Z
. Тогда из необходимого 

условия сходимости схемы подразделений получаем: ( 1) = 0A − ; (1) = 2.A  Из перво-
го равенства следует, что, если маска имеет конечный носитель, т.е. ( ) = ( ),kA z z R z−  
где ( )R z  – многочлен, то этот многочлен делится нацело на ( 1)z + . Поэтому 

( ) = (1 ) ( ),  (1) = 1.A z z Q z Q+  Пусть ( ) = n
n

n
Q z q z

∈
∑

Z
 и = { }n nq q ∈Z .

Теорема 2. [6] Пусть = 1s . Схема Sa  сходится при любом выборе начальной по-
следовательности 0ν , если существует L∈N  такое, что (S ) < 1L

q ∞  .
Если обозначить 

12 2 [ ]( ) = ( ) ( ) ( ) =
L L j

L j
j

Q z Q z Q z Q z q z
−

∑ , то имеет место равен-
ство [6]:

[ ]
2

0 <2
(S ) = max L

L

L L
q i j

i j
q∞ − ⋅∑ 

 .

Теорема 3. [6] Пусть = 1s  и 1( ) = ( )
2

nzA z Q z+ 
 
 

. Если Sq  сходится при лю-

бом выборе начальной последовательности, то (S ) ( )n
a Cν∞ ∈ R  для любой началь-

ной последовательности ν  и (S )( ) = (S ( ))( ),
n

n
a bn

d t t
dt

ν ν∞ ∞ ∆  где 1= ( )n nν ν−∆ ∆ ∆  и
1

1( ) =k k kν ν ν −∆ − , k ∈Z .

Теорема 4. [5] Предположим, что схема подразделений сходится для всех 
( )slν ∞∈ Z  и для некоторого ( )slν ∞∈ Z  функция ( )S 0aν

∞ ≡ . Тогда маска { } saα α∈Z
 

( )S ( ) = , s
a kk kν ν∞ ∈Z
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определяет единственную непрерывную функцию с компактным носителем ϕ , удов-
летворяющую условиям:

( ) = (2 ), ,   ( ) = 1, .s st a t t t tα
α α

ϕ ϕ α ϕ α
∈ ∈

− ∈ − ∀ ∈∑ ∑
Z Z

R R

Более того, ( )S ( ) = ( ), .s
a

s
t t tα

α

ν ν ϕ α∞

∈

− ∈∑
Z

R

3. БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ ВЕЙВЛЕТЫ И СХЕМА ПОДЪЕМА

Пусть ϕ , ϕ  – две масштабирующие функции [7,1] с масштабными последова-
тельностями u , u , которые имеют конечные носители:

( ) = 2 (2 ),   ( ) = 2 (2 )k k
k k

t u t k t u t kϕ ϕ ϕ ϕ
∈ ∈

− −∑ ∑
Z Z

  .

Будем рассматривать последовательности с действительными членами ,k ku u ∈R .  
Обозначим 2

, ( ) = 2 (2 )
j

j
j k x x kϕ ϕ − . Тогда, если ψ , ψ  – соответствующие вейвлеты, то

1, 1,= ,   =k k k k
k k

v vψ ϕ ψ ϕ
∈ ∈
∑ ∑

Z Z

  .

Многочлены Лорана, соответсвующие данным последовательностям, будем обо-
значать ( )U z , ( )U z , ( )V z , ( )V z . Для биортогональных систем имеет место равен-
ство [8]:

       ( ) ( ) ( ) ( ) = 2U z U z U z U z+ − −    (2)

для любых = iz e ξ−  на единичной окружности и

    
1 1( ) = ( ), ( ) = ( )V z zU z V z zU z− −− −   (3)

Определение 2. [9, 10] Множество { , , , }u u v v   называется множеством конечных 
биортогональных фильтров, если соответствующая система функций { , , , }ϕ ϕ ψ ψ   биор-
тогональна, т.е. ( ), , ,, =j k j k k kϕ ϕ δ′ ′ , , , ,( , ) =j m j m m mψ ψ δ′ ′ , , ,( , ) = 0j m j kψ ϕ ; , ,( , ) = 0j k j mϕ ψ  
для всех , , , ,j m k k m′ ′∈Z .

Теорема 5. (Схема подъема [9,10]) Выберем начальное множество конечных 
биортогональных фильтров 0 0{ , , , }u u v v  . Тогда новое множество конечных биорто-
гональных фильтров { , , , }u u v v   может быть найдено следующим образом

2 2
0 0( ) = ( ) ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ) ( ),U z U z V z P z V z V z U z P z−+ ⋅ − ⋅  

где ( )P z  – произвольный многочлен Лорана.
Помимо схемы подъема известен также и двойственный подъем 

0 0{ , , , } { , , , }u u v v u u v v→    , который осуществляется по следующим формулам [9, 10]:

2 2
0 0( ) = ( ) ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ) ( ),U z U z V z P z V z V z U z P z−− ⋅ + ⋅    
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После применения подъема и двойственного подъема сохраняются [9] равенства 
(2) и (3). С помощью поъема или двойственного подъема путем надлежащим образом 
выбора многочленов ( )P z , ( )P z , могут быть улучшены свойства масштабирующих 
функций и вейвлетов.

Как известно, в случае биортогональных вейвлет-систем для 2L ( )f ∈ R  имеет 
место равенство [8]:

   
, , , , , , , ,= ( , ) ( , ) = ,j n j n s n s n j n j n s n s n

n s j n n s j n
f f f c dϕ ϕ ψ ψ ϕ ψ

∈ ∈ ∈ ∈

+ +∑ ∑∑ ∑ ∑∑
Z Z Z Z

 

 
 (4)

где , ,= ( , )j k j kc f ϕ , , ,= ( , )j m j md f ψ . Кроме того, имеет место теорема

Теорема 6. [7] Если ( )Nf C∈ R  и ( ) = 0lx x dxψ
∞

−∞
∫  , = 0,1, , 1l N − , то

, ( 0.5)

1( , ) = ,  
2j k j Nf O jψ

+

  → +∞ 
 

 .

Про вейвлет ψ , удовлетворяющий условию теоремы, говорят [7], что он поряд-
ка N  или имеет N  нулевых моментов. В данной статье будем получать функции 

( )kCϕ ∈ R , = 0,1,k  , а вейвлеты ψ , по возможности, будем делать большего по-
рядка, тем самым управляя скоростью убывания коэффицентов.

Пусть функция f  представлена в виде 0, 0,= ( , )n nn Z
f f ϕ ϕ

∈∑  . По формуле (4)

0, 0, , , , ,
0

= ( , ) =   .n n j n j n s m s m
n Z n Z j s m Z

f f c dϕ φ ϕ ψ− −
∈ ∈ − ∈

+∑ ∑ ∑ ∑

 

Заметим, что , 2 1,=j n k n j k
k Z

uϕ ϕ− +
∈
∑  , , 2 1,( ) =  ( ).j n k n j k

k Z
x v xψ ϕ− +

∈
∑   Умножая скалярно 

полученные равенства на f , получим , 2 1, , 2 1,= ,  =  j n k n j k j n k n j k
k Z k Z

c u c d v c− + − +
∈ ∈
∑ ∑  .

Полученное преобразование можно представить в виде свертки, если обозначить 
( ) 2= kk

v v↓ . Тогда

            ( ) ( ), 1, , 1,= * ,  = *j j j jc c u d c v• + • −• • + • −•↓ ↓   (5)

где ( ) = kku u−• −  . Формулы (5) представляют собой алгоритм вейвлет-разложения. 
Имеет место и алгоритм вейвлет-восстановления[8]:

       ( ) ( )1, , ,= * *j j jc c u d v+ • • •↑ + ↑ ,  (6)

где введено обозначение ( ) = kn
z z↑ , если = 2 ;n k  и ( ) = 0

n
z↑ , если = 2 1n k + .

В заключении данного раздела рассмотрим способ нахождения приближенных 
значений масштабирующей функций через схему подразделений. Отметим следую-
щий результат [1]:

Теорема 7. [1] Пусть функция ( )2Lf R∈  удовлетворяет условию Липши-
ца порядка ε  при некотором (0;1]ε ∈ , т.е. существует константа 1C  такая, 



Битюков Ю.И., Битюков П.Ю.
Построение параметрического семейства вейвлетов и использование его в обработке...
Моделирование и анализ данных. 2023. Том 13. № 4.

12

что 1( ) ( )f x f y C x y ε− ≤ −  для всех ,x y R∈ . Пусть действительная функция 

( ) ( )1 2L LR Rϕ ∈ ∩  удовлетворяет условию 2( ) = <x x dx Cε ϕ
+∞

−∞

+∞∫  и ( ) = 1x dxϕ
+∞

−∞
∫ .

Тогда ( ) ( )/ 2 ( 1/2)
, 1 2, 2 2 2 .m m m

m kf f k C C εϕ − − − +− ≤

Теорема 8. Пусть функция ( )Cϕ ∈ R , 1 2L ( ) L ( )ϕ ∈ ∩R R , supp , supp [ ; ]m mϕ ϕ ⊂ − , 

и ( ) = 1
m

m

x dxϕ
−
∫  . Тогда ( ) ( )/ 2

,2 , 2 = 0.lim j j
j

j
ϕ ϕ ϕ −

⋅ ∞→+∞
− ⋅

Доказательство. Заметим, что 

. Следовательно,

( ) ( ) ( )/ 2
,2 , 2 = 2 ( ) (2 ) (2 ) 2 ( ) (2 ) (2 ) =

= (2 2 ) (2 ) ( ) | ( ) | ( , 2 | |),

j j j j j j j j
j k

m m
j j j j

m m

k x k x k dx x k x k dx

t k k t dt x dx m

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ω ϕ

+∞ +∞
− − −

−∞ −∞

− − − −

− −

− − − ≤ − −

+ − ≤ ⋅

∫ ∫

∫ ∫

  

 

где 
1 2

1 2( , ) = | ( ) ( ) |sup
x x

x x
δ

ω ϕ δ ϕ ϕ
− <

−  – модуль непрерывности функции ϕ . Пусть < 1δ . 

Тогда, т.к. supp [ ; ]m mϕ ⊂ − , то 
1 2

1 2

1 2 1
| |<

, [ 1; 1]

( , ) = | ( ) ( ) |= ( , )sup
x x

x x m m

x x
δ

ω ϕ δ ϕ ϕ ω ϕ δ
−

∈ − − +

− . По те-

ореме Кантора 1
0

( , ) = 0.lim
δ

ω ϕ δ
→ +

 Отсюда следует утверждение теоремы.

Пусть теперь , ,= ( , )j k j kc ϕ ϕ  и = 0,  , | |>ku k k m∀ . Тогда [7] supp [ ; ]m mϕ ⊂ −  и 
формулы (6) перепишутся в виде [1]:

       
1, 2 , 0, 0,= ,  = .j m m k j k k k

k
c u c c δ+ −

∈
∑

Z
  (7)

В дальнейших рассуждениях будет выполняться ( 1) = 0U − , (1) = 2U . Поэтому 

в схеме (7) не выполняются необходимые условия сходимости. Пусть 2
, ,ˆ = 2

j

j k j kc c .  
Тогда

    
1, 2 , 0, 0,ˆ ˆ ˆ= 2 ,  = .j m m k j k k k

k
c u c c δ+ −

∈
∑

Z
  (8)

Предположим, что эта схема сходится и ϕ̂  – предельная функция. Тогда, по 
теореме 7

2 2 2
, , , ,

, 1 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ(2 ) (2 ) = (2 ) 2 (2 ) (2 ) 2 2 (2 )

ˆ ˆ(2 ) 2 ,  .

j j j
j j j j j j

j k j k j k j k

j j
j

k k k c c k k c c k

c C C kε

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

−− − − − − −

− −
⋅ ∞

− − + − ≤ − + − ≤

≤ ⋅ − + ∀ ∈Z

/ 2 /2 /2
, ( ) = 2 (2 ) = 2 ( ) = 2j j j j

j k x dx x k dx t dxϕ ϕ ϕ
+∞ +∞ +∞

− −

−∞ −∞ −∞

−∫ ∫ ∫  

/ 2 /2 /2
, ( ) = 2 (2 ) = 2 ( ) = 2j j j j

j k x dx x k dx t dxϕ ϕ ϕ
+∞ +∞ +∞

− −

−∞ −∞ −∞

−∫ ∫ ∫  
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Отсюда, согласно равенству (1), получаем ˆ(2 ) (2 ) = 0lim j j

j
ϕ ϕ− −

∞
→+∞

⋅ − ⋅  . В случае
непрерывности функции ϕ  аналогичный результат получается из теоремы 8. Та-
ким образом, приближенные значения (2 )j kϕ −  могут быть найдены по формуле: 

,ˆ(2 ) .j
j kk cϕ − ≈

4. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ СЕМЕЙСТВА БИОРТОГОНАЛЬНЫХ 
СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ПОДЪЕМА ВЕЙВЛЕТОВ ХААРА

Рассмотрим следующие многочлены Лорана

0 0
1 1( ) = ( ) = ,  ( ) = ( ) = .
2 2 2 2

z zU z U z V z V z+ − + 

Двойственный подъем приводит к следующим многочленам:

2 21 1 1 1( ) = ( );  ( ) = ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

z z z zU z P z V z P z−   
+ − − + − + + +   

   
   .

Обязательно должно быть (1) = 0V , следовательно, (1) = 0P . Отсюда следует, что
( 1) = 0U − . Пусть 

=
( ) =

m

m
P z p zλλ

λ −
∑ . Вейвлет ψ  будет иметь порядок N , если [7]

( ) (1) = 0,  = 0,1, , 1kV k N∀ −

 .
Нужно заметить, что чем больше условий накладывается на вейвлет и мас-

штабирующую функцию, тем шире носитель этих функций. В статье рассмотрим 
два вида многочлена Лорана ( )P z  для случаев = 1, 2m  и выясним какие свойства 
можно получить у функций ( )xϕ  и ( )xψ . Целью является создание параметриче-
ского семества масштабирующих функций и вейвлетов, при этом у первых повы-
шаем гладкость, а у вторых порядок вейвлета. После подъема функцию ϕ  можно 
получить по схеме подразделений с маской 2u  и начальной последовательно-
стью 0,= , k k kν δ ∈Z ,

3

1,
= 2

1, [0;1); 1 1( ) = = , ( ) = (2 ) (2 1)
0, [0;1), 2 2

k k
k

x
x v x x x

x
ϕ ψ ϕ ψ ϕ ϕ

−

∈
− + − ∈

∑   .

Пусть 1
1 0 1( ) =P z p z p p z−
− + + , тогда, во-первых, должно быть 0 1 1 = 0p p p−+ + . По-

скольку ( ) 2 2 1 2 3
1 1 1 1 1 1 1 12 ( ) = 1 1 ( ) = 1 ( 1) ,V z z z P z p z p z p p z p p p z p z− −
− − − −− + + + + − − − + − − + + + 

условие (1) = 0V ′  приводит к равенству 1 14 4 1 = 0p p−− + + . Для удобства обозна-

чим 1 =p α− , 1
1=
4

p α − . Многочлен Лорана 2 ( )U z  в рассматриваемом случае 
имеет вид

3 2
2

1 1
3 5 4 42 ( ) = 2 2 .
4 4

U z z z z
z z

α α
α α α α

− −
 − + − + + + + + 
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Нужно заметить, что при таком виде многочлена Лорана supp [ 2;3]ϕ ⊂ −  (см. [7]).

Теорема 9. Пусть 1 1 1( ) = 2
4 4

P z z zα α α−    + − + − +   
   

 , последовательность

= { }k ku uα α
∈Z  выбрана следующим образом: 3 =

2
uα α

− , 2 =
2

uα α , 1
2 3 / 4=

2
uα α + , 

0
5 / 4 2=

2
uα α− , 1

1 / 4=
2

uα α
−

− , 2
1 / 4=
2

uα α
−

−  и = 0kuα  для остальных k . Тогда, если 

7 57 57 3; 
16 16

α
 − −

∈  
 

, то функция ϕ , определяемая схемой подразделений 
2u

S α  

по формуле (8), непрерывна на R , а вейвлет ψ , определяемый последовательно-

стью = { }k kv vα α
∈Z  , где 0

3 8=
4 2

vα α+
− , 1

5 8=
4 2

vα α−
 , 2 3

4 1= =
4 2

v vα α −
  , 2 1= =

2
v vα α α
− −   и

= 0kvα
  при остальных k, имеет порядок 2.

Доказательство. Заметим, что многочлен Лорана  
( ) 22 ( ) = 1 1 ( ) = 2 k

k
k

U z z z P z u z−

∈

+ + − ∑
Z

  можно представить в виде:

2 1 23 1 12 ( ) = ( 1) 2 2 .
4 4 4

U z z z z z zα α α α− −    + − + + − − − −    
    

Обозначим 
2

2 1 2

= 2

3 1 1( ) = 2 2 =
4 4 4

k
k

k
C z z z z z c zα α α α− −

−

   − + + − − − −   
   

∑ . Тогда

Найдем, при каких значениях α  будет выполнено неравенство 
2 [2]

4
=0,1,2,3

( ) = | |< 1.maxc i j
i j

S c∞ −∑   Из (9) следует, что данное неравенство равносильно 

системе неравенств:

3 1 9 5 12 4 2 < 1;
4 4 16 4 4

α α α α α α       + + − + + − −       
       

2
2 25 1 12 4 2 2 < 1;

2 4 2
αα α α α α   + − + − + −   

   

2 2 1 3 < 1;
4 4

α α α α α   − + + − +   
   

2 2
[2] 2 2

= 2 = 2

2 1 6

2 2 2
2 2 2 2= 6 = 1 =22 2

2 2 2 2

( ) ( )

.

k k
k k

k k
c z C z C z c c z

c c z c c z c c z

λ
λ

λ

µ µ µ
µ λ λ µ λ λ µ λ λ

µ µ µ µµ µ µλ λ λ

+

∈ − −

−

− − −
+ − + −− −− ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

= = =

     
     = + +     
     
     

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Z

2 2
[2] 2 2

= 2 = 2

2 1 6

2 2 2
2 2 2 2= 6 = 1 =22 2

2 2 2 2

( ) ( )

.

k k
k k

k k
c z C z C z c c z

c c z c c z c c z

λ
λ

λ

µ µ µ
µ λ λ µ λ λ µ λ λ

µ µ µ µµ µ µλ λ λ

+

∈ − −

−

− − −
+ − + −− −− ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

= = =

     
     = + +     
     
     

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Z

( ) 22 ( ) = 1 1 ( ) = 2 k
k

k
U z z z P z u z−

∈

+ + − ∑
Z
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21 3 1 16 2 2 2 < 1,
2 4 2 4

α α α α α       − + + − + −       
       

решение которой представляет собой интервал 7 57 57 3; 
16 16

 − −
  
 

. По теореме 2,

при этих значениях α , функция ( )Cϕ ∈ R .
На рис. 1 представлен пример графиков масштабирующей функции ( )xϕ  и вей-

влетов ( )xψ  и ( )xψ  при = 0, 00048α − .

Рис. 1. Графики функций ϕ , ψ , ψ  при  = 0, 00048α −

Теорема 10. Пусть 2 1 2
2 1 0 1 2( ) =P z p z p z p p z p z− −
− −+ + + + , где 1 =p α , 2

5=
4 256

p α
− − ,

2
17=

4 256
p α
− − − , 1

88=
256

p α− +  а последовательность = { }k ku uα α
∈Z  выбрана следу-

ющим образом: 4

0.01953125
4=

2
uα

α

−

− −
, 3 4=u uα α

− −− , 2 =
2

uα α
− , 1 =

2
uα α
− − ,

0

3 0.7421875
2=

2
uα

α−
+

, 1

3 1.2578125
2=

2
uα

α
+

, 2
0.34375=

2
uα α + , 3 2=u uα α− , 4 5

0.06640625
4= =

2
u uα α

α
− −

−  

и = 0kuα  для остальных k . Тогда, если 

( 0.231363152054986; 0.112386847945014)α ∈ − − , то функция ϕ , определяемая схемой подразделений 
2

S uα  

принадлежит 1 ( )C R , а если ( 0.430370347700429; 0.0866203477004288)α ∈ − ,

то ( )Cϕ ∈ R . Вейвлет ψ , определяемый последовательностью = { }k kv vα α
∈Z  , где

4 3

0.06640625
4= =

2
v vα α

α

− −

− −
  , 2 1

0.34375= =
2

v vα α α
− −

+
  , 0

3 1.2578125
2=

2
vα

α
− −

 ,

4 5

0.06640625
4= =

2
u uα α

α
− −

− ( 0.231363152054986; 0.112386847945014)α ∈ − −
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1

30.7421875
2=

2
vα

α
−

 , 2 3= =
2

v vα α α
  , 4 5

0.01953125
4= =

2
v vα α

α
− −

   и = 0kvα
  при

остальных k, имеет порядок 4.
Доказательство. Если 2 1 2

2 1 0 1 2( ) =P z p z p z p p z p z− −
− −+ + + + , то с учетом 

2 1 0 1 2 = 0p p p p p− −+ + + +  получаем

( ) 2 4 3 2 1
2 2 1 1

2 3 4 5
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 ( ) = 1 1 ( ) =

(1 ) (1 ) .

V z z z P z p z p z p z p z

p p p p z p p p p p z p z p z p z

− − − −
− − − −

− − − −

− + + + + + + −

− + + + + + − − − − + + + +

 

Условия ( ) (1) = 0kV , = 1, 2, 3k  приводят к равенствам: 1 2 1 24 8 4 8 1 = 0;p p p p− −+ − − +  
1 2 1 24 4 = 0;p p p p− −+ + +  1 2 1 214 5 30 = 0p p p p− −+ − − , соответственно. Отсю-

да находим

1 1
2 3 1 4

5 11 17= ; = ; = .
4 256 32 4 256
p p

p p p p− − + − −

Обозначая 1 =p α , многочлен Лорана 22 ( ) = 1 ( 1 ) ( )U z z z P z−+ − − +   перепишем 
в виде:

( ) ( )

5
2

4 3 2

3 4

32 ( ) = 0.06640625
2 4

30.06640625 0.34375 0.34375 1.2578125
4 2

0.01953125 0.01953125
4 40.7421875 .

U z z
z z

z z z z

z z

α α α α

α αα α

α α

 − − + + + + 
 

   + − − + − − + + + + +   
   

+ − −
+ + +

Представим его в виде 
2( 1) ( )

2
z D z+ , где

Итак, в данном случае ψ  четвертого порядка и, если 2( ) < 1dS ∞  ,  
то 1

2
( ) ( )

u
S Cν∞ ∈ R . Последнее условие будет выполнено, если 

( 0.231363152054986; 0.112386847945014)α ∈ − − . Нужно заметить, что многочлен 
2V  можно представить в виде 

1 2 1 24 8 4 8 1 = 0;p p p p− −+ − − +

( ) ( )

5
2

4 3 2

3 4

32 ( ) = 0.06640625
2 4

30.06640625 0.34375 0.34375 1.2578125
4 2

0.01953125 0.01953125
4 40.7421875 .

U z z
z z

z z z z

z z

α α α α

α αα α

α α

 − − + + + + 
 

   + − − + − − + + + + +   
   

+ − −
+ + +

( ) ( )

5
2

4 3 2

3 4

32 ( ) = 0.06640625
2 4

30.06640625 0.34375 0.34375 1.2578125
4 2

0.01953125 0.01953125
4 40.7421875 .

U z z
z z

z z z z

z z

α α α α

α αα α

α α

 − − + + + + 
 

   + − − + − − + + + + +   
   

+ − −
+ + +

( ) ( )

( )

3 2

2

3 4

( ) = 0.5 0.1328125 1.5 0.3984375
0.2734375 2.5 0.5 0.19531250.5 0.0234375 2.5 1.1328125

1.5 0.1171875 0.5 0.0390625 .

D z z z

z
z z

z z

α α
α αα α

α α

⋅ + + − − +

− − −
+ − + + + + +

+ − −
+ +

( ) ( )

( )

3 2

2

3 4

( ) = 0.5 0.1328125 1.5 0.3984375
0.2734375 2.5 0.5 0.19531250.5 0.0234375 2.5 1.1328125

1.5 0.1171875 0.5 0.0390625 .

D z z z

z
z z

z z

α α
α αα α

α α

⋅ + + − − +

− − −
+ − + + + + +

+ − −
+ +

( ) ( )

( )

3 2

2

3 4

( ) = 0.5 0.1328125 1.5 0.3984375
0.2734375 2.5 0.5 0.19531250.5 0.0234375 2.5 1.1328125

1.5 0.1171875 0.5 0.0390625 .

D z z z

z
z z

z z

α α
α αα α

α α

⋅ + + − − +

− − −
+ − + + + + +

+ − −
+ +
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Отсюда и получается утверждение теоремы.
На рис. 2 представлен пример графиков масштабирующей функции ( )xϕ  и вей-

влетов ( )xψ  и ( )xψ  при = 0,1598α − .

Рис. 2. Графики функций ϕ , ψ , ψ  при  = 0,1598α − .

5. ПОДРИСОВКА ИЗОБРАЖЕНИЙ

В данном разделе, для простоты обозначений, под изображением будем понимать 
вектор sf ∈R . Целью будет нахождение неизвестного изображения su∈R  по на-
блюдаемому изображению = Af u η+ , где η  – белый гауссовский шум с дисперси-
ей 2σ  и A  – линейный оператор. В статье решение такой задачи будет также основа-
но на использовании вейвлетов, но выбор вейвлета будет происходить из параметри-
ческого семейства в процессе решения оптимизационной задачи. Для произвольного 

вектора x s∈R  обозначим 
1/

1
x , 1 .

ps
p

ip
i

x p
=

 = ≤ < +∞ 
 
∑  Кроме того, для произ-

вольной матрицы A  обозначим 
2

A max λ= , где λ  – максимальное собственное 
значение матрицы A AT .

Пусть = {1, 2, , }sΩ   и Λ ⊂ Ω . Наблюдаемое изображение имеет вид:

3 2 5 41 1 1
1 1

1 1 1
2

1 1

3 4

3
2 ( ) = 0.01953125 0.01953125

2 4 4
3 0.34375 0.34375

0.7421875 1.2578125
2

0.06640625 0.06640625
4 4 .

p p p
V z p z p z z z

p p p
z

z z
p p

z z

   
+ − + − − + − − +   

   
+ + 

+ − − + + + 
 

− − − −
+ +

 3 2 5 41 1 1
1 1

1 1 1
2

1 1

3 4

3
2 ( ) = 0.01953125 0.01953125

2 4 4
3 0.34375 0.34375

0.7421875 1.2578125
2

0.06640625 0.06640625
4 4 .

p p p
V z p z p z z z

p p p
z

z z
p p

z z

   
+ − + − − + − − +   

   
+ + 

+ − − + + + 
 

− − − −
+ +



3 2 5 41 1 1
1 1

1 1 1
2

1 1

3 4

3
2 ( ) = 0.01953125 0.01953125

2 4 4
3 0.34375 0.34375

0.7421875 1.2578125
2

0.06640625 0.06640625
4 4 .

p p p
V z p z p z z z

p p p
z

z z
p p

z z

   
+ − + − − + − − +   

   
+ + 

+ − − + + + 
 

− − − −
+ +





Битюков Ю.И., Битюков П.Ю.
Построение параметрического семейства вейвлетов и использование его в обработке...
Моделирование и анализ данных. 2023. Том 13. № 4.

18

Задача восстановления неизвестного изображения u  относится к задаче аппрок-
симации. Существует множество схем аппроксимации, например, сплайновая, но 
большинство из них хороши только для гладких функций. Изображения таковыми 
не являются. Основная проблема при восстановлении изображений заключается в 
сохранении особенностей, например краев, изображений, которые не могут быть хо-
рошо сохранены многими доступными алгоритмами аппроксимации.

Обозначим PΛ  диагональную матрицу, у которой ,(P ) = 1,  i i iΛ ∀ ∈Λ  и 
,(P ) = 0,  \i i iΛ ∀ ∈Ω Λ . Кроме того, введем еще следующие обозначения: 

: W f W fα α→  – параметрическое дискретное вейвлет-преобразование, ставящее в 
соответствие данному изображению sf ∈R  его вейвлет-коэффициенты dW fα ∈R  
и 1Wα

−  – обратное преобразование. Изображение u  будем находить из следующей 
задачи минимизации:

          *
1 *= ;u W

α
β−  (10)

            
* * 1 2

2 1
1, arg min min P P diag( )
2d

W fαα β
α β β λ β−

Λ Λ
∈

= − +
R

     (11)

Рис 3. Подрисовка изображения. а) Исходное изображение, б) Поврежденное изображение, 
в) График функции  * ( )β α , г) Восстановленное изображение.



Bityukov Yu.I., Bityukov P.Yu.
Construction of a Parametric Family of Wavelets and Its Use in Image Processing 

Modelling and Data Analysis 2023. Vol. 13, no. 4.

19

Пусть ( )1 , ..., mλ λ λ=  и

( )1 11
( , , ) = ( ) ( ) ,n mm

t tλ λ λβ β β βΓ  

где
sign( )(| | ),   | |> ,

( ) =
0,   | | .

i i i i i
ii

i i

tλ
β β λ β λ

β
β λ

−
 ≤

Как показано в статье [4] при каждом значении α  решение задачи минимизации

     
* 1 2

2 1
1( ) = min P P diag( )
2d

W fα
β

β α β λ β−
Λ Λ

∈
− +

R
     (12)

можно найти по следующему алгоритму:
1.  Выберем произвольный вектор 0

dβ ∈R .
2.  Находим ( )1

1 ( ) = P ( ) P ( ) , = 0,1, ...k k kW f W W kλ α α αβ α β α β α−
+ Λ ΛΓ + −

В статье [4] доказано, что существует * ( ) = ( )lim k
k

β α β α
→+∞

. Значение этого предела 
и является решением задачи (12). Таким образом, решение задачи (10), (11) мож-
но найти, как *

1 * *( )W
α
β α− , где * *= arg min ( )

α
α β α . На рис. 3 представлены примеры 

восстановления поврежденных изображений. Нужно заметить, что рассмотренная 
задача является частным случаем общей задачи, представленной в начале раздела, в 
которой в качестве оператора A  нужно выбрать PΛ .

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассмотрено построение параметрического семейства вейвлет-систем 
на основе схемы подъема вейвлетов Хаара и улучшения его свойств. Исследованы 
гладкость полученных вейвлетов и их порядок. В статье рассмотрено одно из при-
ложений такого параметрического семейства, предоставляющих разнообразные вей-
влеты, в задаче подрисовки изображений. При решении такой задачи выбор вейвлета 
осуществлялся в процессе решения оптимизационной задачи.
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