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Резюме

Решается задача построения множеств достижимости линейной непрерывной 
системы с геометрическими ограничениями на управление. В качестве метода 
решения рассматривается дискретизация исходной непрерывной системы. 
Для кусочно-постоянных, кусочно-линейных и сплайн-подобных управлений 
эквивалентные дискретные системы получены явно. Доказана теорема о скорости 
сходимости в метрике Хаусдорфа множеств достижимости вспомогательных 
систем к множеству достижимости исходной системы в зависимости от типа 
аппроксимации. Проведены численные расчеты.
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проксимация, дискретизация, кусочно-постоянное управление, кусочно-линейное 
управление, метрика Хаусдорфа

Для цитирования: Вуксанович, С.М. (2025). Оценка точности аппроксимации мно-
жеств достижимости линейной системы с геометрическими ограничениями при различ-
ных видах дискретизации. Моделирование и анализ данных, 15(2), 110—126. https://doi.
org/10.17759/mda.2025150206

https://doi.org/10.17759/mda.202515020_
https://doi.org/10.17759/mda.202515020_


Вуксанович С.М. (2025) 
Оценка точности аппроксимации множеств  
достижимости линейной системы с геометрическими...
Моделирование и анализ данных, 2025. 15(2), 110—126.

Vuksanovic S.M. (2025)
Estimation of the accuracy of approximation of reachable 

sets of a linear system with geometric constraints for...
Modelling and Data Analysis, 2025. 15(2), 110—126.

111

Estimation of the accuracy of approximation  
of reachable sets of a linear system with geometric 

constraints for various types of discretization

S.M. Vuksanovic
Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russian Federation
 stas.vuksanovic@mail.ru

Abstract

The problem of the construction of reachable sets of a linear continuous-time system 
with geometric control constraints is solved. The discretization of the initial continuous-
time system is considered as a solution method. For piecewise-constant, piecewise-
linear, and spline-like controls, equivalent discrete-time systems are obtained explicitly. 
A theorem on the rate of the convergence in the Hausdorff metric of reachable sets  
of auxiliary systems to the reachable set of the initial system is proved, depending  
on the type of approximation. Numerical calculations have been performed.
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Введение

Одной из важных задач анализа в математической теории управления является 
построение множеств достижимости и управляемости. Например, при решении двух-
точечных задач, т.е. с жесткими ограничениями на начальное и конечное состояние, 
необходимое и достаточное условие разрешимости сводится к принадлежности данных 
состояний множествам достижимости и управляемости соответственно. С другой сто-
роны, для систем с терминальным критерием качества задача оптимального управления 
может быть сведена к поиску минимума или максимума на множестве достижимости, 
что отражено в классических монографиях (Красовский, 1970), (Понтрягин и др., 
1969). Также при рассмотрении задачи быстродействия множество 0‑управляемости 
по определению представляет собой множество уровня функции будущих потерь в ме-
тоде динамического программирования Беллмана (Беллман, 1960), что используется 
для синтеза оптимальных процессов.

При этом точное описание множеств достижимости, как правило, не представля-
ется возможным, поскольку предполагает либо решение эволюционных уравнений 
(аналога дифференциальных уравнений для множеств) (Комаров, 1988), (Куржанский,  
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Никонов, 1993), (Панасюк, Панасюк, 1980), (Толстоногов, 1982), либо вычисления 
неподвижной точки отображения в пространстве компактов (Арутюнов, Жуковский, 
2017), (Беллман, 1960), (Жуковский, 2016), (Жуковский, Панасенко, 2018). Для ряда 
линейных систем возможно построение полиэдральных аппроксимаций на основе 
аппарата опорных функций (Красовский, 1970).

С точки зрения практики наиболее эффективным методом построения множеств 
достижимости является дискретизация непрерывной динамической системы (Морду-
хович, 1988). В контексте линейных систем данный подход позволяет большую часть 
соотношений получить явно, что связано с возможностью точного решения системы 
линейных дифференциальных уравнений (Хартман, 1970). Таким образом, применение 
дискретизации сводится к исследованию сходимости последовательности множеств 
достижимости вспомогательных дискретных систем к множеству достижимости 
исходной непрерывной системы.

Существенным недостатком большей части работ по данной тематике являет-
ся предположение о кусочно-постоянной структуре управления (Булаев, Шориков, 
2017), (Зыков, 2022), (Максимов, 2021), (Никольский, 2021). При этом класс функций 
управления в непрерывной системе является значительно более широким. В данной 
статье исследуется скорость сходимости последовательности множеств достижимости 
дискретной системы в зависимости от выбранного типа дискретизации. Кроме клас-
сического кусочно-постоянного управления, допускаются также кусочно-линейные 
функции и «ломаные» (непрерывные сплайны первого порядка на каждом интервале 
дискретизации). Также решается задача явного описания эквивалентных дискретных 
систем для каждого из заданных классов управлений. Значимым результатом является 
описание всех конструкций в терминах суммы Минковского, линейного преобразования 
компакта и расстояния Хаусдорфа, что делает возможным численную реализации всех 
полученных математических соотношений.

Постановка задачи

Рассматривается линейная система управления с непрерывным временем:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ] ( )0

  
, 

0 , , 0; ,# 1c

x t Ax t v t
x x v t t T

= +
= ∈ ∈





где ( ) nx t ∈  — вектор состояния системы, 0
nx ∈  — начальное состояние, n nA ×∈  —  

матрица системы, det 0, n
cA ≠ ⊂   — множество допустимых значений управления 

непрерывной системы. Предполагается, что c  — компакт, v ∈U , где

[ ] [ ]( ){ }2: 0; : 0; .cv T v T= → ∈U  

Определение 1. Множеством достижимости ( )0 , , cY x T U  непрерывной систе- 
мы (1) называется множество тех состояний, в которые можно перевести данную 
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систему управления за время T из начального состояния 0x  посредством выбора до-
пустимых управляющих воздействий:

Стоит отметить, что ( )0 , , cY x T U  вообще говоря не является компактом.
Требуется явно построить или получить выпуклую и компактную оценку множества 

достижимости (1). Для решения поставленной задачи предлагается по аналогии с (Зы-
ков, 2022) использовать идею дискретизации. Таким образом, необходимо построить 
следующую систему с дискретным временем, эквивалентную (1):

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )0

  
1 , 

0 , , 0, ,# 2
d

d

z k A z k u k

z x u k k N

+ = +

= ∈ =

где ( ) nz k ∈  — вектор состояния дискретной системы, 0
nx ∈  — начальное состо-

яние, n n
dA ×∈  — матрица системы,  n

d ⊂   — множество допустимых значений 
управления дискретной системы.

Эквивалентность систем (1) и (2) заключается в том, что траектория ( )x t  системы (1)  
является допустимой тогда и только тогда, когда найдётся допустимая траектория 

( ){ } 0

N

k
z k

=
 системы (2), удовлетворяющая условию:

( ) ( )Ä , 0, ,x k z k N= =

где Ä  T
N

= — шаг дискретизации.

Определение 2. Множеством достижимости ( )0 , dY x N  дискретной системы (2)  
называется множество состояний, в которое можно перевести данную систему 
управления за  N  шагов из начального состояния 0x  посредством выбора допустимых 
управляющих воздействий:

По построению верно равенство ( ) ( )0 0, ,  , .c dY x T Y x N=U  Таким образом, дискрети-
зация позволяет полностью решить исходную задачу о построении множества дости-
жимости для непрерывной системы (1), однако такой подход имеет и свои ограничения. 
Основной сложностью в переходе от (1) к (2) является построение множества d
, определяющего ограничения в дискретной системе. Для возможности численной 
реализации данной процедуры предлагается сузить множество допустимых управле-
ний U до некоторого подмножества, которое, с одной стороны, при устремлении шага 
дискретизации к 0, будет в некотором смысле сходится к U, а с другой стороны, при 
фиксированном ∆ будет описываться конечным числом параметров, которые можно 
рассмотреть в качестве вектора управления в системе (2).

∆

∆



Вуксанович С.М. (2025) 
Оценка точности аппроксимации множеств  
достижимости линейной системы с геометрическими...
Моделирование и анализ данных, 2025. 15(2), 110—126.

Vuksanovic S.M. (2025)
Estimation of the accuracy of approximation of reachable 

sets of a linear system with geometric constraints for...
Modelling and Data Analysis, 2025. 15(2), 110—126.

114

В связи с этим определим следующие подмножества множества допустимых управ-
лений U. Далее для всех 0,k N=  введём обозначение Äkt k= .
1. 	 Кусочно-постоянное управление.

[ ] ( ) [ ){ }0 1: 0; : , ; ,  0, ,c k c k ku T u t t t t k Nα += → = ∈ ∈ =U  

	 где kα  — константный вектор из  .c
2. 	 Кусочно-линейное управление.

[ ] ( ) [ )1
1 ,2 ,1 1

  : 0; : , ; ,  0, 1 ,
Ä Ä

k k
c k k c k k

t t t tu T u t u u t t t k N+
+

− − = → = + ∈ ∈ = − 
 

U  

	 где , 1 , 2, k ku u  — константные вектора из  .c
3. 	 Управление в виде полиномиального сплайна первого порядка.

В данном случае отрезок [ ]1;k kt t +  равномерно разбивается на  M  дополнительных 
отрезков:

,0 ,1 ,2 , 1 , 1,k k k k k M k M kt t t t t t t− += < < < …< < =

где , , 0, .k j kt t j j Mδ= + =

[ ] ( ) [ ), 1, 
2 , 1 , 1

  
: 0; : , ; ,  0, 1,   0, 1

ä ä
k j k j

c k j k j c k k

t t t t
u T u t u u t t t j M k N+

+ +

− − 
= → = + ∈ ∈ = − = − 

 
U  

,

где , k ju  — константный вектор из  c .
Таким образом, для решения задачи построения ( )0 , , cY x T U  требуется, во‑первых, 

осуществить переход от (1) к (2), заменив U на U0 , U1 или U2 и явным образом по-
строив матрицу dA  и множество d , во‑вторых, исследовать сходимость множеств 

( ) ( )0 0, , , c i dY x T Y x N=U  к  ( )0 , , cY x T U  при ∆Ä 0.→  В качестве критерия сходимости 
рассматривается расстояние Хаусдорфа.

Определение 3. Пусть ,  n nX Y⊂ ⊂  — компакты. Тогда расстоянием Хаусдор-
фа между множествами X  и Y  называется

( ) ( )
Y XX Y

, supinf   ,   supinf   .# 3h y xx y
X Y max x y x yρ

∈ ∈∈ ∈

 = − − 
 

Замечание 1. Если X Y⊂ , то расстояние Хаусдорфа выражается следующей 
формулой:

( ) ( )
XY

, supinf   . # 4h xy
X Y x yρ

∈∈
= −

Поскольку ( )0 , , cY x T U  вообще говоря не является компактом, то сходимость будет 
рассматриваться к его замыканию ( )0cl , , cY x T U .

∆ ∆

∆

δ δ
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Дискретизация

В данном разделе рассматривается дискретизация линейной системы управления 
с непрерывным временем. Выразим решение (1) в момент времени 1kt t +=  по аналогии 
с (Зыков, 2022), полагая начальное условие ( ) ( )kx t z k=  для произвольного  0, 1:k N= −

где Ф( )Ö n nt ×∈  — матрица фундаментальной системы решений дифференциальных 
уравнений (1). Матрица dA  в силу стационарности (1) в данном случае будет иметь вид

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 Ö  Ä Ö 0 . # 6d k kA t t− −

+= Φ =Φ

Чтобы получить множество d  для различных случаев, необходимо поочерёдно 
подставить в (5) управление ,  0,2iv i∈ =U  и вычислить соответствующий интеграл. 
Введём переходную матрицу:

( ) ( ) ( )1Ö ,  Ö Ö .t s t s−=

1. 	 Кусочно-постоянное управление 0v ∈U .
В данном случае решение интеграла (5) будет иметь следующий вид:

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1
1 1Ö , Ö , ,

k

k

t

k k k k
t

u k t s v s ds t t I A α
+

−
+ += = −∫

где n nI ×∈  — единичная матрица.
Учтём, что в силу стационарности (1) верно равенство

( ) ( )1Ö , Ö Ä,  0 . k kt t+ =

Тогда искомое множество ,0d  выражается следующим образом:

( )( ) ( )1
,0 Ö Ä, 0  , # 7d cI A−= − 

2. 	 Кусочно-линейное управление 1v ∈U .
В данном случае решение интеграла (5) будет иметь следующий вид:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 2 , 1 2 ,2
1 1Ö , Ä Ä Ä ,
Ä Ä

k

k

t

k k k
t

u k t s v s ds C C u C u
+

+
 = = − + 
 ∫

где

( ) ( )( ) 1
1 Ä Ö Ä, 0 ,C I A−= −

Ф

Ф

Ф Ф

Ф

Ф

ФФ ∆

∆

∆

∆ ∆

∆ ∆
∆

Ф Ф

∆ Ф

Ф
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( ) ( )( )1 1
2 Ä Ö Ä, 0 Ä .C I A I A− −= − −  

Тогда искомое множество ,1d  выражается следующим образом:

( ) ( ) ( ) ( ),1 1 2 2
1 1Ä Ä Ä , # 8
Ä Äd c cC C C = − + 

 
  

где сумма множеств производится по Минковскому.
3. 	 Управление в виде полиномиального сплайна первого порядка 2v ∈U .

В данном случае решение интеграла (5) будет иметь следующий вид:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 11

,

1

1 1
0

Ö , Ö ,
k jk

k k j

tt M

k k
jt t

u k t s v s ds t s v s ds
++ −

+ +
=

= = =∑∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 , 1 1 2 , 2 , 1
0

1 1Ö ,  
M

k k j k j k j
j

t t C C u C uδ δ δ
δ δ

−

+ + +
=

  = − + =    
∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 1 , 1 1 2 , 1 , 1 2
1 1Ö , Ö ,k k k k M k ku t t C C u t t Cδ δ δ
δ δ+ +

    = − + +       

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
, 1 , 1 , 1 1 2

1

1Ö , Ö , 
M

k i k k i k k i
i

C
u t t t t C C

δ
δ δ

δ δ

−

+ + +
=

  + + − =    
∑

( )( ) ( ) ( ) ( ),0 1 2 , 2
1 1Ö 1 , 0k k Mu M C C u Cδ δ δ δ
δ δ

  = − − + +    

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

2
, 1 2

1

1Ö ,0 Ö 1 ,0  .
M

k i
i

C
u M i M i C C

δ
δ δ δ δ

δ δ

−

=

  + − + − − −    
∑

Тогда искомое множество ,2d  выражается следующим образом:

( )( ) ( ) ( ) ( ),2 1 2 2
1 1Ö 1 , 0d c cM C C Cδ δ δ δ
δ δ

  = − − + +    
  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

2
1 2

1

1Ö ,0 Ö 1 ,0  .# 9
M

c
i

C
M i M i C C

δ
δ δ δ δ

δ δ

−

=

  + − + − − −    
∑ 

∆ ∆

∆∆
∆

∆∆

∆Ф

Ф

Ф

Ф

Ф

Ф

Ф Ф

Ф

Ф Ф

Ф

Ф

Ф
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Теорема о сходимости множеств достижимости

Рассмотрим вопросы зависимости скорости сходимости множества достижимости 
дискретной системы (2) к множеству непрерывной системы (1) в зависимости от вы-
бранного типа дискретизации.

Теорема 1. Пусть переход от (1) к (2) для некоторого Ä 0>  выполнен в предполо-
жении, что iv ∈U  для некоторого 0, 2i = , т.е. ( ) ( )0 0, , , .d c iY x N Y x T= U  Тогда
1. 	 для 0v ∈U  справедлива оценка 
2. 	 для 1v ∈U  справедлива оценка 
3. 	 для 2v ∈U  справедлива оценка 

Доказательство. Выберем следующее ˆ ⊂U U

[ ] [ ]( ){ }1 : 0; , 0;ˆ   .cv T v C T= → ∈U 

Поскольку класс всех многочленов, с одной стороны, плотен в  [ ]( )2 0;T  (Колмо-
горов, Фомин, 2021; гл. VII, § 1, разд. 4) с другой стороны, является подмножеством 

[ ]( )1 0; ,C T то верно равенство

( )  .# 10ˆcl clU=U

Рассмотрим оператор [ ]( )2: 0;  nF T →   следующего вида:

Оператор F  является линейным и ограниченным (Колмогоров, Фомин, 2021;  
гл. IV, § 1, разд. 2, пример 3), при этом в силу (5) при 1N =  верно, что

Поскольку для линейного оператора ограниченность эквивалентна непрерывности 
(Колмогоров, Фомин, 2021; гл. IV, § 1, разд. 1, теорема 1), то для любого [ ]( )2

ˆ 0;T⊂U  ,  
удовлетворяющего условию (10), верно равенство

( ) ( ) ( ) ( )cl cl c ˆ .ˆl cl F F F F= = =U U U U

Отсюда следует, что

( ) ( )0 0cl , , cl , , .ˆ
c cY x T Y x T=U U

По построению множество достижимости ( ) ( )0 0, , , d c iY x N Y x T= U  является подм-
ножеством ( )0cl , , ˆ , cY x T U а следовательно, верно (4):

∆
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( ) ( )( )
( ) ( )

( )
0

0
ˆ

0 0 ,, , 
cl , , , , sup inf   . 1ˆ   # 1

d
c

h c d x Y x Nx Y x T
Y x T Y x N x xρ

∈∈
= −





U
U

Зафиксируем ( )0 , ˆ,cx Y x T∈ U  и  рассмотрим произвольный ( ) ( )0 0, , , .c i dx Y x T Y x N∈ = U
( ) ( )0 0, , , .c i dx Y x T Y x N∈ = U  Тогда найдутся , ˆ

iv v∈ ∈U U  такие, что

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0

0

 Ö Ö 0 Ö Ö ,
T

x T T x T s v s ds− −= + ∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0

0

 Ö Ö 0 Ö Ö ,
T

x T T x T s v s ds− −= + ∫ 

где v  фиксировано, а  v  выбирается произвольно. Рассмотрим следующую величину:

( ) ( ) ( ) ( )( )
11

1

0

 Ö Ö
k

k

tN

k t

T s v s v s ds
+−

−

=

≤ − ≤∑ ∫ 

( ) ( ) ( ) ( )
11

1

0

Ö Ö   
k

k

tN

k t

T s v s v s ds
+−

−

=

≤ − ≤∑ ∫ 

( )
[ ]

( ) ( ) ( )
11

1

0; 0

Ö max Ö   
k

k

tN

t T k t

T t v s v s ds
+−

−

∈
=

≤ − ≤∑ ∫ 

( ) ( )
11

1 2
0

  ,
k

k

tN

k t

C C v s v s ds
+−

=

≤ −∑ ∫ 

где

Оценим величину ( ) ( ) v s v s−  , находящуюся под интегралом, на некотором интерва-
ле [ )1; .k kt t +  Пусть 0.v ∈ U  Разложим функцию ( )v t  по формуле Тейлора (Зорич, 1984; 
гл. 5, § 3, разд. 3, теорема 2) в окрестности точки kt :

( ) ( ) ( ).k kv t v t O t t= + −

Выберем ( ) ( )kv t v t=  и получим

Ф

Ф

Ф

Ф

Ф Ф

Ф

Ф

Ф

Ф

Ф

Ф

Ф

Ф
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Таким образом,

Окончательно, 
Пусть теперь 1.v ∈ U  Разложим функцию ( )v t  по формуле Тейлора (Зорич, 1984; 

гл. 5, § 3, разд. 3, теорема 2) в окрестности точки kt :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 .k k k kv t v t t t v t O t t′= + − + −

Выберем

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1

.k k
k k

k k

v t v t
v t v t t t

t t
+

+

−
= + −

−


Получим с учётом (Формалев, Ревизников, 2004; гл. 3, § 3.4, формула 3.36)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1

k k
k k

k k

v t v t
v t v t t t v t

t t
+

+

− 
− = − − = − 

′

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 Ä .k k k k kt t O t t O t t O+ += − − ≤ − =

Таким образом,

Окончательно, 
Пусть 2. v ∈ U Разобьём интеграл на сумму интегралов:

( ) ( ) ( ) ( )
, 11

,

1

0

    .
k jk

k k j

tt M

jt t

v s v s ds v s v s ds
++ −

=

− = −∑∫ ∫ 

На каждом ), . 1;k j k jt t +  аналогично п. 2 положим

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 ,
, ,

, 1 ,

k j k j
k j k j

k j k j

v t v t
v t v t t t

t t
+

+

−
= + −

−


и получим оценку

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 ,
, ,

, 1 ,

k j k j
k j k j

k j k j

v t v t
v t v t t t v t

t t
+

+

 −
 − = − − =
 − 

′




∆
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( ) ( ) ( ) ( )2 2
, , 1 , , 1 , ä .k j k j k j k j k jt t O t t O t t O+ += − − ≤ − =

Таким образом,

Окончательно, 
Таким образом, для каждого ( )0 ,  ˆ,cx Y x T∈ U  найдётся ( )0 , , c ix Y x T∈ U  такой, что

Тогда

( ) ( )( )0 0 , , , , 0.ˆ N

h c dclY x T Y x Nρ
→∞

→U

Теорема 1 доказана.

Пример

Рассмотрим непрерывную систему вида (1). Для неё зададим следующие параметры:

0

10 10 0
, , 8,

10 30 0
A x T

− −   
= = =   

   

1 1 1 1
conv , , , .

1 1 1 1c

 − −         =         − −         


Используя идеи дискретизации и сходимости последовательности множеств до-
стижимости системы (2) к множествам достижимости (1), описанные в теореме 1, 
можно аппроксимировать искомое множество с произвольным порядком точности 
дискретным аналогом.

Проведём дискретизацию исходной системы, перейдя к соотношениям вида (2). 
Построение матрицы фундаментальной системы решений происходит с помощью 
вычисления спектра и вещественного жорданова базиса матрицы A :

1,2 1 2

10 1
20, , .

10 0
h hλ

   
= − = =   

   

δ
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В данном случае собственные значения кратные, следовательно, матрица ФСР 
будет иметь вид

( ) ( )20 20

20 20

10 10 1
Ö .

10 10

t t

t t

e e t
t

e e t

− −

− −

 +
=  

 

Матрица dA  вычисляется по формуле (6):

Для каждого из множеств U0, U1 и U2 найдём множество допустимых значений управ-
ления дискретной системы при N = 8, ∆ = 1, M = 5 с помощью формул (7), (8), (9). На рис. 1 
изображены ,0 ,1 ,2, , .d d d    Синий цвет — ,0 ,d  красный — ,1,d  зелёный — ,2d .

Рис. 1. Множества допустимых значений управления  
,0 ,1 ,2, , d d d    дискретной системы (2) при N = 8, ∆ = 1, M = 5

Fig. 1. The sets of possible controls actions ,0 ,1 ,2, , d d d     
of the discrete-time system (2) for N = 8, ∆ = 1, M = 5

Для построения множеств достижимости воспользуемся представлением, описан-
ным в статье (Ибрагимов, 2019; разд. 2, лемма 1):

( ) ( ) ( )
1

0 0 , 0
0

, , , . # 11
N

k N
c i d d i

k

Y x T Y x N A A x
−

=

= = +∑U 

Множества (11) для 0, 2 i = изображены на рис. 2—4.

Ф
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Рис. 2. Множество достижимости ( )0 0, , cY x T U  при ∆ = 1
Fig. 2. The reachable set ( )0 0, , cY x T U  at ∆ = 1

Рис. 3. Множество достижимости ( )0 1, , cY x T U  при ∆ = 1
Fig. 3. The reachable set ( )0 1, , cY x T U  for ∆ = 1

Рис. 4. Множество достижимости ( )0 2, , cY x T U  при ∆ = 1
Fig. 4. The reachable set ( )0 2, , cY x T U  for ∆ = 1
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Для построения оценки множества достижимости, исходя из теоремы 1, достаточно 
устремить N → ∞ , зафиксировав при этом T. Проверим это утверждение, рассмо-
трев последовательность множеств достижимости для разных N. Для каждого случая 
множества , ,d i  0, 2i =  пересчитываются в соответствии с формулами, описанными 
в разделе 3. Результаты расчётов представлены на рис. 5—7.

Рис. 5. Последовательность множеств достижимости ( )0 0, ,cY x T U  при { }200, 300, 400 .N ∈
Fig. 5. The sequence of reachable sets ( )0 0, ,cY x T U  for { }200, 300, 400 .N ∈

Рис. 6. Последовательность множеств дости-
жимости ( )0 1, ,cY x T U  при { }70,1 40, 210 .N ∈

Fig. 6. The sequence of reachable sets 
( )0 1, ,cY x T U  for { }70,1 40, 210 .N ∈

Рис. 7. Последовательность множеств достижи-
мости ( )0 2, ,cY x T U  при { }20, 40, 60 ,N ∈  M = 5

Fig. 7. The sequence of reachable sets 
( )0 2, ,cY x T U  for { }20, 40, 60 , 5.N M∈ =
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Заключение

В статье разработан метод построения множеств достижимости непрерывной ли-
нейной системы с геометрическими ограничениями на управление на основе методов 
дискретизации. Для трёх различных подходов дискретизации в явном виде описаны 
параметры вспомогательных дискретных систем. Доказана сходимость и получена 
оценка скорости сходимости при использовании кусочно-постоянного управления, 
кусочно-линейного управления и управления в виде сплайна первого порядка.

В ходе проведённых опытов удалось подтвердить данные, полученные теоретиче-
ски. Последовательности множеств достижимости при различных типах дискрети-
зации управления действительно сходятся к одному и тому же множеству. Скорость 
сходимости напрямую зависит от типа выбранного управления при дискретизации. 
Последовательность множеств достижимости при управлении сплайном сходится 
быстрее всего по N, кусочно-линейное — второе по скорости, кусочно-постоянное — 
последнее, что подтверждает результаты теоремы 1.

Полученные теоретические результаты могут быть использованы при решении 
задач анализа и для проектирования линейных систем. В зависимости от выбранного 
типа непрерывного управления, соответствующая дискретная модель может обладать 
большей точностью в смысле областей достижимости, что, однако, усложнит ее описа-
ние. Возможность проведения численного моделирования в соответствии с методикой, 
предложенной в статье, позволяет соотнести эти два критерия качества дискретизации.
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