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Резюме

Контекст и актуальность. Сегнетоэлектрические материалы активно применяются 
в современных устройствах. Функциональность сегнетоэлектриков обусловлена 
наличием спонтанной поляризации и способностью к её переключению под 
действием внешнего воздействия. Для математического описания фазовых 
переходов и динамики спонтанной поляризации в сегнетоэлектриках широко 
применяется термодинамическая теория Ландау. Однако классическая модель 
Ландау — Халатникова, основанная на дифференциальном уравнении первого 
порядка, не учитывает инерционные эффекты, что ограничивает её применение. 
Это обуславливает необходимость использования обобщённой модели Ландау —  
Халатникова — Тани, включающей инерционное слагаемое, флуктуации 
параметра порядка, и описывающей динамику поляризации через нелинейное 
уравнение гиперболического типа, аналитическое решение которых, во многих 
случаях вызывает затруднения, поэтому поставленную задачу приходится решать 
численно, например, с помощью метода конечных разностей. Цель. Проведение 
численной реализации математической модели переключения поляризации 
в  сегнетоэлектриках, основанной на  обобщенном уравнении Ландау — 
Халатникова — Тани. Гипотеза. Предполагается, что учёт инерционных эффектов 
позволяет точнее описывать переключение поляризации в сегнетоэлектриках 
и воспроизвести эффекты, которые не отображает классическая модель Ландау —  
Халатникова. Методы и материалы. Для решения начально-краевой задачи 
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для нелинейного уравнения в частных производных гиперболического типа 
разработана неявная конечно-разностная схема. Проведена программная 
реализация в ППП Matlab. Результаты. Получены временные зависимости 
поляризации и ее скорости переключения, гистерезисные петли, демонстрирующие 
влияние частоты, амплитуды поля и  толщины пленки. Модель корректно 
воспроизводит инерционные эффекты и устойчивое гистерезисное поведение. 
Заключение. Показано, что обобщённая модель Ландау — Халатникова — 
Тани воспроизводит характерные особенности гистерезиса, а также наличие 
инерционных эффектов при переключении поляризации. Полученные результаты 
согласуются с физическими представлениями о переключении поляризации 
в  сегнетоэлектриках и  подтверждают возможность использования модели  
Ландау — Халатникова — Тани для описания нестационарных процессов.

Ключевые слова: уравнение Ландау — Халатникова — Тани, неявная 
конечно-разностная схема, сегнетоэлектрик, поляризационный гистерезис, 
вычислительный эксперимент
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Abstract

Context and relevance. Ferroelectric materials are widely used in modern electronic 
devices. Their functionality arises from the presence of spontaneous polarization and 
the ability to switch it under external stimuli. The Landau thermodynamic theory is 
commonly employed to describe phase transitions and the dynamics of spontaneous 
polarization in ferroelectrics. However, the classical Landau — Khalatnikov model, 
based on a first-order differential equation, does not account for inertial effects, which 
limits its applicability in high-frequency or fast-switching regimes. This necessitates 
the use of the generalised Landau — Khalatnikov — Tani model, which includes 
an inertial term and fluctuations of the order parameter, describing polarization 
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dynamics through a nonlinear hyperbolic partial differential equation. Analytical 
solutions to such equations are often unattainable, making numerical methods — 
such as the finite-difference method — essential for solving the problem. Objective. 
To perform a numerical implementation of a mathematical model for polarization 
switching in ferroelectrics based on the generalised Landau — Khalatnikov — Tani 
equation. Hypothesis. It is hypothesised that incorporating inertial effects enables 
a more accurate description of polarization switching in ferroelectrics and allows the 
reproduction of phenomena not captured by the classical Landau — Khalatnikov model. 
Methods and materials. An implicit finite-difference scheme was developed to solve 
the initial-boundary value problem for the nonlinear hyperbolic partial differential 
equation. The numerical algorithm was implemented using MATLAB. Results. Time-
dependent polarization profiles, switching kinetics, and hysteresis loops were obtained, 
demonstrating the influence of electric field frequency, amplitude, and film thickness. 
The model successfully reproduces inertial effects and stable hysteretic behaviour. 
Conclusions. The generalised Landau — Khalatnikov — Tani model accurately 
captures key features of ferroelectric hysteresis and inertial switching dynamics. The 
results align with physical understanding of polarization reversal and confirm the 
model’s suitability for describing non-stationary processes in ferroelectric materials.

Keywords: Landau — Khalatnikov — Tani equation, implicit finite-difference 
scheme, ferroelectric, polarization hysteresis, computational experiment

For citation: Moroz, L.I., Doroshkov, O.S. (2025). Mathematical model of polarization switch-
ing based on the generalized Landau — Khalatnikov — Tani equation: numerical implementa-
tion. Modeling and Data Analysis, 15 (3), 131—147. https://doi.org/10.17759/mda.2025150308

Введение

Математическое моделирование играет важную роль в исследованиях физики твер-
дого тела, в частности, при изучении сложных динамических процессов в сегнетоэ-
лектрических материалах. Например, можно описывать и предсказывать поведение 
доменных структур, переключение поляризации и отклики материалов на внешние элек-
трические, магнитные или механические воздействия (Рабе, 2015; Мороз, Масловская, 
2018; Ducharne, Newell, Sebald, 2020; Li, Zhang, Wen, Dong, 2024). Модели, основанные 
на термодинамической теории переходов или методах молекулярной динамики, позволя-
ют глубже понять микроскопические механизмы, лежащие в основе макроскопических 
свойств сегнетоэлектриков, а также способствуют разработке новых функциональных 
материалов. В общем случае под сегнетоэлектриками понимают вещества, обладающие 
спонтанной электрической поляризацией, которая может быть изменена под действи-
ем внешнего электрического поля (Scott, 2000; Wang et al., 2003; Mazur, Stefanovich, 
Yurchenko, 2016; Zhang et al., 2025). Отличительными свойствами сегнетоэлектрических 
материалов являются диэлектрический гистерезис, высокая нелинейность отклика 
и устойчивость к разрушению при многократном переключении. Эти особенности 
делают сегнетоэлектрики незаменимыми в различных устройствах микроэлектроники, 
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таких как оперативная память (FeRAM), датчики, конденсаторы, энергосберегающие 
устройства (Landau, Ginzburg, 1965; Ducharne, Newell, Sebald, 2020; Akshayveer et al., 
2025). К наиболее известным сегнетоэлектрикам относятся триглицинсульфат), титанат 
бария (BaTiO3), сегнетова соль (титанат свинца (PbTiO3), цирконат-титанат свинца (PZT) 
и полимерные материалы, например, поливинилиденфторид-трифторэтилен (P(VDF-
TrFE)) (Рабе, 2015; Akshayveer et al., 2025).

Для моделирования поведения сегнетоэлектриков применяются различные под-
ходы: стохастические, феноменологические и детерминированные (Рабе, 2015; Bain, 
Chand, 2017). Стохастические методы учитывают случайные флуктуации и дефекты 
материала, что особенно важно при описании неоднородных образцов или систем 
с высоким уровнем шума (Alessandri et al., 2019). Феноменологические подходы, 
напротив, опираются на эмпирические зависимости, полученные из эксперименталь-
ных данных, и позволяют строить упрощённые модели, удобные для практического 
применения (Cao, 2004; Ducharne, Newell, Sebald, 2020). В свою очередь детерминиро-
ванные модели, основаны на строгих физических законах и уравнениях, описывающих 
поведение системы без учёта случайных факторов. Они предполагают, что состояние 
системы однозначно определяется начальными условиями и внешними воздействиями. 
Детерминированный подход особенно эффективен при исследовании систем, где слу-
чайные шумы и дефекты играют второстепенную роль, и требуется высокая точность 
прогнозирования поведения материала (Uchino, 1997; Song et al., 2003). Кроме того, 
существуют модели, в которых данные подходы объединяются для более полного 
описания сложных процессов в сегнетоэлектриках.

Особое место среди перечисленных подходов занимает теория фазовых переходов, 
разработанная Львом Ландау в 1930‑х годах. Эта теория стала одной из ключевых 
концепций в физике твёрдого тела и нашла широкое применение при исследовании сег-
нетоэлектриков (Cao, 2004; Рабе, 2015; Roy, Swayambhoo, 2020). Основной идеей стало 
описание состояния вещества через параметр порядка — величину, которая отлична 
от нуля только в упорядоченной фазе. Для сегнетоэлектриков таким параметром служит 
спонтанная поляризация. В рамках модели энергия системы представляется в виде 
разложения по степеням поляризации, что позволяет определять условия термодина-
мической устойчивости различных фаз и предсказывать тип фазового перехода (Cao, 
2004; Рабе, 2015). Развитие теории Ландау привело к созданию феноменологической 
модели Ландау — Гинзбурга — Девоншира — Халатникова, расширяющей её воз-
можности за счёт учёта пространственной неоднородности поляризации и временной 
динамики (Chen, 2002; Tang et al., 2022; He et al., 2023). Она позволяет моделировать 
такие явления, как образование доменов, переключение поляризации под действием 
внешнего электрического поля и гистерезисный отклик (Tang et al., 2022; He et al., 2023; 
Maslovskaya et al., 2021; Roy, Paul, Dattagupta, 2010; Richman, Rulis, Caruso, 2017). Эта 
модель активно используется для анализа тонкоплёночных структур и многослойных 
устройств, где необходимо учитывать влияние напряжений, граничных условий и вза-
имодействие между слоями.
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Тем не менее, модель Ландау — Гинзбурга — Девоншира — Халатникова имеет 
некоторые ограничения. Она базируется на феноменологическом подходе и не учиты-
вает микроскопические механизмы поведения материала. Кроме того, классическая 
модель не всегда адекватно описывает сильно нелинейные и динамические процессы, 
происходящие в современных наноразмерных и композитных системах. Поэтому 
в последние десятилетия предпринимались шаги по её модификации и обобщению. 
Одним из важных направлений развития является модель Ландау — Халатникова —  
Тани, позволяющая учитывать инерционные эффекты и диссипацию в динамике па-
раметра порядка. Эта модель описывает временную эволюцию спонтанной поляриза-
ции с помощью дифференциального уравнения второго порядка по времени, которое 
включает члены, отвечающие за инерцию, вязкость и нелинейность отклика на внеш-
нее воздействие. Такой подход особенно важен при моделировании высокочастотных 
процессов, быстрого переключения поляризации и нестационарных режимов работы 
сегнетоэлектрических устройств (Maslovskaya et al., 2021; Roy, Paul, Dattagupta, 2010; 
Richman, Rulis, Caruso, 2017).

Целью данной работы является численная реализация математической модели пе-
реключения поляризации в сегнетоэлектриках, основанная на обобщенном уравнении 
Ландау — Халатникова — Тани.

Математическая постановка задачи

Основной принцип термодинамической теории заключается в том, что состоя-
ние полярных диэлектриков определяется набором термодинамических параметров: 
температурой, поляризацией, электрическим полем, напряжением и деформацией. 
Феноменологическое описание основывается на задании свободной энергии — тер-
модинамической функции, зависящей от параметра порядка (плотности свободной 
энергии) — F, Дж·м–³ (Рабе, 2015).

Для одноосных сегнетоэлектриков свободную энергию можно представить в виде 
разложения по степеням единственной компоненты поляризации, при этом, для упро-
щения модели, полем деформаций можно пренебречь.

2 4 6 31 1 1 ,Äæ ì
2 4 6

F AP BP BP EP −= + + − ⋅, Дж • м-3,                                (1)

где P — спонтанная поляризация, Кл·м‑2; A=A0(T–Tcw), м·Ф‑1; B, м5·(Кл‑2×Ф‑1);  
C, м9·(Кл‑4×Ф‑1) — термодинамические постоянные.

Характер сегнетоэлектрического фазового перехода и тип поведения поляризации 
при T<TCW зависят от знака константы B (1). При B<0 поляризация изменяется скач-
кообразно с температурой, что соответствует фазовому переходу I рода, тогда как при 
B>0 поляризация изменяется непрерывно, указывая на фазовый переход II рода. Для 
фазового перехода II рода вклад пятой степени в выражении плотности свободной 
энергии (1) можно не учитывать. Термодинамические параметры A0 и C положительны 
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для известных сегнетоэлектриков. Далее будем рассматривать сегнетоэлектрики с фа-
зовыми переходами I рода.

Простейшая математическая модель гистерезисной зависимости поляризации от внеш-
него поля основана на представлении равновесной конфигурации как минимума свобод-

ной энергии 0F
P

∂
=

∂
, т.е. 3 5

0 ( ) 0cwA T T P BP CP E− + + − = или 3 5 0.AP BP CP E+ + − =

Поле E можно представить как периодическую функцию E(t) = E0sin(ωt). Здесь 
E0 — амплитуда поля, В·м‑1; ω = 2πf — угловая частота, рад·с‑1; f — частота колебаний 
электрического поля, Гц.

Нестационарное уравнение Ландау — Халатникова описывает динамику изме-
нения полярного состояния сегнетоэлектрика в рамках теории Ландау (Рабе, 2015; 
Maslovskaya et al., 2021; Roy, Paul, Dattagupta, 2010):

,dP F
dt P

δ ∂
= −

∂

где δ — кинетический коэффициент, В⋅м⋅с·Кл‑1.
Подставляя выражение для плотности свободной энергии в уравнение (1), можно 

вывести следующее дифференциальное уравнение:

3 5 .dP AP BP CP E
dt

δ = − − − +                                            (2)

Подход Ландау опирается на теорию самосогласованного поля, поэтому уравнение 
не учитывает флуктуации параметра порядка — поляризации. В соответствии с концеп-
цией Гинзбурга, для учета флуктуаций в сегнетоэлектриках уравнение можно дополнить, 
включив градиентный член или корреляционную энергию ψ(∇P)², где ψ — положительная 
термодинамическая константа, м³·Ф‑1 (Рабе, 2015). Если предположить, что поляризация 
зависит только от одной пространственной координаты, то для одной из компонент по-
ляризации уравнение Ландау — Халатникова принимает следующий вид:

2
3 5

2 , 0 , 0 ,P P AP BP CP E x L t
t x

δ y ν θ∂ ∂
= − − − + < < < ≤

∂ ∂
                  (3)

где L — толщина образца, м; ν — масштабирующий коэффициент.
Масштабирующий коэффициент ν вводят, чтобы обеспечить согласованность раз-

мерностей и избежать численных проблем при решении уравнения, т.е. приводят 
внешнее поле E к тому же масштабу, что и поляризация P (Song et al., 2003).

Для завершения математической постановки задачи необходимо указать начальное

00
, 0 ,

t
P P x L

=
= ≤ ≤
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и граничные условия

0

, , 0 ,
x x L

P P P P t
x x

θ
λ λ= =

∂ ∂
= = − ≤ ≤

∂ ∂

где λ – длина экстраполяции, характеризующая скорость уменьшения поляризации 
на границе образца, м (Мороз, Масловская, 2018; Maslovskaya et al., 2021; Roy, Paul, 
Dattagupta 2010).

Классическое уравнение (3) является уравнением первого порядка по времени, что 
не учитывает инерционные эффекты. Поэтому при моделировании системы под дей-
ствием переменного электрического поля с высокой частотой точность предсказаний 
этого уравнения может значительно снижаться с ростом частоты (Wang et al., 2003; 
Richman, Rulis, Caruso, 2017). Обобщённая модель Ландау — Халатникова — Тани, 
является развитием классической феноменологической теории Ландау, дополненной 
инерционными эффектами, предложенными Тани, и адаптированной для описания 
динамики сегнетоэлектриков под воздействием синусоидального электрического поля. 
Эта модель основана на уравнении второго порядка по времени, что позволяет учиты-
вать резонансные явления и высокочастотные режимы.

Учитывая инерцию зарядов и пространственные флуктуации системы, получаем:

2 2
3 5

2 2 , 0 , 0 ,dP d P d P AP BP CP E x L t
dt dt dx

δ ρ y ν θ= − + − − − + < < < ≤            (4)

где ρ представляет собой инерцию поляризации, м·В·с2·Кл‑1 (Wang et al., 2003; Tang et 
al., 2022; Richman, Rulis, Caruso, 2017). Более подробный вывод уравнения (4) пред-
ставлен в работах (Wang et al., 2003; Richman, Rulis, Caruso, 2017).

В этом случае задача дополняется начальными и граничными условиями:

0 00
0 0

, , , .
t

t x x L

P P P P PP P P
t x xλ λ=

= = =

∂ ∂ ∂ −
= = = =

∂ ∂ ∂
                           (5)

Отметим, что уравнение вида (4) без градиентного слагаемого в (Tang et al., 2022) 
использовалось для описания динамики доменных стенок и спин-поляризационных 
взаимодействий.

Базовая термодинамическая модель, описывающая поляризационное состояние 
сегнетоэлектриков, формулируется как начально-граничная задача для полулинейного 
гиперболического уравнения с нелинейными слагаемыми третьей и пятой степеней.

Поднимая вопрос о существовании и единственности решения представленных 
задач, можно рассмотреть работу (Maslovskaya et al., 2021), в которой приведено до-
казательство существования и единственности слабого решения для начально-краевой 
задачи для обобщённого уравнения Ландау — Халатникова. В (Aliev, Isayeva, 2018) 
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рассмотрена смешанная краевая задача для нелинейных гиперболических уравнений 
с нелинейной диссипацией. Доказаны существование, единственность и экспоненци-
альное затухание глобальных решений этой задачи с фокусирующими нелинейными 
источниками. Кроме того, работа (Barbu, Lasiecka, Rammaha, 2005) посвящена доказа-
тельству существования и единственности слабых решений для нелинейного волнового 
уравнения с вырождающимся демпфированием и нелинейным источником.

В литературе уравнение (4) известно как телеграфное уравнение или волновое урав-
нение с затуханием в зависимости от области применения. Получение аналитического 
решения подобных уравнений во многих случаях вызывает существенные сложности. 
Поэтому оправданным является применение численных методов. Среди численных 
методов, используемых для решения рассматриваемого класса уравнений, можно вы-
делить: метод конечных разностей (Li, Hu, Zhang, 2023), метод конечных элементов 
(Sap, 2025), спектральные методы (Abdelwahed, Chorfi, 2022). Однако наибольшее 
распространение получил метод сеток, реализуемый в рамках конечно-разностных 
схем. Особенно актуальными при решении нелинейных гиперболических уравнений 
такого рода являются неявные конечно-разностные схемы, обладающие лучшими 
свойствами устойчивости по сравнению с явными схемами. В литературе известны 
случаи применения неявных схем для уравнений данного типа. Например, в работе  
(Gao, Xie, 2012) представлены двух- и трёхслойные компактные неявные схемы для 
численного решения одномерных и двумерных линейных телеграфных уравнений. 
Приведены оценки устойчивости и погрешности. Скорости сходимости представ-
ленных схем имеют второй порядок по времени и четвертый по координате. В (Chew, 
Sulaiman, 2018) получено численное решение с помощью неявной конечно-разностной 
схемы с использованием итерационной процедуры для одномерных уравнений ги-
перболического типа. В рамках данной работы остановимся на классической неявной 
конечно-разностной схеме для волнового уравнения.

Вычислительная схема

На пространственно-временной сетке { }( ), 0, , ( ), 0, ,t j
x ix i x i M t j t j N∆

∆Ω = = ∆ = = ∆ =
покрывающей расчетную область, где ∆x — шаг по координате, ∆t — шаг по времени, 
построим вычислительную схему.

Для удобства вычислений предварительно преобразуем уравнение (4) к виду:

2 2
2 4

2 2

1 ( ) ,P P P P A BP CP E
t t x

ρ y ν
δ δ δ δ

∂ ∂ ∂
+ = − + + +

∂ ∂ ∂                            (6)

где D y
δ

= .
При построении вычислительной схемы необходимо заменить производные функ-

ции на их конечно-разностные аналоги (Формалев, Ревизников, 2006).
Производные по времени и координате аппроксимируем соответствующими фор-

мулами центральных разностей
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∂ ∆ .                                      (8)

Более того, из-за наличия в уравнении (4) слагаемых третьей и пятой степеней 
проведем линеаризацию нелинейной части уравнения с последующим введением ите-
рационной процедуры: для каждого временного слоя j заменяем ( )( ) ( )( ) ( )3 21s s s

i i iP P P−≈ , 
( )( ) ( )( ) ( )5 41s s s

i i iP P P−≈ , где s=1,2,… — номер итерации, начиная с некоторого ( )s j
i iP P= .

Подставляя формулы (7) и (8) в уравнение (4), получим
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δ δ
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δ δ δ
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− +
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Дополним (9) начальными условиями Pi
0= P0, 

1 0

0 ,i iP P P
t

−
=

∆
 0,i M=  и несимметрич-

ными конечно-разностными аппроксимациями для производных из граничных условий

( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 0 1 23 4 3 4, , 1, 1.
2 2

j j j j j j j j
M M M MP P P P P P P P j N

x xλ λ

+ + + + + + + +
− −− + − − +

= = − = −
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       (10)

Комбинирование метода конечных разностей с итерационной процедурой позволяет 
решать прикладные задачи без утраты точности всей вычислительной схемы. В резуль-
тате построенная схема приводит к системе линейных алгебраических уравнений. При 
этом первое и последнее уравнения для каждого временного слоя необходимо скор-
ректировать с учётом граничных условий. Общая система алгебраических уравнений 
решается методом Гаусса, что гарантирует решение с погрешностью, определяемой 
точностью вычислений. Неявная схема для линейного волнового уравнения обладает 
абсолютной устойчивостью и обеспечивает первый порядок точности по времени 
и второй по координате.

Результаты вычислительных экспериментов

В одноосных сегнетоэлектриках, к которым относятся такие материалы, как ниобат 
лития, ниобат бария стронция и другие, существует лишь два возможных направле-
ния вектора спонтанной поляризации, которые расположены вдоль единственной  
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полярной оси. В результате их доменная структура состоит из доменов с противопо-
ложно направленными векторами поляризации, разделённых 180◦ доменными стенками. 
Напротив, в многоосных сегнетоэлектриках, например, в титанате бария или титанате 
свинца, доменная структура значительно сложнее. Это связано с тем, что вектор спон-
танной поляризации может быть ориентирован вдоль одной из нескольких доступных 
кристаллографических полярных осей.

Чтобы поляризацию можно было считать однокомпонентной для титаната свинца, 
необходимо, чтобы вся пленка оказалась в одном доменном состоянии, то есть все 
диполи в материале были ориентированы в одну сторону.

Будем считать, что в выращенной пленке PbTiO₃ кристаллическая ось c направлена 
перпендикулярно подложке. Тогда спонтанная поляризация может быть направлена 
либо вверх, либо вниз относительно подложки. Поле приложено перпендикулярно 
плоскости пленки, то есть вдоль оси c (между верхним и нижним электродами). Пе-
реключение доменов происходит в два этапа: начальное зарождение и рост сегнетоэ-
лектрического домена, за которым следует расширение домена посредством бокового 
движения доменных стенок, пока направление поляризации во всей области не изме-
нится на противоположное (Wang et al., 2003).

В качестве объекта исследования рассмотрим тонкие пленки титаната свинца 
PbTiO3. Входные параметры, которые использовались при моделировании (Рабе, 2015; 
Tang et al., 2022; Maslovskaya et al., 2021), представлены в таблице.

Таблица / Table
Параметры материала PbTiO3
Material Parameters of PbTiO3

Параметры / Parameters Значение / Numerical value Единицы измерения / Unit

Толщина пленки / Film Thickness, L 1—30 нм/nm
Амплитуда поля / Field Amplitude, E0 2×105—5×105 В·м‑1 / V·m‑1

Начальное значение поляризации/ 
Initial Polarization Value, P0, 0P 0 Кл·м‑2 / C·m‑2

Кинетический коэффициент / 
Kinetic Coefficient, K 1×10—7 м×с·Ф –1/ m×s·F –1

Инерция поляризации/
Polarization Inertia, ρ 109 м·В·с2·Кл –1/ m·V·s2·C‑1

Градиентный коэффициент / 
Gradient Coefficient, y 0.5×10—9 м3·Ф‑1 / m3·F‑1

Частота поля / Field Frequency, f 50—200 Гц / Hz
Время эксперимента / Time, θ 0.03 c / s

Термодинамические параметры (при 20 °C) / Thermodynamic Parameters (at 20 °C) 

A – 1.74×108 м·Ф‑1 / m·F‑1

B – 0.73×108 м5·Кл‑2×Ф‑1 / m5·С‑2×F‑1

C 2.6×108 м9·Кл‑4×Ф‑1 / m9·С‑4×F‑1
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Проведенный вычислительный эксперимент позволяет исследовать динамику 
гистерезисных свойств сегнетоэлектрика при различных условиях. Также показаны 
временная эволюция системы, скорость переключения поляризации и влияние частоты 
и амплитуды приложенного поля на форму гистерезисной петли.

Далее представлены результаты моделирования, демонстрирующие основные 
закономерности и особенности поведения системы. В ходе исследования проведен 
анализ зависимости площади петли гистерезиса от ключевых параметров системы —  
толщины пленки, амплитуды и частоты внешнего электрического поля. Для этого ис-
пользовалась обобщённая модель Ландау — Халатникова — Тани (4)–(5). Результаты 
моделирования представлены на рисунках 1—3. Следует отметить, что в работах (Wang 
et al., 2003; Richman, Rulis, Caruso, 2017) рассматриваемая модель уже применялась 
для описания поведения материала как функции, зависящей от частоты и амплитуды 
приложенного поля. Изменение частоты и амплитуды приводит к изменению формы 
петли. С увеличением этих параметров петля становится более широкой, что указывает 
на увеличение потерь энергии и более медленное переключение поляризации.

Кроме того, наблюдается зависимость угла наклона петли гистерезиса от амплиту-
ды E0 и частоты f внешнего электрического поля. При уменьшении значений данных 
параметров петля гистерезиса приобретает более вертикальную ориентацию и харак-
теризуется менее плавной формой.

Некоторые исследования (Hong, Fang, 2008) также подчеркивают важность влияния 
толщины пленки на проявление сегнетоэлектрических свойств: при уменьшении тол-
щины до определённого предела характерные особенности сегнетоэлектриков, такие 
как гистерезис, исчезают, и их поведение становится похожим на поведение обычных 
диэлектриков. Зависимость поляризационного гистерезиса от толщины пленки, пред-
ставленная на рисунке 3. Такое изменение электрофизических характеристик может 
существенно влиять на эффективность функционирования электронных устройств, 
основанных на использовании полярных диэлектриков.

Рис. 1. Гистерезисная зависимость P(Е) для пленки PbTiO3 при варьировании  
частоты внешнего поля f = 50 Гц (1), f = 100 Гц (2), f = 200 Гц (3)

Fig. 1. Hysteresis dependence P(Е) for PbTiO3 film for the variation of the external  
field frequency f = 50 Hz (1), f = 100 Hz (2), f = 200 Hz (3)
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Рис. 2. Гистерезисная зависимость P(Е) для пленки PbTiO3  
при варьировании амплитуды внешнего поля E0 = 2·10–5 В·м‑1 — (1);  

E0 = 3·10–5 В·м‑1 — (2); E0 = 5·10–5 В·м‑1 — (3)
Fig. 2. Hysteresis dependence P(Е) for PbTiO3 film for the variation  

of the amplitude of the external field E0 = 2·10–5 V·m‑1 — (1);  
E0 = 3·10–5 V·m‑1 — (2); E0 = 5·10–5 V·m‑1 — (3)

Рис. 3. Гистерезисная зависимость P(Е) при заданной толщины  
пленки PbTiO3 L=2 нм — (1); L=10 нм — (2); L= 30 нм — (3)

Fig. 3. Hysteresis dependence P(E) for a given thickness  
of the PbTiO3 film L=2 nm — (1); L=10 nm — (2); L= 30 nm — (3)
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Также в рамках исследования выполнено сравнение графиков переключения поляриза-

ции P и ее скорости P
t

∂
∂

при x=L/2 (L=30нм), рассчитанных с использованием классической 

модели Ландау — Халатникова и обобщённой модели Ландау — Халатникова —  
Тани. В целом форма кривых остаётся схожей, что указывает на сохранение основно-
го механизма переключения поляризации в обеих моделях. Однако кривая скорости 
переключения поляризации на рисунке 4 демонстрирует плавные и гладкие переходы 

кривой по сравнению с кривой P
t

∂
∂

 на рисунке 5, что приводит к меньшей амплитуде 

колебаний и более низкой скорости переключения. Вместе с тем, классическая модель 
Ландау — Халатникова не позволяет воспроизвести резонансный пик, связанный с ди-
электрическим откликом сегнетоэлектрика при воздействии внешнего поля.

Как отмечают авторы (Wang et al., 2003; Richman, Rulis, Caruso, 2017) указанное 
ограничение становится особенно значимым при моделировании поведения материалов 
в условиях высокочастотного возбуждения f>100 Гц.

Полученные результаты моделирования динамики поляризации и скорости её 
переключения в тонкой пленке титаната бария демонстрируют, что использование 
расширенных физических моделей, таких как модель Ландау — Халатникова — Тани, 
позволяет более точно описывать сложные фазовые переходы и гистерезисные про-
цессы в сегнетоэлектрических материалах по сравнению с классическими подходами. 
В отличие от классической модели Ландау–Халатникова, в которой переходы поляри-
зации имеют более резкий и дискретный характер, расширенная модель учитывает 
дополнительные факторы, такие как пространственно-временная неоднородность, 
релаксационные процессы и взаимодействие доменов, что приводит к более реали-
стичной динамике переключения поляризации.

Рис. 4. Эволюция поляризации P и ее скорости P t∂ ∂  при фиксированном х=L/2,  
полученная с помощью классической модели Ландау–Халатникова

Fig. 4. Evolution of polarization P and its velocity P t∂ ∂  at fixed x=L/2,  
obtained using the classical Landau–Khalatnikov model
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Рис. 5. Эволюция поляризации P и ее скорости P t∂ ∂  при фиксированном х=L/2,  
полученная с помощью модели Ландау — Халатникова — Тани

Fig. 5. Evolution of polarization P and its velocity P t∂ ∂  at fixed x=L/2,  
obtained using the classical Landau — Khalatnikov — Tani model

Эти особенности важны при исследовании наноразмерных и тонкопленочных 
структур, где проявляются масштабно-зависимые эффекты, влияющие на фазовые 
переходы и устойчивость поляризованного состояния. Более плавные и сглаженные 
изменения поляризации, наблюдаемые в модели Ландау — Халатникова — Тани, ука-
зывают на её способность учитывать не только термодинамические, но и кинетические 
эффекты, связанные с динамикой доменных стенок и локальными флуктуациями.

Заключение

В данной работе представлены результаты численного моделирования динамики пе-
реключения поляризации в сегнетоэлектриках на основе обобщённой модели Ландау —  
Халатникова — Тани, учитывающей инерционные эффекты и пространственные флук-
туации. Разработанная модель применена для анализа поведения сегнетоэлектрических 
материалов с фазовым переходом первого рода под воздействием синусоидального 
электрического поля, что позволило детально изучить гистерезисные характеристики 
материала, включая форму петли гистерезиса, скорость переключения поляризации 
и влияние внешних параметров, таких как частота и амплитуда поля.

Полученные результаты продемонстрировали, что увеличение частоты внешне-
го электрического поля приводит к расширению гистерезисной петли, увеличению 
коэрцитивного поля и изменению её формы, что указывает на фазовый сдвиг между 
полем и поляризацией. С ростом амплитуды поля наблюдается увеличение ширины 
петли и более раннее достижение насыщения поляризации, что согласуется с физиче-
скими ожиданиями и экспериментальными данными. Анализ скорости переключения 
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поляризации выявил резкие пики, связанные с инерцией параметра порядка, что под-
черкивает важность учёта второго порядка производных по времени в модели.

Таким образом, обобщённая модель Ландау — Халатникова — Тани позволяет эф-
фективно описывать сложные динамические процессы в сегнетоэлектриках, включая 
нелинейные эффекты и влияние внешнего электрического поля.
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