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Резюме
Работа посвящена анализу сложности алгоритма решения задач быстродействия 
для линейных дискретных систем с  линейными ограничениями. Предложен 
алгоритм, использующий построение множеств 0‑управляемости и вычисление 
функционала Минковского. Для алгоритма получена аналитическая верхняя 
оценка вычислительной сложности. Проведены численные расчеты. 
Результаты показали, что время решения задачи быстродействия существенно 
зависит от  параметров системы: с  ростом размерности вектора состояния 
и сложности описания множества геометрических ограничений на управление 
вычислительные затраты увеличиваются экспоненциально. Выявлено, что при 
относительно малой размерности пространства состояний алгоритм выполняется 
за незначительное время, однако дальнейшее увеличение размерности приводит 
к  росту времени вычислений. Это соответствует теоретической оценке 
сложности и подтверждает справедливость выбранного подхода.

Ключевые слова: оптимальное управление, задача быстродействия, выпуклая 
оболочка, задача линейного программирования, вычислительная сложность

Для цитирования: Камчиев, Н.А., Ибрагимов, Д.Н. (2025). Анализ сложности ал‑
горитма решения задачи быстродействия для линейных дискретных систем с линей‑
ными ограничениями. Моделирование и  анализ данных, 15(4), 104—121. https://doi.
org/10.17759/mda.2025150407



Камчиев Н.А., Ибрагимов Д.Н. (2025) 
Анализ сложности алгоритма решения задачи 
быстродействия для линейных дискретных систем...
Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4), 104—121.

Kamchiev N.A., Ibragimov D.N. (2025)
Analysis of the complexity of the algorithm for solving 

the time-optimization problem for linear discrete-time...
Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4), 104—121.

105

Analysis of the complexity  
of the algorithm for solving the time-optimization 

problem for linear discrete-time systems  
with linear constraints

N.A. Kamchiev, D.N. Ibragimov
Moscow Aviation Institute (National Research University), Moscow, Russian Federation
 rikk.dan@gmail.com

Abstract
This paper is devoted to analysis of the complexity of the algorithm for solving 
time-optimization problems for linear discrete-time systems with linear constraints. 
An algorithm is proposed that uses the construction of null-controllable sets and 
the calculation of the Minkowski functional. An analytical upper bound for the 
computational complexity is obtained for the algorithm. Numerical calculations are 
also performed. The results show that the time required to solve the time-optimization 
problem depends significantly on the system parameters: with increasing dimension 
of the state vector and the description complexity of the set of control constraints, the 
computational costs increase exponentially. It is found that for relatively small state 
space dimension, the algorithm executes in an acceptable time, but further increases 
in dimension lead to an increase in computational time. This corresponds to the 
theoretical complexity estimate and confirms the validity of the chosen approach.
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Введение

Задача быстродействия — классическая проблема теории оптимального управ‑
ления, обладающая естественным функционалом качества — числом шагов, необ‑
ходимым для достижения системой начала координат. В  дискретном времени при 
построении оптимальных по быстродействию процессов возникает ряд сложностей, 
из-за которых традиционные методы оптимального управления и  выпуклого про‑
граммирования оказываются неприменимыми. Одной из таких особенностей являет‑
ся дискретный функционал качества, значение которого в свою очередь определяет 
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число управляющих воздействий. Этот факт вынуждает вычислять время быстродей‑
ствия перебором, решая при каждом фиксированном временном горизонте двухто‑
чечную задачу. С другой стороны, даже если наименьшее число шагов, для которого 
систему можно перевести в нуль, вычислено, почти для всех начальных состояний 
множество оптимальных процессов является бесконечным, что делает проблематич‑
ным применение классических методов решения одноэкстремальных задач (Белл‑
ман, 1960; Пропой, 1973).

Известные результаты, посвященные задаче быстродействия для систем с  дис‑
кретным временем, представлены крайне небольшим набором статей и в основном 
исследуют различные частные постановки. В  (Мороз, 1965) обсуждаются только 
трёхмерные системы со  скалярным управлением, (Desoer, Wing, 1961; Lin, 1986) 
рассматривают уже системы произвольной размерности, но  всё ещё со  скаляр‑
ным управлением. Работы (Bashein, 1971; Vlieger, Verbruggen, Bruijn, 1982) сосре‑
доточены на  численных методах построения оптимального управления на  основе 
линейного программирования. В  статьях (Lasserre, 1993; Stamnes, Callafon, 2007) 
управление предполагается векторным, но исключительно с ограничениями в фор‑
ме зонотопов. В свою очередь (Kolev, 1978; Scott, 1986) предлагают регуляризацию 
задачи быстродействия при помощи введения дополнительного критерия качества. 
Работы (Blanchini, 1991; Blanchini, Ukovich, 1993) допускают уже геометрические 
полиэдральные ограничения на управление. В (Keerthi, Gilbert, 1987) предполагают 
смешанные полиэдральные ограничения, накладываемые одновременно на управле‑
ние и состояние. Из наиболее актуальных работ можно выделить статьи (Abdelhak, 
Rachik, 2010; Amato и  др., 2022; Chen, Bako, Lecoeuche, 2012; Lee, Haddad, 2022; 
Yang, Xia, Geng, 2019), продолжающие ранее приведённые результаты.

Также в настоящее время вновь возник интерес к задаче быстродействия, в том 
числе и  для систем с  непрерывным временем, в  связи с  возросшими мощностями 
ЭВМ, что позволило эффективно проводить дискретизацию исходной системы, сво‑
дя её к эквивалентным конечно-разностным соотношениям. Такой подход нашёл от‑
ражение в  статьях (Leomanni, Costante, Ferrante, 2022; Lini, Consolini, Piazzi, 2009; 
Краснощеченко, 2014; Сазанова, 2002).

Все описанные выше работы объединены общим подходом к решению, основан‑
ным на использовании аппарата множеств достижимости и 0‑управляемости, где под 
множеством достижимости понимается совокупность тех терминальных состояний, 
в которые можно перевести систему из заданного начального за фиксированное вре‑
мя, а под множеством 0‑управляемости — совокупность тех начальных состояний, 
из которых можно перевести систему в начало координат за фиксированное время. 
Данный подход в наиболее общем виде сформулирован в (Ибрагимов, Новожилкин, 
Порцева, 2021) и алгоритмически представлен в (Ибрагимов, Кибзун, 2025).

Целью данной работы является оценка вычислительной сложности данного под‑
хода к  решению задачи быстродействия и  проведение соответствующих вычисли‑
тельных экспериментов.
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Постановка задачи

Рассматривается линейная дискретная система управления с линейными ограни‑
чениями на управление ( ), :A 

( ) ( ) ( )1 ,x k Ax k u k+ = +

( ) ( ) { } ( )00 , , 0 ,# 1x x u k U k N= ∈ ∈ ∪
{ }1conv , , ,Mu u= …

где ( ) nx k ∈  — вектор состояния системы,   — множество допустимых значений 
управлений системы, ( )u k ∈  — управление, n nA ×∈  — матрица системы. Пред‑
полагается, что множество допустимых значений управлений n⊂   является вы‑
пуклым и компактным, 0 является относительно внтуренней точкой  , det 0.A ≠

Для системы ( ),A   решается задача быстродействия, т.е. требуется вычислить 
минимальное число шагов minN , за  которое можно перевести систему из  заданно‑
го начального состояния 0

nx ∈  в  начало координат, а  также построить процесс 
( ) ( ){ } min* *

0 1
, 1 ,

N

k
x k u k x

=
− , удовлетворяющий условию ( )*

min 0,x N =  который будем на‑
зывать оптимальным. Предполагается, что minN < ∞.

Множество состояний, из которых систему ( ),A   можно перевести в 0 за N ша‑
гов посредством выбора допустимого управления называется множеством 0‑управ‑
ляемости за  N  шагов:

( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ }

( )0 : 0 , , 1 : 0 ,  ,
# 2   

0 ,  0.

nx u u N x N N N
X N

N

 ∈ ∃ … − ∈ = ∈= 
=



Тогда minN  можно вычислить с помощью класса множеств 0‑управляемости:

{ } ( ){ } ( )min 0min 0 : .# 3N N x N= ∈ ∈∪ 

Известно аналитическое описание класса множеств 0‑управляемости (2).
Лемма 1 (Ибрагимов, Сиротин, 2017, лемма 1). Пусть класс множеств 
( ){ } 0N
N

∞

=
  определяется соотношениями (2). Тогда для всех N ∈  справедливо 

представление

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

,   1 .# 4
N

i

i

X N A X N A X N A− − −

=

= − = − + −∑  

В (Ибрагимов, Новожилкин, Порцева, 2021) подробно рассмотрен подход к реше‑
нию задачи быстродействия для системы (1) в случае, когда на управление на каждом 

(1)

(2)

(3)

(4)
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шаге наложены только линейные ограничения, т.е. множество допустимых значений 
управлений n⊂   представляет собой полиэдр. В этом случае задача быстродей‑
ствия может быть сведена к ряду задач линейного программирования.

Функционалом Минковского для выпуклого и компактного n⊂   называется

( ) { } ( ), inf 0 : .# 5x t x tµ = > ∈ 

Заметим, что по определению x ∈  тогда и только тогда, когда ( ), 1xµ ≤ .
Для произвольных N ∈  и  0, 1k N= −  определим отображение , : n n

N kS →   
следующим образом:

( ) ( )( ) ( ), arg min , 1 .# 6N k u
S x Ax u N kµ

∈
= + − −




Как продемонстрировано в  (Ибрагимов, Новожилкин, Порцева, 2021), если из‑
вестно представление

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )111  1 , , 1 ,# 7L N kX N k conv x N k x N k− −− − = − − … − −

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )11 1 1 , , 1 ,# 8L N kExt X N k x N k x N k− −− − = − − … − −

( ) ( ) ( )  1 1 ,# 9card Ext X N k L N k− − = − −

то  вычисление отображения ,N kS  для каждого nx ∈  сводится к  решению задачи 
линейного программирования:

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1 11

1

, , , , , ,
1

1

1

1

min ,

1 ,

# 10
,  

0, 1, 1 ,

0, 1, . 

ML N k

L N k

iu
i

L N k
i

i
i

M
j

j
i

i

j

Ax u x N k

u u

i L N k

j M

λ λ µ µ
λ

λ

µ

λ

µ

− −

− −

… …
=

− −

=

=

+ = − −

=

≥ = − −

≥ =

∑

∑

∑

Теорема 1 ((Ибрагимов, Новожилкин, Порцева, 2021). Пусть для системы (1) 
процесс ( ) ( ){ } min* *

0 0
, 1 ,

N

k
x k u k x

=
−  определяется соотношениями

( ) ( ) ( )( )
( )

( )min

* * *
, min

*
0

1 , 0, 1,
# 11

0 .
N kx k Ax k S x k k N

x x

+ = + = −

=

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
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Тогда

( )*
min 0;x N =

оптимальное по быстродействию позиционное управление на  k -м шаге имеет 
вид ( )( ) ( )( )

min

* * *
,, .N ku k x k S x k=

Целью данной статьи является определение вычислительной сложности исполь‑
зования теоремы 1 для решения задачи быстродействия.

Алгоритм решения задачи быстродействия

Учтем, что в силу (3) и (5)

{ } ( )( ){ } ( )min 0min 0 : , 1 .# 12N N x Nµ= ∈ ≤∪ 

Теперь представить теорему 1 в  виде следующего алгоритма решения задачи 
быстродействия.

Алгоритм 1 (решения задачи быстродействия).
Пусть задана матрица системы ,A  множество { }1, Mconv u u= …  и начальное 

состояние 0x .
Положить 1N =  и перейти к шагу 2.
Построить множество 0‑управляемости ( ) ( ) ( )1 1 1 .N A N A− −= − + −  
Вычислить функционал Минковского ( )( )0 , .t x Nµ= 
Если 1t > , то увеличить N  на 1 и перейти к шагу 2. Иначе minN N=  и перейти 

к шагу 5.
Положить ( )*

00,  0k x x= = .
Построить оптимальное управление ( )*u k .
Применить управление: ( ) ( ) ( )* * *1x k Ax k u k+ = + .
Если mink N= , то завершить цикл и алгоритм. Иначе увеличить k  на 1 и перей-

ти к шагу 6.
Подробно рассмотрим математические операции, исполняемые в  алгоритме 1. 

Согласно теореме 1 нахождение оптимального управления на  6‑м шаге алгоритма 
сводится к вычислению функционала Минковского:

( )( ) ( ) ( )( ) ( )* * *, arg min , 1 ,# 13
u

u k x k Ax k u N kµ
∈

= + − −




т.е. может быть представлено в качестве решения ряда задач линейного програм‑
мирования (10). Вычисление функционала Минковского для определения minN  
на  3‑м шаге также сводится к  решению задачи линейного программирования 
(ЗЛП). Действительно ( ),xµ   для { }1conv , , Lx x= …  может быть найдено как 
решение следующей задачи:

(12)

(13)
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( )

1

1

min,

, # 14

, , 0.

L

i
i

i
i

i
i

L

x x

λ

λ

λ λ

=

→

=

… ≥

∑

∑

В свою очередь в силу леммы 1 построение множеств 0‑управляемости, а именно 
нахождение суммы по Минковскому, может быть выполнено с помощью алгоритма 
быстрой оболочки Quickhull (Barber, Dobkin, Huhdanpaa, 1996). На практике Quickhull 
часто показывает лучшие результаты по сравнению с другими алгоритмами.

Таким образом, применение алгоритма 1 предполагает многократное решение 
ЗЛП и сложение многогранников по Минковскому. Остановимся подробнее на оцен‑
ки сложности данных математических операций.

Оценка сложности алгоритма

Обозначим через ( ),LPP k n  сложность решения ЗЛП с  k  неотрицатель‑
ными переменными оптимизации и  n  ограничениями вида равенство, через 

( )1 2 3, , ,CH n M M M  — сложность алгоритма быстрой оболочки при сложении двух 
n-мерных многогранников с  1M  и  2 M  вершинами соответственно, где в результате 
сложения получается многогранник с  3 M  вершинами. В терминах леммы 1 и пред‑
ставления (7) –(9) верно, что 1M M= , ( )2 1M L N= − , ( )3M L N= .

В (Barber, Dobkin, Huhdanpaa, 1996) была сформулирована теорема о сложности 
алгоритма Quickhull.

Теорема 2 (Barber, Dobkin, Huhdanpaa, 1996). Пусть 1 2 3, ,M M M ∈ . Тогда наи-
худшая сложность алгоритма не будет превышать

( )

( )

( )

1 2 3

1
2

1 2 3 3
1 2

log ,  3,

, , , # 15
,  4.

!
2

n

O M M M n

CH n M M M MO M M n
n

 −  

≤


   =    ≥         

 

 

В рамках алгоритма 1 теорема 2 позволит оценить сложность шага 2 следующей 
величиной:

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )1
2

1  log , 3,

, , 1 , # 16
1  , 4.

!
2

n

O L N M L N n

CH n M L N L N L N
O L N M n

n

 −  

 − ≤

    − = 

 − ≥         

 

 
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 

 
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Рассмотрим теперь сложность решения ЗЛП. Вообще говоря, ( ), LPP k n  су‑
щественно зависит от  используемого метода линейного программирования. Так 
симплекс-метод (Схрейвер, 1991) теоретически предполагает ( ) ( ), 2kLPP k n O= , 
однако практически для большинства задач демонстрирует вычислительную слож‑
ность порядка ( )3O k . Методы внутренней точки (Karmarkar, 1984) обладают слож‑
ностью ( ) ( )3,5, ,LPP k n O k L=   где L  — количество бит для представления задачи:

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )1 1

1 1

1 log 1 1 log 1 1 log 1
# 17

1 log 1 1 log 1 .

m d

ij
i j

m d

i j
i j

L n m a

b c

= =

= =

= + + + + + + + + +

+ + + + + +

∑∑

∑ ∑

Здесь ija  — коэффициенты матрицы ограничений, ib  — коэффициенты вектора 
правых частей ограничений, jc  — коэффициенты целевой функции. Метод эллипсо‑
идов (Khachiyan, 1980) допускают сложность ( ) ( )6, LPP k n O k L=  .

В общем виде можно получить следующие утверждения о сложности алгоритма 1.
Лемма 2. Сложность этапов 2—4 алгоритма 1 решения задачи быстродей-

ствия не превышает

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )2
min min min min min, 1 , , 1 , .# 18N LPP L N n O n L N CH n M L N L N+ − + − 

Доказательство. На  шаге 2 алгоритма 1 производится построение множеств 
0‑управляемости по формуле ( ) ( ) ( )1 1 1N A N A− −= − + −   . Данное действие вклю‑
чает в себя перемножение матриц и сумму по Минковскому. Рассмотрим сложность 
каждой операции по отдельности:
	• сложность умножения множества ( )1N −  на  матрицу n nA ×∈  составляет 

( )( )2 1O n L N − , множества   на матрицу n nA ×∈  — ( )2O n M ;
	• сумма по Минковскому состоит из сложения каждой вершины ( )1 1A N− −  с ка‑

ждой вершиной ( )1A−−  , которое обладает сложностью ( )( )1O L N M−  , и при‑
менения алгоритма Quickhull к результирующему многограннику, что приводит 
к сложности ( ) ( )( ), , 1 ,CH n M L N L N− .
Таким образом, итоговая сложность шага 2 не будет превышать

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )
2 2

2

1 1 , , 1 ,
# 19

1 , , 1 , .

O n M O n L N O L N M CH n M L N L N

O n L N CH n M L N L N

+ − + − + − =

= − + −

  



На шаге 3 решается ЗЛП с  ( )L N  переменными и  n  ограничениями вида равен‑
ство, что приводит к сложности ( )( ), LPP L N n .

Этапы 2 и 3 повторяются minN  раз. Значит, суммарная сложность цикла этапов 2 
и 3, состоящего из  minN  итераций не будет превышать





 

 



  



(17)

(18)

(19)



Камчиев Н.А., Ибрагимов Д.Н. (2025) 
Анализ сложности алгоритма решения задачи 
быстродействия для линейных дискретных систем...
Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4), 104—121.

Kamchiev N.A., Ibragimov D.N. (2025)
Analysis of the complexity of the algorithm for solving 

the time-optimization problem for linear discrete-time...
Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4), 104—121.

112

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )

min
2

1

2
min min min min min

, 1 , , 1 ,
# 20

, 1 , , 1 , .

N

N

LPP L N n O n L N CH n M L N L N

N LPP L N n O n L N CH n M L N L N
=

+ − + − ≤

≤ + − + −

∑ 

 

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Сложность этапов 6—8 алгоритма 1 решения задачи быстродей-
ствия не превышает

( )( ) ( )( ) ( )2
min min 1 , 1 .# 21N LPP L N M n O n− + + +

Доказательство. На  этапе 6 решается ЗЛП с  ( )( )min 1L N k M− − +  пе‑
ременными и  ( ) 1n +  ограничением, т.е. сложность этого шага составит 

( )( )min 1 , 1LPP L N k M n− − + + .
На  шаге 7 перемножается матрица с  вектором со  сложностью ( )2O n . Эта‑

пы 6 и  7  так  же повторяются minN  раз. Суммарная сложность цикла шагов 6 и  7 
не превышает

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )

min 1
2

min
0

2
min min

( 1 , 1)
# 22

1 , 1 .

N

k

O n LPP L N k M n

N LPP L N M n O n

−

=

+ − − + + ≤

≤ − + + +

∑

Лемма 3 доказана.

Теорема 3. (Оценка сложности алгоритма 1)
Пусть , det 0n nA A×∈ ≠ , { }1conv , , Mu u= …  — множество допустимых значе-

ний управлений, 0x  — начальное состояние. Тогда сложность алгоритма 1 решения 
задачи быстродействия для линейных дискретных систем с линейными ограничени-
ями не превышает

Доказательство. Доказательство теоремы 1 вытекает непосредственно из лемм 2 
и 3 в результате сложения представленных в них оценок сложности.

Замечание 1. Количество вершин многогранника на шаге N  можно ограничить 
соотношением (Weibel, 2007)

( )
( )

( )11 .# 24
1

N
NL N M

n

 
 ≤ −
 + 



(23)






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Можно учесть полученные ранее выражения для ( ),LPP k n  и  ( )1 2 3, , ,CH n M M M , 
чтобы уточнить сложность алгоритма 1 при 3n ≤ . Будем полагать, что для ре‑
шения ЗЛП используется метод внутренней точки как один из  наиболее рас‑
пространенных в  различных прикладных математических средах. Тогда 
можно принять ( )( ) ( )( )4.5, ,min minLPP L N n O L N n=  ( )( ) ( )( ) ( )( )4,5

1 , 1 1 1 .min minLPP L N M n O L N M n− + + = − + +

( )( ) ( )( ) ( )( )4,5
1 , 1 1 1 .min minLPP L N M n O L N M n− + + = − + +

Теперь распишем сложность алгоритма Quickhull:

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2, , 1 , 1 1  log .# 25min min min min minCH n M L N L N O n L N O L N M L N− = − + −  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2, , 1 , 1 1  log .# 25min min min min minCH n M L N L N O n L N O L N M L N− = − + −  

Тогда сложность алгоритма при 3n ≤  оценивается следующим образом:

Окончательно с  учётом замечания 1 можно получить следующую оценку 
сложности:

( ) ( ) ( ) ( )
( )min min min min

min min min min

4,5

1 12
1 1 1

1 1 1 11 1 log 1 1 1 .
1 1 1 1

N N N N
min N N N NN O n M O M M O M M n

n n n n
− −

− − −

                              − + − − + − + +               + + + +                  

    

( ) ( ) ( ) ( )
( )min min min min

min min min min

4,5

1 12
1 1 1

1 1 1 11 1 log 1 1 1 .
1 1 1 1

N N N N
min N N N NN O n M O M M O M M n

n n n n
− −

− − −

                              − + − − + − + +               + + + +                  

    

( ) ( ) ( ) ( )
( )min min min min

min min min min
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1 1 1

1 1 1 11 1 log 1 1 1 .
1 1 1 1

N N N N
min N N N NN O n M O M M O M M n

n n n n
− −

− − −
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Обозначим 
( ) min1

11
1 Nc

n

 
 = −
 + 

 и 
( ) min2 1

11 .
1 Nc

n −

 
 = −
 + 

 При min4,  1M N≥ ≥  до‑

минирующим в данной оценке является член ( ) ( )min
4,51

2 1Nñ M M n− + +  . Остальные 
слагаемые лишь вносят небольшие поправки. Это определяет экспоненциальный 
рост сложности в зависимости от времени быстродействия и полиномиальный в за‑
висимости от сложности ограничений.

Полученная верхняя граница задаёт необходимый запас вычислительной мощно‑
сти при практическом планировании вычислительных экспериментов. В следующем 
разделе мы проверим адекватность этой оценки на серии задач размерностей 2 и 3, 
сравнив фактическое время работы программы с теоретической оценкой.

Численное моделирование
Рассмотрим пример решения задачи быстродействия по  алгоритму 1 для 2n =  

со следующими входными данными:

0

3,53 0,9786 0,0143
, , 

2,37 0,0054 0,9973
x A   

= =   −   

0,651 0,871 0,774 0,651 0,871 0,774
conv , , , , , .

0,608 0,320 0,364 0,608 0,32 0,364
 − − −             =             − − −             



Рис. 1. Пример решения задачи быстродействия при n = 2
Fig. 1. An example of solving a time-optimization problem for n = 2

 
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На рис. 1 изображены множества 0‑управляемости и траектория, по которой дан‑
ная двумерная система перемещается в  начало координат за  min 5N =  шагов. Вре‑
мя решения составило 0,11 с. Для надёжности в дальнейшем анализе аналогичные 
эксперименты были повторены для ещё четырёх случайно сгенерированных 2‑мер‑
ных систем, на массиве из 100 различных начальных состояний, что дало в сумме  
500 решенных задач быстродействия. Такое количество экспериментов позволяет 
проследить влияние параметров M  и  minN  на время работы алгоритма.

Алгоритм 1 был реализован в среде разработки Maple с использованием встроен‑
ных библиотек (LinearAlgebra, Optimization и др.). Расчеты проводились на случайно 
сгенерированных матрицах систимы A , множествах ограничений на управление   
и начальных состояниях 0x . Многогранник   хранится в памяти ЭВМ в виде матри‑
цы, столбцы которой представляют собой его вершины.

В программе реализованы следующие функции:
	• вычисление функционала Минковского (принимает на вход точку и множество);
	• вычисление суммы множеств по  Минковскому (принимает на  вход два 

множества);
генерация матрицы системы A  (принимает на вход размерность задачи);
генерация множества управлений   (принимает на вход размерность задачи);
генерация начального состояния 0x  (принимает на вход размерность).
В рамках численного моделирования вычислялось время решения задач быстро‑

действия для размерностей вектора состояния 2, 3 и 4.
На рис. 2 представлена зависимость времени решения двумерной задачи быстро‑

действия от количества вершин M  многогранника   и минимального числа шагов 
minN . Было сгенерировано 5 систем с различными , A   и по 100 начальных состо‑

яний в каждой системе. То есть было решено 500 задач быстродействия при 2n = .

Рис. 2. Зависимость времени решения от Nmin и M при n = 2
Fig. 2. The dependence of the decision time on Nmin и M при n = 2
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В  трехмерном случае зависимость времени решения задачи быстродействия 
от параметров системы представлена на рис. 3. Было сгенерировано также 5 систем 
с различными , A   , для каждой из которых было сгенерировано по 50 начальных 
состояний. То есть было решено 250 задач быстродействия при 3n = .

Рис. 3. Зависимость времени решения от Nmin и M при n = 3
Fig. 3. The dependence of the decision time on Nmin и M при n = 3

При 4n =  расчет произведен только для случая, когда множество   является 
многогранником с  8M =  вершинами, начальных состояний было сгенерировано 20. 
Это связано с тем, что вычисление множеств 0‑управляемости для задач размерности 

4n =  весьма ресурсоемко. Данная ситуация может быть решена использованием бо‑
лее оптимизированного алгоритма вычисления выпуклой оболочки множества. Гра‑
фик зависимости времени решения от  minN  представлен рис. 4.

Рис. 4. Зависимость времени решения от Nmin и M при n = 4
Fig. 4. The dependence of the decision time on Nmin и M при n = 4
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По  графикам видно, что на  временную сложность решения задачи быстродей‑
ствия влияет не только размерность задачи n , но и количество вершин многогран‑
ника  . Это закономерно, так как увеличение числа вершин M  увеличивает число 
вершин каждого множества 0‑управляемости и, следовательно, все ключевые опера‑
ции алгоритма требуют больше вычислительных ресурсов.

Во-первых, при построении сумм Минковского на шаге 2 алгоритма количество 
точек в  объединённом множестве пропорционально ( )1L N M−  , а  последующая 
процедура Quickhull должна проверить и  отфильтровать каждую из  них. Поэтому 
даже при фиксированной размерности вычислительная нагрузка растёт.

Во-вторых, рост M  напрямую отражается и на сложности решения задач линей‑
ного программирования, к которой сводится вычислении функционала Минковского.

В совокупности эти факторы объясняют наблюдаемый на графиках эффект: кри‑
вые для разных M  значительно расходятся, и при фиксированных n  и  minN  время 
решения оказывается пропорционально числу вершин многогранника  .

Заключение

В проведен анализ вычислительной сложности алгоритма построения оптималь‑
ного по быстродействию управления для линейных дискретных систем. В частности, 
реализован и протестирован алгоритм решения данной задачи, основанный на поэ‑
тапном построении множеств 0‑управляемости, проведены численные эксперименты 
для систем размерности 2, 3, 4n =  при различных начальных условиях и множествах 
допустимых значений управлений. Эти эксперименты показали, что время решения 
задачи быстродействия существенно зависит от параметров системы: с ростом раз‑
мерности n  и сложности множества   (числа вершин M ) вычислительные затра‑
ты увеличиваются. Выявлено, что при относительно малых n  (до  3—4) алгоритм 
выполняется за  приемлемое время (доли секунды или несколько секунд), однако 
дальнейшее увеличение размерности приводит к экспоненциальному росту времени 
вычислений. Это соответствует теоретической оценке сложности.

Полученные теоретические результаты и  разработанное программное обеспе‑
чение могут быть использованы для дальнейшего совершенствования алгоритмов 
управления, моделирования оптимальных по быстродействию процессов и анализу 
систем с дискретным временем.
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