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Резюме
Контекст и  актуальность. В  рабочих программах дисциплин «Геометрия 
и  топология», «Математический анализ», «Математика» и  других, входящих 
в  образовательные программы специальностей по  информационным 
технологиям, важное место занимает понятие алгебраической кривой. 
Освоение этого понятия требует от  студентов способности к  абстрактному 
мышлению и зачастую вызывают существенные затруднения. Цель. Повысить 
качество усвоения учебного материала по дисциплинам, связанным с понятием 
алгебраической кривой, используя при этом программные средства для 
визуализации различных алгебраических кривых и  семейств алгебраических 
кривых. Ещё одной не менее важной целью является описание вопросов, которые 
могут стать темами курсовых и  дипломных работ. Гипотеза. Использование 
программных средств для визуализации различных алгебраических кривых 
и  семейств алгебраических кривых позволяет преподавателю максимально 
понятно подать материал, а  студентам лучше усвоить материал и  получить 
навыки решения задач на  построение алгебраических кривых. Методы 
и  материалы. В  большинстве заданий в  этой статье предлагается написать 
компьютерную программу, визуализирующую алгебраические кривые и  их 
семейства. Результаты. Разработана система заданий, позволяющих студентам 
строить алгебраические кривые с помощью компьютерных программ. Выводы. 
Применение разработанной системы учебных заданий подтвердило важность 
использования специальных программных средств для усвоения материала 
по теории алгебраических кривых.
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Abstract
Context and relevance. In the working programs of the disciplines “Geometry and 
Topology”, “Mathematical Analysis”, “Mathematics” and others, included in the 
educational programs of specialties in information technologies, an important place 
is occupied by the concept of an algebraic curve. The development of this concept 
requires students to have the ability to think abstractly and often cause significant 
difficulties. Purpose. To improve the quality of learning the educational material on 
disciplines related to the concept of an algebraic curve, while using software tools 
for visualization various algebraic curves and families of algebraic curves. Another 
equally important goal is to describe issues that can become the topics of term papers 
and theses. Hypothesis. The use of software tools for visualizing various algebraic 
curves and families of algebraic curves allows the teacher to present the material in the 
most understandable way, and students to better understand the material and acquire 
the skills of solving problems on the construction of algebraic curves. Methods and 
materials. Most of the exercises in this article involve writing a computer program 
that visualizes algebraic curves and their families. Results. A  system of tasks has 
been developed that allows students to construct algebraic curves using computer 
programs. Conclusions. The use of the developed system of educational tasks has 
confirmed the importance of using special software tools for mastering the theory of 
algebraic curves. 

Keywords: higher education, methods of teaching mathematics, analytical geometry, 
visual images, algebraic curves, methods of constructing algebraic curves, geometric 
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images of algebraic curves, pedal curve of a  curve, pedal curve of a  parabola, 
geometric transformations, cissoidal transformations

For citation: Kulanin, Y.D., Stepanov, M.E. (2025). Algebraic curves of higher orders in 
teaching higher mathematics. Methods of constructing algebraic curves. Modelling and Data 
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Введение

Статья продолжает цикл методических разработок авторов (Куланин Е.Д., Сте-
панов М.Е., Нуркаева И.М., 2020; Куланин Е.Д., Степанов М.Е., Нуркаева И.М., 
2021; Куланин Е.Д., Степанов М.Е., 2024; Лунгу К.Н., Норин В.П., Письменный Д.Т., 
Шевченко Ю.А., Куланин Е.Д., 2013). Непосредственно она продолжает статью «Ал-
гебраические кривые низших порядков в преподавании высшей математики» (Кула-
нин, Степанов, 2025). В ней обсуждаются некоторые проблемы, связанные с путями 
повышения культуры математического мышления студентов-математиков. Главным 
объектом обсуждения являются алгебраические кривые степени выше двух. Авторы 
опираются на опыт работы на факультете информационных технологий МГППУ.

В статье (Куланин, Степанов, 2025) рассматривались алгебраические линии не выше 
второго порядка, а  также их семейства. Там  же описан метод построения алгебраи-
ческих кривых на  экране компьютера с  помощью сканирования декартовой плоско-
сти. Этот метод позволяет строить любые линии, описанные неявными уравнениями, 
в том числе трансцендентные. По этой причине многие задания, рассмотренные в дан-
ной статье, могут быть перенесены на  более широкий круг математических тем.

В большинстве заданий в этой статье предлагается написать компьютерную про-
грамму, визуализирующую алгебраические кривые и  их семейства. Авторы счита-
ют, что геометрические образы должны максимально интенсивно использоваться 
в обучении высшей математике (Куланин Е.Д., Нуркаева И.М., Степанов М.Е., 2020; 
Куланин Е.Д., Нгуен Ву Куанг, Степанов М.Е., 2019; Куланин Е.Д., Степанов М.Е., 
2022 DOI: https://doi.rg/10.17759/mda.2022120407; Куланин Е.Д., Степанов М.Е., 2022 
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2024140212).

Предоставление возможности студентам с помощью компьютера самостоятельно 
строить алгебраические кривые, является одной из важных целей данной статьи.

Ещё одной не менее важной целью является описание вопросов, которые могут 
стать темами курсовых и дипломных работ.

Построение образов алгебраических кривых на экране

Традиционные формы преподавания высшей математики используют чертежи, 
как обязательный методический приём. Экстремисты от математики с удивительной 
активностью пытались изгнать визуальные образы математических объектов из кур-
сов не только высшей, но и школьной математики (Дьедонне Ж., 1972).
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Однако по мнению авторов данной статьи использование различных образов яв-
ляется одним из важнейших способов развития математической интуиции студентов. 
В частности, построение на экране кривых и поверхностей даёт учащемуся возмож-
ность увидеть большое количество геометрических объектов, которые до появления 
компьютеров строились с большим трудом. Если же студент сам пишет подобную 
программу, он, кроме всего прочего, должен детально разобраться в математических 
аспектах описания соответствующего объекта.

Рассмотрим несколько примеров построения алгебраических кривых на  экране 
компьютера. При этом хорошим путеводителем по замечательным кривым является 
книга (Савёлов А.А., 1960). Ориентируясь на изложенный в ней материал, рассмо-
трим одну из описанных там кривых.

Будем строить трисектрису Маклорена, используя её геометрическое описание. 
Трисектриса Маклорена является подэрой параболы относительно такой точки её 
оси, которая удалена от директрисы на расстояние, равное расстоянию директрисы 
от фокуса (фокальное расстояние). Подэрой данной кривой относительно какой‑ли-
бо точки плоскости называется новая кривая, представляющая собой геометрическое 
место оснований перпендикуляров, опущенных из этой точки на касательные к за-
данной кривой (Савёлов А.А., 1960).

Задание 1. Построить на экране параболу и семейство касательных к ней.
Решение. Уравнение параболы имеет вид 2 2y px= , где р — фокальное расстоя-

ние параболы. Если менять в цикле ординату ky , то 
2

 
2

k
k

yx
p

= . Касательная, проходя-

щая через точку ( ; )k kx y  по свойству касательных к параболе также проходит через 
точку (0; 

2
ky ). Из этого следует, что уравнение касательной имеет вид y k x b= + , 

где    
2 2

k k

k k k

y y p pk
x p x y

= = =


 

 и   
2

kyb = .

Построенное программой изображение показано на рисунке 1.

GraphicsWindow.Width = 600
GraphicsWindow.Height = 600
‘Фокальное расстояние параболы
p = 1
‘Начало экранных координат
x0 = 300
y0 = 300
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5,10,10)
GraphicsWindow.DrawLine(0, y0,600, y0)
GraphicsWindow.DrawLine(x0,0, x0,600)
‘Количество пикселов в единичном отрезке
ed = 100
‘Сетка единичных квадратов



 


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For x= –3 To 3 Step .01
For y= –3 To 3 Step 1
xe=x0 + ed*x
ye=y0 – ed*y
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,”green”)
EndFor
EndFor
For x= –3 To 3 Step 1
For y= –3 To 3 Step .01
xe=x0 + ed*x
ye=y0 – ed*y
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,”green”)
EndFor
EndFor
‘Построение параболы
For y = 0 To 9 Step .01
x = y*y/(2*p)
xe=x0 + ed*x
ye=y0 – ed*y
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
ye=y0 + ed*y
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
EndFor
‘Касательные к параболе
For yk = .5 To 9 Step .1
xk = yk*yk/(2*p)
xe=x0 + ed*xk
ye=y0 – ed*yk
k = yk/(2*xk)
b = yk/2
For t = – 3 To 3 Step .01
u = k*t + b
xe=x0 + ed*t
ye=y0 – ed*u
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
ye=y0 + ed*u
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
EndFor
EndFor
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Рис. 1. Парабола и семейство касательных к ней
Fig. 1. A parabola and a family of tangents to it

Задание 2. Построить трисектрису Маклорена как подэру параболы. Найти урав-
нение асимптоты к ней.

Решение. Поскольку уравнение касательной к  параболе, выведенное в  преды-
дущем задании, имеет вид y k x b= + , то  можно получить уравнение ортого-
нальной прямой, проходящей через точку ( ;0)p− . Пусть это уравнение имеет вид 

1 1y k x b= + . Тогда 1
1 k
k

=−  и  1  pb
k

= − . Точка пересечения этих прямых имеет коор-

динаты 1

1

  t
b bx
k k

−
=−

−
 и  1 1ty k x b= + .

Все коэффициенты двух прямых зависят от параметра ky . Достаточно простые 

преобразования позволяют выразить зависимость от  ky : 
2

2 2

3 
2

k
t

k

yx p
p y

=
−

 . При ky  

стремящемся к  бесконечности tx  стремится к  3
2

p− . Таким образом, уравнение 

асимптоты имеет вид 3 
2

x p=− .

В  программе часть, посвящённую проведению касательных, следует заменить 
на новые строки. Результат работы программы показан на рисунке 2.

‘Точка на плоскости
xe = x0 – p*ed
GraphicsWindow.FillEllipse(xe - 5, y0–5, 10, 10)
‘Построение подэры
‘Параметры касательной
For yk = .1 To 9 Step .01
xk = yk*yk/(2*p)








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xe=x0 + ed*xk
ye=y0 – ed*yk
k = yk/(2*xk)
b = yk/2
‘Основания перпендикуляров
k1 = –1/k
b1 = –p/k
xt = –(b - b1)/(k - k1)
yt = k*xt + b
xe=x0 + ed*xt
ye=y0 – ed*yt
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
ye=y0 + ed*yt
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
EndFor
‘Асимптота
xe = x0 – p*ed*1.5
GraphicsWindow.DrawLine(xe, 0, xe, 600)

Рис. 2. Трисектриса Маклорена
Fig. 2. Maclaurin’s Trisector

В статье (Куланин Е.Д., Степанов М.Е., 2025, с. 210—251) показан метод постро-
ения кривых сканированием.

Задание 3. Методом сканирования построить кривую, называемую офиуридой 
по её уравнению ( ) ( )2 2 x x y y cy bx+ = −  (Савёлов А.А., 1960).
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Решение. Результат работы программы показан на рисунке 3.

GraphicsWindow.Width = 200
GraphicsWindow.Height = 600
x0 = 50
y0 = 300
ed = 10
b = 10
c = 5
GraphicsWindow.DrawLine(c*ed+x0,0, c*ed+x0,600)
For x = –5 To 15 Step .01
For y = –30 To 30 Step .01
z = x*(x*x + y*y) – y*(c*y – b*x)
If Math.Abs(z)<.3 Then
xe = x0 + x*ed
ye = y0 – y*ed
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye, “blake”)
EndIf
EndFor
EndFor
GraphicsWindow.DrawLine(x0 + c*ed, 0, x0 + c*ed, 600)

Рис. 3. Офиурида
Fig. 3. Ophiuride

Задание 4. Офиурида является подэрой параболы относительно какой‑либо точ-
ки, лежащей на касательной к вершине этой параболы. Построить офиуриду, отправ-
ляясь от этого факта.
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Меняя формулу, описывающую кривую, можно с помощью последней програм-
мы ознакомиться с  формой многочисленных линий. Однако для более удобного 
изучения кривых следует написать интерактивную программу, позволяющую поль-
зователю выбирать очередную кривую из определённого набора. Для более чёткой 
фиксации важности этого типа программ сформулируем требование их разработки 
в виде задания.

Задание 5. Написать программу, позволяющую в интерактивном режиме просма-
тривать некоторый набор алгебраических кривых.

О  возможных решениях. Предлагаемое задание можно выполнить различными 
способами в зависимости от конкретных требований к программе. Это может отно-
сится к списку кривых, которые можно просматривать; к подробности описания ка-
ждой из кривых, например, по типу заданий 1 и 2. Тем более, самыми различными 
могут быть интерфейсы программ. Учитывая это, можно предлагать разработку по-
добных программ как тему курсовой и даже дипломной работы.

Приведём пример конкретной темы, которая может стать примером дипломной 
работы. С этой целью мы рассмотрим циссоиду Диоклеса (рис. 4) и циссоидальные 
преобразования (Савёлов А.А., 1960).

Циссоиду Диоклеса можно определить двумя способами: с помощью уравнения 
( )2 32  y a x x− −  и  геометрически. Геометрическое определение таково. Построим 

на декартовой плоскости с началом координат в точка О окружность радиуса а с цен-
тром в  точке ( );0a  и  касательную к  ней в  точке ( )2 ;0a . Выберем на  касательной 
произвольную точку В и проведём отрезок ОВ. Пусть точка С является точкой пере-
сечения окружности и отрезка ОВ. Построим на том же отрезке ОВ точку D, такую 
что ОВ = ОD. Эта точка лежит на циссоиде Диоклеса. Таким образом, эту кривую 
образует множество всех подобных точек.

Рис. 4. Циссоида Диоклеса
Fig. 4. Cyssoid of Diocles


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Задание 6. Написать программу, которая строит циссоиду по уравнению с помо-
щью сканирования. Кроме того, на экране следует отобразить окружность, прямую 
АВ, произвольно заданный отрезок ОВ (например, с помощью выбора угла наклона) 
и точки С и D. В итоге будет построен рисунок 4. Факт прохождения циссоиды через 
точку D должен подтвердить согласованность двух определений циссоиды Диоклеса.

Решение. Приведём соответствующую программу.

Pi = Math.Pi
GraphicsWindow.Width = 300
GraphicsWindow.Height = 600
x0 = 50
y0 = 300
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5,10,10)
ed = 10
a = 10
u0 = pi/5
h = 2*a*Math.Tan(u0)
x1 = x0 + 2*a*ed
y1 = y0 – h*ed
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5,10,10)
GraphicsWindow.DrawLine(x1,0, x1,600)
GraphicsWindow.DrawLine(0, y0,300, y0)
GraphicsWindow.DrawEllipse(x0, y0 – a*ed, 2*a*ed, 2*a*ed)
GraphicsWindow.DrawLine(x0, y0, x1, y1)
GraphicsWindow.FillEllipse(x1–5, y1–5,10,10)
d1 = Math.SquareRoot(4*a*a + h*h)
d2 = 2*a* Math.Cos(u0)
lm = d2/d1
x2 = x0 + lm*(x1 – x0)
y2 = y0 + lm*(y1 – y0)
GraphicsWindow.FillEllipse(x2–5, y2–5,10,10)
lm = 1 – lm
x3 = x0 + lm*(x1 – x0)
y3 = y0 + lm*(y1 – y0)
GraphicsWindow.FillEllipse(x3–5, y3–5,10,10)
For x = 0 To 2*a*ed Step .005
For y = –30 To 30 Step .005
z = x*x*x – y*y*(2*a – x)
xe = x0 + x*ed
ye = y0 – y*ed
If Math.Abs(z)<.08 Then
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye, “blake”)
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EndIf
EndFor
EndFor
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5,10,10)

Задание 7. Написать программу, которая строит циссоиду Диоклеса, исходя из её 
геометрического определения.

Задание 8. Циссоида является множеством точек, симметричных вершине пара-
болы относительно её касательных. Написать программу, которая строит циссоиду 
на основе этого факта.

Важным свойством циссоиды является то обстоятельство, что её можно исполь-
зовать для решения делосской задачи. Дело в  том, что на острове Делос разрази-
лась эпидемия чумы. Дельфийский оракул оракул сообщил, что эпидемия закончится 
если в два раза увеличить объём кубического жертвенника. Для этого нужно постро-
ить куб со стороной 3 2 . С помощью циркуля и линейки сделать это невозможно. 
Именно по этой причине нужно задействовать циссоиду (Савёлов А.А., 1960; Прасо-
лов В.В., 1997).

Задание 9. На основе изложенных фактов написать демонстрационную или обу-
чающую программу, посвящённую циссоиде.

Перейдём к рассмотрению циссоидальных преобразований. Циссоида Диокле-
са строится с помощью использования окружности и прямой. Если заменить их дру-
гими линиями, то получится новая кривая. На этом соображении даётся определение 
циссоидальных преобразований.

Если в полярных координатах заданы две кривые ( )1 1fρ ϕ=  и  2 2 (fρ ϕ= ), то цис-
соидой этих кривых называется кривая, задаваемая уравнением ( ) ( )1 F fϕ ϕ= −  2 (f ϕ).

Задание 10. Доказать, что циссоида Диоклеса подпадает под это определение.
Естественно, что при таком определении циссоидальных преобразований можно 

построить сколь угодно много новых кривых. Ограничимся только одним примером.

Задание 11. Показать, что уравнение 2 22y px qx= +  при различных значениях па-
раметров p и q описывает эллипсы, гиперболы и параболы.

Решение. При q = 0 уравнение описывает параболу. При q отличном от нуля сле-
дует выделить полный квадрат в правой части уравнения. В  зависимости от  знака 
q будет получено уравнение эллипса или параболы. Продемонстрировать этот факт 
можно также с помощью следующей программы

GraphicsWindow.Width = 600
GraphicsWindow.Height = 600
‘Параметры исходной кривой
p = 3
q = –4
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‘Начало экранных координат
x0 = 300
y0 = 300
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5,10,10)
GraphicsWindow.DrawLine(0, y0,600, y0)
GraphicsWindow.DrawLine(x0,0, x0,600)
‘Количество пикселов в единичном отрезке
ed = 100
‘Сканирование декартовой плоскости
For x = –3 To 3 Step .01
For y = –3 To 3 Step .01
‘Вычисление значений функции z = F(x, y)
z = y*y – 2*p*x – q*x*x
‘Переход к экранной системе координат
xe = x0 + x*ed
ye = y0 – y*ed
If Math.Abs(z)<.01 Then
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye, “blake”)
EndIf
EndFor
EndFor

Задание 12. Возьмём в качестве образующих для циссоидальных преобразований 
линии 2 22y px qx= +  и  x k= . Перейти к полярным координатам. Написать програм-
му построения соответствующей циссоиды.

Решение. Переход к  полярным координатам производится по  формулам 
 cosx ρ ϕ=   и   siny ρ ϕ=  . Без труда для первой образующей получаем формулу 

1 2 2

2 cos 
   
p

sin q cos
ϕρ

ϕ ϕ
=

−




, а  для второй — формулу 2  
cos

kρ
ϕ

= . Программа будет стро-

ить и образующие, и циссоиду, в которую они преобразуются. Результат работы про-
граммы показан на рисунках 5—7 при разных параметрах p, q и k. При p = 4, q = –3  
и k = 3 на рисунке 5 изображена циссоида эллипса; при p = 1, q = 1 и k = 1 на рисун-
ке 6 изображена циссоида гиперболы; p = 1, q = 0 и k = 1 на рисунке 7 изображена 
циссоида параболы.

pi = Math.Pi
GraphicsWindow.Width = 600
GraphicsWindow.Height = 600
x0 = 300
y0 = 300
ed = 30
p = 4

 



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q = –3
k = 3
For u = 0 To 2*pi Step pi/10000
zn1 = Math.Sin(u)*Math.Sin(u) – q*Math.Cos(u)*Math.Cos(u)
zn2 = Math.Cos(u)
If Math.Abs(zn1) > .001 And Math.Abs(zn2) > .001 Then
r1 = 2*p*Math.Cos(u)/zn1
r2 = k/zn2
r = r1 – r2
x1 = r1* Math.Cos(u)
y1 = r1 *Math.Sin(u)
xe = x0 + x1*ed
ye = y0 – y1*ed
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
x2 = r2* Math.Cos(u)
y2 = r2 *Math.Sin(u)
xe = x0 + x2*ed
ye = y0 – y2*ed
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
x = r* Math.Cos(u)
y = r* Math.Sin(u)
xe = x0 + x*ed
ye = y0 – y*ed
GraphicsWindow.FillEllipse(xe‑1, ye‑1,2,2)
EndIf
EndFor

Рис. 5. Циссоида эллипса
Fig. 5. The cissoid of the ellipse

Рис. 6. Циссоида гиперболы
Fig. 6. The cissoid of hyperbola

Рис. 7. Циссоида параболы
Fig. 7. The cissoid of the parabola
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Заключение

В данной статье рассматриваются вопросы, связанные с углублённым изучением 
линий выше второго порядка. Особое внимание уделяется методам построения алге-
браических кривых.

Обсуждение соответствующих вопросов может помочь молодым преподавателям 
при изучении различных разделов высшей математики. Кроме того, некоторые рассмо-
тренные темы могут быть предложены в качестве тем курсовых и дипломных работ.
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