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АНАЛИЗ ДАННЫХ
УДК 001.53

Онтологический и эпистемологический аспекты 
моделирования: модельное отношение и 

адиафорные системы

Артеменков С.Л.*
Московский государственный психолого-педагогический университет
(ФГБОУ ВО МГППУ), г. Москва, Российская Федерация
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-1619-2209
e-mail: slart@inbox.ru

На основе рассмотрения модельного отношения, предложенного Р. Розеном, 
в статье представлены онтологические и эпистемологические аспекты 
моделирования каузальных системных процессов. Модельное отношение 
позволяет осуществлять сравнение систем и их моделей, а также дает 
возможность перейти к определению и известной формализации процессов 
измерений. Рассмотренный онтологический аспект моделирования включает 
представление о сложных системах и в случае импредикативных систем позволяет 
говорить о выделении качественно более сложного класса сверхсложных 
систем. В эпистемологическом плане на основе положений трансцендентальной 
психологии дано определение порождающих (формопорождающих) систем, 
как адиафорных систем, чьи механизмы, как правило, не проявляют себя в 
порождаемых формах и продуктах. Адиафорность исследуемых процессов 
прямо не зависит от онтологической сложности моделируемой системы и 
означает, что система порождает новые структуры и формы независимо от 
каких-либо проявляемых свойств или производимых частей и продуктов. 
Адиафорные системы могут иметь место при рассмотрении процессов перехода 
между системообразующими формопорождающими структурами, изучаемыми 
разными иерархически взаимосвязанными науками.

Ключевые слова: системология, модель, модельное отношение, 
формопорождение, сверхсложные системы, трансцендентальная психология, 
адиафорные системы.

Для цитаты: 
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дельное отношение и адиафорные системы // Моделирование и анализ данных. 2022. 
Том 12. № 4. C. 5–24. DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2022120401

*Артеменков Сергей Львович, кандидат технических наук, профессор кафедры приклад-
ной информатики и мультимедийных технологий факультета информационных технологий,  
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1. ВВЕДЕНИЕ

Моделирование является особым направлением развития современной науки, ко-
торое вместе с тем является искусством, отражающим важное качество жизни, по-
скольку наличие внутренней модели мира является важной характеристикой теле-
сности живых организмов [20]. Тот факт, что моделирование во многом представляет 
собой искусство, связан, с одной стороны, с онтологическим аспектом собственной 
сложности устройства рассматриваемой части мира, а с другой стороны, с эпистемо-
логическим и гносеологическим аспектами трудности познания качеств и механиз-
мов тех процессов, которые подлежат моделированию и не поддаются автоматиче-
ской формализации.

В отношении первого аспекта, сложность мира выступает для ученого в качестве 
такого устройства мира, которое фиксируется в понятии сложные системы. При этом 
известно, что для понятия сложности не существует однозначного определения. Уче-
ные расходятся в определениях системной «сложности». Однако общее пересечение 
всех характеристик «сложности» содержит как минимум необходимое возникнове-
ние явлений из множества взаимодействий, при том, что количество этих взаимодей-
ствий не обязательно является большим. Сложная система часто влечет за собой по-
явление новых явлений, вещи удивительные, неожиданные и явно непредсказуемые. 
Простая (т.е. несложная) система как правило не порождает таких непредсказуемых 
или эмерджентных вещей [3, 42].

В отношении второго гносеологического аспекта, можно утверждать, что труд-
ность познания процессов, которые подлежат моделированию и не поддаются авто-
матической формализации, может быть также охарактеризована степенью сложности 
проникновения в исследуемые процессы и дальнейшего создания их соответствую-
щих моделей. При этом моделирование сложных систем, по-видимому, должно быть 
связано с дополнительными трудностями. Вместе с тем существующие здесь позна-
вательные сложности не связаны только со сложностью и онтологией рассматривае-
мых систем и, в частности, определяются наличными возможностями теоретическо-
го постижения и вывода естественных законов.

Выводимость закономерностей тех или иных процессов при достаточной степени 
установления их существования и характера проявления, в первую очередь, может 
быть обусловлена различными обстоятельствами доступности этих процессов для 
соответствующего исследования. Если адекватные средства проникновения в суще-
ство некоторого процесса недоступны по тем или иным причинам, то установление 
закономерностей и должное моделирование этого процесса будет затруднительным 
делом. Например, в психологии с такого рода трудностями наука встречается посто-
янно, поскольку многие из наличных здесь процессов имеют частично скрытый или 
полностью бессознательный характер.
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Современные конструктивный, информационный и другие подходы к анализу 
процессов часто позволяют обойти представленные трудности на основе известных 
свойств продуктов соответствующих процессов в предположении, что механизмы 
этих процессов могут быть основаны на свойствах этих продуктов. Такой подход 
может быть назван продуктным подходом [27]. Он хорошо работает в научно-техни-
ческой сфере. При наличии знаний о деталях какой-либо машины и самой машины 
в целом, по-видимому, так или иначе можно будет понять и построить процесс соз-
дания этой машины без наличия чертежей или посещения завода ее производства. 

Понятно, что такой способ реконструкции процесса (по его продуктам) не всегда 
возможен. Например, секрет приготовления сыра пармезан не содержится ни в самом 
сыре, ни в молоке как основном продукте, из которого он сделан, т.е., фактически, 
эти продукты и их свойства не дают никакой информации о процессе создания (со-
зревания) сыра. Метафорически можно сказать, что процесс создания сыра пармезан 
является адиафорным процессом, в том смысле, что его механизмы «неразличимы» в 
его продуктах или «безразличны» (индифферентны) к получаемому результату [36].

Целью настоящей работы является рассмотрение онтологии и эпистемологии си-
стемного моделирования каузальных процессов, в частности, для определения выде-
ленного класса адиафорных систем на основе анализа, так называемого, модельного 
отношения [40, 44–46].

2. МОДЕЛЬНОЕ ОТНОШЕНИЕ

Моделирование так или иначе связано с представлением одной вещи или системы 
с помощью другой. Телеологическое представление одной системы в другой пред-
ставляет собой древнейшее человеческое предприятие: человек находит закономер-
ности и всегда теоретизирует, осуществляя даже метамоделирование самого модели-
рования, что включает методологическое изучение моделирования как процесса, а не 
просто создание самих моделей различных систем [40]. 

Генрих Герц во введении к своему посмертно опубликованному труду «Принци-
пы механики, изложенные в новой связи» раскрывает метод моделирования в поста-
новке задачи нахождения возможности предвидения будущего опыта, что позволяет 
регулировать наши действия в настоящем [14]. Основой для решения этой задачи 
служит предшествующий опыт и следующий метод: «мы создаем себе внутренние 
образы или символы внешних предметов, причем мы создаем их такими, чтобы ло-
гически необходимые следствия этих представлений в свою очередь были образами 
естественно необходимых следствий отображенных предметов. Чтобы это требова-
ние вообще было выполнимым, должно существовать некоторое соответствие между 
природой и нашим умом. Опыт учит нас, что это требование выполнимо и что такое 
соответствие существует с действительности. Если нам удалось создать из накоплен-
ного до сих пор опыта представление требуемого характера, то мы можем в короткое 
время вывести из них, как из моделей, следствия, которые сами по себе проявились 
бы во внешнем мире только через продолжительное время или же были результатом 
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нашего вмешательства» [14, с. 13]. Таким образом, моделирование позволяет нам 
предвидеть факты и координировать принятые нами решения в соответствии с раз-
работанными моделями соответствующих вещей (явлений или процессов). Здесь мо-
дель-образ выступает как мысленный образ внешнего объекта с определенным соот-
ветствием между природой этого объекта и мыслью. При этом, как замечает Г. Герц, 
модели-образы «находятся с вещами лишь в одном существенном соответствии» и, 
«отнюдь не необходимо, чтобы они, кроме того, были в каком-либо другом соответ-
ствии с вещами» [14, с. 14].

Характерным примером дальнейшего метамоделирования может служить функ-
циональное представление модели в виде диаграммы модельного отношения Р. Розе-
на [44–46]. Модельное отношение – это коммутативное функциональное отношение 
между естественной (природной) системой N и формальной системой F, определен-
ное отображениями кодирования и декодирования между ними (Рис. 1). 

Рис. 1. Прототипическое модельное отношение.

Процессы, происходящие в системах N и F, определяются как каузальные. Кау-
зальный процесс c представляет собой проявление Аристотелевской действующей 
причины в природной системе, и, процесс логического вывода i соответствует прояв-
лению Аристотелевской действующей причины в формальной системе. Кодирование 
k отображает естественную систему N и ее каузальный процесс c в формальную си-
стему F и ее внутренний процесс i. Декодирование d осуществляет обратное отобра-
жение. Выводы здесь удовлетворяют условию коммутативности, согласно которому 
прослеживание по стрелке c – это то же самое, что последовательное прослеживание 
трех стрелок k, i, d.

				        c = k ○ i ○ d 	 (1)

Иными словами, при наличии модельного отношения можно получить один и тот 
же ответ, если наблюдать за разворачивающейся последовательностью событий c  
в естественной системе N, или проследить как происходит кодирование k некоторых 
свойств естественной системы в формализм F, используется импликативная струк-
тура формальной системы для вывода теорем, а затем d декодирует эти теоремы  
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в предложения (предсказания) о самой системе N. Когда выполняется коммутатив-
ность (1), то устанавливается соответствие между (некоторыми) каузальными свой-
ствами естественной системы и импликативной структурой формальной системы.  
До определенной степени мы тогда может узнать об одной системе, смотря на дру-
гую. Отношение между N и F выражает модельное отношение, F является моделью 
N, а N является реализацией F.

С формальной точки зрения диаграмма модельного отношения полностью симме-
трична и запись (1) можно заменить на обратную.

				        i = d ○ c ○ k	 (2)

В принципе мы можем, как интересоваться совокупностью моделей, которые мо-
гут заместить природную систему с помощью некоторого формального языка, так и 
равным образом рассматривать совокупность таких объектных систем, которые мо-
гут быть закодированы в некоторый формализм или декодированы из данного фор-
мального языка [44].

Однако, как отмечает A.H. Louie [40], в общее модельное соотношение на рисун-
ке 1 встроена «полярность». Хотя кодирование k и декодирование d являются фун-
кторами, их операции (а также роли систем N и F) не взаимозаменяемы, даже для 
моделирования. Одна из причин заключается в том, что коммутативность c = k ○ i ○ d  
уравнения (1) не влечет за собой (2): i = d ○ c ○ k. Это, в первую очередь, связано с 
тем, что причинно-следственные процессы в F обычно не могут соответствовать всей 
возможной коллекции действующих причин в N. Вопрос о том, когда первое подра-
зумевает второе, как правило, является предметом специального исследования [41].

Частным случаем модельного отношения при условии, что динамический про-
цесс в системе N заменяется на статические отношения внутри изучаемого явления 
или вещи, а F представляет символьную или числовую системы, является отношение 
измерения. Согласно современному определению измерения по Супесу и Зинесу его 
можно представить как гомоморфизм (в лучшем случае изоморфизм) f = (k,d) между 
состояниями измеряемой системой A = N и числовым множеством R = F, с учетом 
наличия определенной группы отношений G, определяющей тип шкалы [32]. Све-
денные к общему морфизму кодирование k и декодирование d во многих случаях мо-
гут быть успешно формализованы, что обусловливает возможность автоматизации 
многих процессов измерения. 

3. СРАВНЕНИЕ СИСТЕМ МЕЖДУ СОБОЙ

Диаграмму модельного отношения удобно использовать для сравнения разных 
систем между собой. Частный случай конгруэнтности между двумя различными при-
родными системами N1 и N2 возникает, когда они обладают одной и той же формаль-
ной моделью F (или, альтернативно, они составляют различные реализации F), как 
показано на рисунке 2 [45]. Используя систему F, можно «закодировать» признаки 
N1 в соответствующие признаки N2 и, наоборот, таким образом, чтобы две структуры  
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следования в двух системах N1 и N2 были приведены в соответствие. Этому отвечает 
коммутативная диаграмма (показанная на рис. 3) взаимного моделирующего отноше-
ния между двумя естественными системами.

В этом случае, изображенные на рисунках 2 и 3, природные системы N1 и N2 яв-
ляются аналогами. Аналогичные системы позволяют нам узнать об одной из них, на-
блюдая за другой. Отношения аналогии лежат в основе эффективности «масштабных 
моделей» в технике, а также всех различных «принципов эквивалентности» в физике. 

Рис. 2. Общая модель F для двух аналогичных систем N1 и N2.

Но отношение аналогии имеет гораздо более глубокие последствия. Естествен-
ные системы самого разного рода (например, организмы, общества, экономические 
системы и политические системы) могут быть аналогичными. В частности, известно, 
что биологические и социально-экономические системы являются аналогичными ан-
тиципативными системами. Здесь аналогия – это отношение между системами, воз-
никающее на основании моделей их причинных следствий, а не непосредственно из 
их материальных или иных структур. Таким образом, такая аналогия и родственные 
ей предлагают наиболее мощную и физически обоснованную альтернативу редук-
ционизму (а именно, «имеют общую модель» и, следовательно, «аналогичны», а не 
«одно охватывает другое») [40].

Рис. 3. Аналогия.

Диаграмма, дополнительная к рис. 2, показана на рис. 4. Здесь единая естествен-
ная система N моделируется двумя различными возможно альтернативными форма-
лизмами: F1 и F2 [45]. Вопрос об отношении между формализмами F1 и F2 в этом 
случае не так прост, как раньше, и зависит от степени перекрытия N двумя кодиров-
ками в F1 и в F2. В некоторых случаях можно эффективно построить по крайней мере  
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некоторые стрелки кодирования и декодирования между двумя формализмами. В ка-
честве одного из примеров можно рассмотреть формулировку теории преобразова-
ний Дирака в квантовой механике, которая объединяет матричную механику Гейзен-
берга и волновую механику Шредингера. Другим примером может быть взаимосвязь 
между термодинамической и статистико-механической моделями жидкостей [40]. 

В остальных случаях формальной связи между F1 и F2 не существует. Тогда воз-
никает ситуация, когда N одновременно реализует два различных и независимых 
формализма. Примерами являются различные дополнительности Бора для микрофи-
зических явлений [40].

Рис. 4. Альтернативные формальные модели.

Модели можно формировать также итеративно: функторы кодирования и декоди-
рования двух моделей могут быть составлены согласно второй конфигурации (Рис. 5),  
в которой естественная система N связана с двумя формальными системами F1 и F2 
последовательно.

Рис. 5. Машинная модель.

Предположим, что формальная система F1 является моделью естественной систе-
мы N, причем прототипическое модельное отношение представляет собой переход 
из области науки в область математики. Если выделить только предикативные про-
цессы F1, можно построить чисто синтаксическую «машинную» модель F2, как на 
рисунке 5.

Тогда можно рассматривать только две внешние системы N и F2 и забыть об 
исходной модели F1. Формальная система F2 является машинной моделью есте-
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ственной системы N и отражает чисто синтаксические аспекты последней. Сами 
стрелки кодирования и декодирования (штриховые стрелки на рисунке 5) между 
N и F2 нельзя назвать эффективными в каком-либо формальном смысле, но они 
составляют исключительно входные и выходные цепочки машин Тьюринга в F2, и 
эти композиции можно сразу отождествить с эффективными процессами в N. Неза-
висимо от того, исчерпывают ли они импликативные ресурсы системы N или нет, 
такая модель системы N сама по себе служит для различения предикативных и не-
предикативных систем [42]. 

Последовательное образование модельных отношений в случае, когда систему 
N можно считать относительно стабильной системой с внутренними отношениями, 
часто встречается при проведении измерений в общественных науках. В частности, 
схема процесса психологического измерения процедурно может включать большое 
количество множеств, связанных различными морфизмами: Y -> S -> P -> M -> U, 
где физическая шкала Y представляет собой концептуальную переменную, S – со-
ответствует набору стимулов измеряемой переменной, P – представляет результаты 
психологического отражения, M – является формальным множеством и U – психо-
логической числовой шкалой [16, с. 110]. Каждый из таких морфизмов так или ина-
че включает операции кодирования и декодирования соответствующих модельных 
отношений.

Рассмотренное модельное отношение позволяет воплотить природный закон 
и тесно связано с возможностями теоретического объяснения и предсказания, что 
является одними из основных целей научного исследования. Будущее оказывается 
определено настоящим настолько хорошо, насколько конгруэнтной является исполь-
зуемая модель. При этом часто правильное предсказание может быть действием пря-
мого декодирования из формализма (даже без использования кодирования). 

Такое декодирование без кодирования является сутью метафоры, и наука ими пе-
реполнена: метафора химеры, машинная метафора Декарта и др. Метафора хотя и 
предоставляет возможность для объяснения и предсказания недостаточна и по сути 
не научна. Наука требует обеспечить экспериментальные возможности проверки 
предсказаний, что невозможно без обеспечения адекватного кодирования. 

4. ПОРОЖДАЮЩИЕ СИСТЕМЫ И ИХ МЕХАНИЗМЫ

На практике во многих случаях представить адекватную формальную модель 
трудно или это не представляется возможным. В особенной мере это относится к 
таким процессам, которые обозначают появление чего-то нового не совсем понят-
ным образом, что в разных науках и, в частности, в психологии часто обозначается 
термином «порождение». Например, в психолингвистике используется термин «по-
рождения речи» и, в частности, объясняется, что: «В начале построения высказыва-
ния лежит мотив. Мотивация порождает речевую интенцию. На этом этапе гово-
рящий имеет образ результата, но еще не имеет плана действия, которое он должен 
произвести, чтобы этот результат получить» [13, с. 33]. Таким образом, порождение  
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осуществляет некоторое действие образования нового, не имеющее собственного 
плана или алгоритма. Этот алгоритм может в принципе отсутствовать или быть толь-
ко не известным исследователю. 

В программировании порождением может называться многократное применение 
правил: от начального символа к предложению (содержащему только терминальные 
символы). В результате язык программирования «допускает порождение эффектив-
ного кода «хорошо» написанных программ» [15, с. 70].

Исследования природы психики указывают на наличие порождения действитель-
ной формы существования психики, будь то процессы порождения образа объекта 
или процессы порождения деятельности [17, 18, 28]. В частности, в психологии вос-
приятия была разработана особая концепция «порождающего процесса восприятия» 
[25–27, 29]. Непосредственно-чувственное восприятие здесь представляется в виде 
общеприродного формопорождающего процесса. При этом «необходимым условием 
возникновения порождающего процесса восприятия является анизотропность отра-
жающей системы, которая, расчленяя принимаемое воздействие на различающиеся 
относительно друг друга дискретные части, создает возможность для образования 
между ними анизотропного отношения» [29, с. 87].

На основе этой концепции восприятия А.И. Миракяном был предложен новый 
подход трансцендентальной психологии, в котором сделана попытка философско-те-
оретического осмысления и формализации возможностей осуществления формопо-
рождения на основе ряда фундаментальных принципов и положений трансценден-
тального подхода [1, 2, 6, 9, 10, 22–24, 30, 31, 35]. Результирующие характеристики 
трех современных парадигм психологии восприятия представлены в таблице ниже [1].

Таблица. 
Характеристики трех парадигм психологии восприятия.

№  Элементы 
парадигмы

Парадигмальная область психологии восприятия
Гносеологическая Онтологическая Трансцендентальная

1 Основание знаний Свойства продуктов 
восприятия

Среда и ситуация 
восприятия

Общие природные 
принципы

2 Методологический 
подход

Феноменально- 
систематизирующий Событийный Аксиоматический

3 Предмет изучения 
восприятия

Функциональное 
поведение и явления 
восприятия

Перцептивное 
событие как процесс

Трансцендентальные 
процессуальные 
механизмы 

4 Позиция 
иссследователя

Внешний 
наблюдатель 
преобразований

Внешний 
наблюдатель 
событий

Внутренний
соучастник процесса

5 Модель системы
Основана на 
свойствах продуктов 
(образов)

Основана на 
структурах событий

Основана на 
формопорождении

6 Описание  
структуры системы

Функциональная 
гетерогенность

Структурная 
гетерогенность

Анизотропная 
однородность



Артеменков С.Л.
Онтологический и эпистемологический аспекты моделирования: модельное отношение…
Моделирование и анализ данных. 2022. Том 12. № 4.

14

№  Элементы 
парадигмы

Парадигмальная область психологии восприятия
Гносеологическая Онтологическая Трансцендентальная

7 Внутренний  
процесс Детекция свойств Формирование 

структур
Образование 
отношений

8 Описание процесса 
восприятия

Выделение и 
объединение 
свойств

Выделение и 
структуриро-вание
событий

Процесс 
формопорождения

9 Уровень свойств 
образов Отдельные свойства Событийные 

свойства
Сопредставленные 
свойства

Моделирование процессов формопорождения в восприятии на основе принципов 
трансцендентальной психологии позволило выявить ряд структурных особенностей 
процесса восприятия [2, 6–11, 26, 36]. Представленные в теории процессы кодирова-
ния форм в те или иные их имена обусловливают некоторые необходимые механиз-
мы, но не обладают достаточной универсальностью для адекватного моделирования 
процессов непосредственно-чувственного восприятия в целом. Общие результаты 
проведенных исследований представлены в работах [30, 31]. 

Попытки раскрытия специфики процессов порождения делаются и в современ-
ном системном анализе, в котором системное целое в его определенной организо-
ванности обычно фиксируется посредством относительно устойчивой схемы связей 
и отношений между элементами системы. Порождающие системы рассматриваются 
при этом как системы с поведением или с изменяющимися состояниями. Состояние 
некоторых переменных модели порождаются при изменении их параметров и выборе 
граничных условий на основе заданных правил, законов и формул. Порождение в 
этом случае начинается с исходных данных, соответствующих базовым свойствам 
моделируемой системы, и значений, отвечающих параметрам этих свойств. В этой 
системной ситуации, четко определенной ограниченным набором формальных опе-
раций, модельная система осуществляет порождение информации о поведении или 
структуре моделируемого объекта с изменяющимся состоянием. 

Этот подход удобен для компьютерной реализации и структурированные систе-
мы тогда выражают отношения между рядом построенных моделей, а метасистемы 
могут отражать отношения между построенными отношениями между моделями. 
Данная технология предполагает также возможности учета решения разных проблем 
и задач моделирования различными авторами и возможности упрощения для опти-
мизации работы пользователя [12, 19, 34]. 

Важно отметить, что предлагаемый подход моделирования порождения, фактиче-
ски, расширяет контекст модельного отношения, поскольку отчасти позволяет фор-
мально описать те интеллектуальные действия, которые в модельном отношении на 
рисунке 1 скрыты за операциями кодирования и декодирования (в общем случае эти 
операции остаются не формализуемыми и, естественно, могут по-разному осущест-
вляться различными авторами). При этом в систему данных и порождающих правил 
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формальной модели могут быть включены определенные семантические и прагмати-
ческие компоненты, характеризующие возможности субъектов. Это позволяет гово-
рить об онтологиях интеллектуального моделирования [12].

В целом можно сказать, что определение моделируемых процессов как порожда-
ющих, остается важной основой для указания на их сложную и непознанную приро-
ду, что, в частности, имеет место для психологических процессов генерации речи, 
восприятия, деятельности и поведения. При этом решающим фактором возможно-
сти моделировать порождение является сложность реализуемой системы. Однако, 
сложность нельзя использовать в качестве объяснительного принципа, поскольку 
«сложность» и «проявление» оказываются связаны с действием общего причинного 
источника, требующего расшифровки его механизмов в том числе с помощью метода 
моделирования. Традиционные способы моделирования с помощью систем, включа-
ющих фиксированные наборы состояний вместе с соответствующими динамически-
ми законами, фактически ограничиваются только подклассом относительно простых 
естественных систем. При таком рассмотрении «простота» и «сложность» не имеют 
какого-либо существенного качественного различия. 

Если полагать, что физика вооружает нас универсальными законами, которые ох-
ватывают все (природные) системы, тогда существует только один вид «системы»  
(а именно, подмножество вселенной), где «простые» и «сложные» системы отли-
чаются только степенью простоты или сложности. Типичным сторонником этого 
взгляда являлся фон Нейман, который утверждал, что «сложность» – это измеримое 
(или даже вычислимое) количество систем, которое может быть использовано для их 
полного упорядочения, т.е. сложность – это что-то вроде таксономического индекса 
для ранжирования систем [33]. Кроме того, он предположил, что существует крити-
ческое значение или порог сложности. Ниже этого порога находились простые систе-
мы, которые ведут себя в своих обычных механических режимах, а выше порога мы 
имеем сложные системы, способные проявлять новые, нелогичные, непредвиденные 
модели поведения [42].

Существенно отличное представление о сложности было развито в реляционной 
биологии [44, 45], где проводится качественное различие между классом простых си-
стем и классом сложных систем, что требует абсолютного разделения вселенной си-
стем на два взаимодополняющих множества. Во множестве естественных систем U 
набор P простых систем определяется все те системы, которые удовлетворяют свой-
ству предикативности (p). С другой стороны, как его дополнение, определяют набор 
сложных (импредикативных) систем – множество Pi всех естественных систем, не 
удовлетворяющих свойству p; эквивалентно, все те системы, которые удовлетворяют 
свойству (не p) [42].

Разделение между P и Pi представляет собой «непроницаемую» границу: система 
либо проста, либо сложна (но не то, и другое одновременно), и две категории простых 
систем и сложных систем исключают друг друга. С самого начала устанавливается 
дихотомия: сложная система определяется как система, которая не является простой, 
и наоборот. Поскольку в языке термин «сложность» так или иначе предполагает  
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различие в степени простоты или сложности и многие вполне предикативные систе-
мы часто называются сложными, то импредикативные системы имеет смысл имено-
вать сверхсложными системами. Различие в сложности здесь абсолютно: не суще-
ствует «более сложных» сравнений по степени между системами.

Разница в степени между простым и сложным сродни классификации разме-
ра множеств на «маленькие» и «большие». Инстинктивно множество, содержащее 
несколько элементов, мало, а множество, содержащее, скажем, 10 в сотой степени 
элементов (гугол), велико; но переход от малого к большому нечеткий и зависит от 
контекста. Различие между сложными и сверхсложными системами аналогично раз-
личию между конечными и бесконечными множествами. Разделение между конеч-
ными множествами и бесконечными множествами непроницаемо. Бесконечное – это 
не «большое конечное»: внутри конечного царства конечное (хотя и большое) число 
повторений механистических операций, таких как «добавление одного элемента», не 
сделает конечное множество бесконечным.

С гносеологической точки зрения, можно утверждать, что трудность познания 
процессов, которые подлежат моделированию и не поддаются автоматической фор-
мализации, также может быть охарактеризована степенью сложности создания соот-
ветствующих моделей. При этом моделирование сложных и сверхсложных систем, 
по-видимому, должно быть связано с дополнительными гносеологическими труд-
ностями. Существующая здесь познавательная сложность также может быть каче-
ственно разной, что при этом может быть прямо не связано с рассмотренной выше 
онтологической сложностью рассматриваемых систем. 

Традиционно в физике теории считались связными сетями естественных зако-
нов. Законы должны были быть универсальными, общими и необходимыми. Од-
нако даже для физики эта картина законов как применимых ко всей вселенной, без 
исключений и со следствиями, которые можно вывести из причин, подвергалась 
сомнению [38]. В биологии многие философы высказывали сомнения в существо-
вании законов в физическом смысле. Биологические законы, если они существуют, 
по-видимому, подвержены пространственным ограничениям, никогда не бывают без 
исключений и чаще всего имеют невыводимые причинно-следственные связи [37].  
В этом отношении социальные и социально-психологические закономерности не 
уступают биологическим процессам в своей неопределенности и невыводимости, что 
обусловливает и трудности в их моделировании.

5. АДИАФОРНЫЕ СИСТЕМЫ

Эпистемологическую трудность выявления механизмов процессов можно пояс-
нить на основе рассмотрения того же модельного отношения. На рисунке 6 показана 
инфраструктура задачи субъекта по моделированию системы N с помощью модели 
F. Задача уподобления процесса i процессу c без возможности проникновения в про-
цесс c заключается в определении базовых свойств, характеризующих систему N как 
на ее входе 1, так и на выходе 2. Эти свойства и определяют продукты процесса N. 
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Преобразование 1 в 3, затем 3 в 4 и 4 в 2 представляет собой другой путь получения 
продуктов 2. Иными словами моделирование позволяет обеспечить идентификацию 
конечных продуктов, получаемых двумя различными путями. Это представлено в 
равенстве (3), которое является другим видом равенства (1). 

			           1->2 = 1->3 + 3->4 + 4->1	 (3)

Рис. 6. Инфраструктура задачи моделирования.

Как было отмечено ранее, знание о механизме i может быть получено на основе 
свойств продуктов 1 и 2, т.е. без какого-либо проникновения в процесс c. Такой под-
ход вполне можно назвать продуктным подходом к поиску системных механизмов. 
Например, проблема механизма зрения может быть представлена задачей «построе-
ния символического описания сцены с использованием информации, содержащейся 
во входном визуальном образе» [39, с. 26]. В психологии восприятия этот подход 
был объяснен образованием «в сознании исследователей эмпирического постулата 
отождествления характеристик процесса психического отражения с его предметно- 
содержательным результатом» [27, с. 185]. Как отмечает А.И. Миракян [27], этот ре-
зультат был всегда ближе к «сознанию практически действующего человека» [27,  
с. 186]. Адекватность соотношения объекта отражения и продукта отражения всегда 
имела большое функционально-практическое значение для успешной деятельности 
человека, в то время как непосредственно процессуальная сторона отражения такого 
значения для сознательной деятельности человека не имела.

Памятуя о значимости процессуальных продуктов, порождающими можно на-
звать такие процессы, механизмы которых (в независимости от их сложности) не 
определяются свойствами своих продуктов и не зависят от них. Эти механизмы яв-
ляются своеобразными адиафорами по отношению к своим продуктам. Адиафора в 
философском смысле является термином для фиксации индифферентного, представ-
ляющего собой нечто непосредственно безразличное по отношению к значимому 
(моральному благу или злу).

Поэтому системы с такими порождающими механизмами можно назвать ади-
афорными системами. Например, перцептивные процессы возможно являются  
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адиафорными в том смысле, что они, по-видимому, специфически порождают новые 
структуры и формы с помощью механизмов, которые безразличны к участвующим  
в них продуктам и их свойствам. В результате, эти свойства тогда не содержит ника-
кой адекватной информации для познания соответствующих механизмов. Собствен-
но говоря, разработка трансцендентальной психологии восприятия [22–24] потребо-
валась А.И. Миракяну в связи с тем, что на основании проведенных им исследова-
ний восприятия он был вынужден постулировать такой адиафорный непродуктный 
характер механизмов непосредственно-чувственного восприятия и обозначить эти 
процессы как формопорождающие [30].

В целом эти перцептивные процессы адиафорны в том смысле, что они специфи-
чески порождают новые структуры и формы, безразличные к этим продуктам процес-
сов и характеристикам продуктов. Это также означает, что собственная перцептив-
ная система не манифестирует свои механизмы феноменологически в нормальных 
условиях ее функционирования. В этом случае экспериментальные исследования 
должны отказаться от традиционной экологической валидности, которая относится к 
способности обобщать результаты исследований в искусственных условиях на реаль-
ные условия. Проявления внутренних механизмов не могут в этом случае естествен-
но возникать в пределах функционального диапазона восприятия. Чтобы увидеть 
явления, связанные с этими механизмами, необходимо вывести систему из ее есте-
ственного функционального диапазона. Таким образом, исследование адиафорных 
систем, по-видимому, требует нового типа экспериментирования, направленного на 
выявление работы гипотетических модельных принципов в особых условиях [5].

Следует отметить, что свойством адифорности, по-видимому, обладают и другие 
психологические процессы. Более того ситуацию можно обобщить, поскольку про-
цессы, носящие особый структурно-порождающий характер, обычно характеризуют 
переходы между системообразующими структурами, изучаемыми разными иерархи-
чески взаимосвязанными науками [21, 43]. Процессуальные механизмы здесь также 
не зависят от явленных свойств их частей или продуктов. 

Например, рассмотрим гипотетический процесс образования поваренной соли 
(хлористого натрия) из натрия и хлора. Можно утверждать, что знание химических 
молекулярных свойств хлористого натрия или его ингредиентов не позволит понять, 
как получить из двух этих ингредиентов поваленную соль. Реальный механизм этой 
реакции лежит на физическом уровне и требует знания устройства соответствую-
щих атомов.

Таким образом, идея формопорождения, выдвинутая при изучении психических 
процессов восприятия, важна и методологически с точки зрения ее более широких 
обобщений и выделения в системологии отдельного класса адиафорных структур-
но-порождающих процессов. Механизмы этих процессов не зависят от явленных 
особенностей их частей или продуктов и специфичны для процесса перехода между 
системообразующими структурами, изучаемыми разными иерархически взаимосвя-
занными науками [4, 21, 36].
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе рассмотрения модельного отношения [44, 45] рассмотрены онтологи-
ческий и эпистемологический (гносеологический) аспекты моделирования сложных 
систем.

Модельное отношение позволяет осуществлять сравнение систем и их моделей, 
а также переходить к отношениям измерения в случае, когда каузальные процессы 
заменяются относительно стабильными отношениями между частями (свойствами) 
внутри исходной системы.

Онтологический аспект моделирования связан со сложностью моделируемой си-
стемы. Качественное увеличение этой сложности в импредикативных системах по-
зволяет говорить о них как о сверхсложных системах [42]. 

В эпистемологическом плане на основе подхода трансцендентальной психологии 
восприятия [1, 2, 22–24] дано определение порождающих (формопорождающих) си-
стем, как адиафорных систем, чьи механизмы, как правило, не проявляют себя в по-
рождаемых формах, структурах и продуктах. Адиафорность исследуемых процессов 
прямо не зависит от онтологической сложности моделируемой системы и означает, 
что эти системы порождают новые структуры и формы независимо от каких-либо 
свойств, представленных в них, или производимых ими частей и продуктов. Пред-
ставляется, что адиафорные системы могут иметь место при рассмотрении процессов 
перехода между системообразующими формопорождающими структурами, изучае-
мыми разными иерархически взаимосвязанными науками.

Представленные в статье результаты имеют методологическое значение для си-
стемологии и практики разработки системных моделей и подходов к исследованию 
сложных и сверхсложных систем и, в частности, порождающих или формопорожда-
ющих систем.
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Based on the consideration of the modelling relation proposed by R. Rosen, the article 
presents ontological and epistemological aspects of modeling causal system processes. 
The modelling relation makes it possible to compare systems and their models, and 
also allows to proceed to the definition and well-known formalization of measurement 
processes. The considered ontological aspect of modeling includes the concept of 
complex systems and, in the case of impredicative systems, allows us to speak about 
the allocation of a qualitatively more complex class of supercomplex systems. In 
epistemological terms, based on the provisions of transcendental psychology, the 
definition of generating (form-generating) systems is given as adiaphoric systems, 
whose mechanisms, as a rule, do not manifest themselves in generated forms and 
products. The adiaphoric nature of the processes under study does not directly depend 
on the ontological complexity of the modeled system and means that the system 
generates new structures and forms, regardless of any manifested properties or 
produced parts and products. Adiaphoric systems can take place when considering 
the processes of transition between backbone form-generating structures studied by 
various hierarchically interconnected sciences.
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Разработана структурная схема и представлено описание биоинспирированного 
квазимолекулярного алгоритма сценарного анализа динамики вариационных 
рядов. На основе этого алгоритма разработан и верифицирован комплекс 
пессимистических, инерционных и оптимистических сценариев связи поисковой 
активности интернет-пользователей и общей заболеваемости коронавирусной 
инфекцией. Оценены корреляционные связи между интенсивностями 
поисковых обращений по теме «дистанционное обучение» относительных 
частот поисковых обращений по различным коммуникативные информационно-
технологическим платформам. Установлено, что распространение поисковых 
обращений интернет-пользователей по коронавирусной ассоциированной 
тематике имеет характер цепного разветвленного процесса, что свидетельствует 
о феномене «инфодемии COVID-19». 

Ключевые слова: прогнозирование, сценарный анализ, дистанционное 
обучение, биоинспирированный алгоритм, COVID-19.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Современная жизнь стремительно усложняется. Как следствие, все более актуали-
зируется принятие решений в условиях повышенного уровня неопределенности [1].  
Наиболее сложные из такого рода ситуаций стали относить к трудно прогнозируе-
мым и даже непрогнозируемым (была даже разработана теория, получившая назва-
ние «Чёрный лебедь» [2]). 

Для принятия обоснованных решений необходимо иметь представления об аль-
тернативных гипотетически возможных вариантах развития сложившейся ситуации 
в будущем (сценариев) и оценивать вероятность реализации каждой из них [3, 4].

Глобальная эпидемия COVID-19 обусловила весьма существенное воздействие 
на социальные, политические, социально-экономические, социотехнические, соци-
окультурные и другие аспекты жизни современного общества, что побуждает к ак-
тивизации исследований в области прогнозирования развития земной цивилизации в 
целом и формирования сценариев последствий такого масштаба событий, в частно-
сти. Одной из перспективных платформ такого рода исследований является активно 
развиваемый в рамках системного анализа так называемый сценарный подход [5]. 
Среди инструментов сценарного подхода выделим, как наиболее подходящий, на 
наш взгляд, сценарный анализ по Р. Шварцу [6]. Его основные этапы следующие: 
–	 определение фокуса исследования;
–	 указание ключевых факторов микросреды (внутренних характеристик);
–	 определение движущих сил макросреды (внешних факторов);
–	 ранжирование определенных внешних и внутренних факторов по степени их важ-

ности;
–	 выбор «логики»/способа генерации сценариев на основе подготовленных данных;
–	 конкретизация сценариев;
–	 рассмотрение последствий построенных сценариев.

Исследователи обратили внимание, что в период эпидемии COVID-19 произошли 
существенные трансформации устоявшихся процессов в сфере образования. Связаны 
ли эти события или нет? Если да, то в какой мере и каковы последствия этого? 

Замечено, что условиях глобальной эпидемии COVID-19 резко возрос поток по-
исковых запросов пользователей по тематике, связанной короновирусной инфекци-
ей. Этот факт побудил выдвинуть гипотезу о том, что полученная при анализе такого 
рода запросов информация может служить полезным источником для разработки 
средств прогнозирования медико-биологических, социальных и социально-экономи-
ческих причин различного рода социальных турбулентностей. 

В этой связи была поставлена задача разработки и обоснования биоинспириро-
ванного алгоритма анализа сценариев распространения поисковых обращений поль-
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зователей, относящихся к области дистанционного обучения, в условиях пандемии 
COVID-19.

2. БИОИНСПИРИРОВАННЫЙ КВАЗИМОЛЕКУЛЯРНЫЙ 
АЛГОРИТМ СЦЕНАРНОГО АНАЛИЗА

Для набора исходной информации в русскоязычном сегменте интернет-простран-
ства были выявлены и зафиксированы данные о динамике поисковых обращениях 
по тематическому кластеру «Дистанционное образование». При этом были исполь-
зован веб-сервис контекстной рекламы портала Google (https://ads.google.com), а 
также общедоступных сервисов Wordstat.Yandex.by (https://wordstat.yandex.by) за 
период с июля 2020 г. по август 2021 г. и GoogleTrends.com (https://trends.google.ru) 
за период с августа 2016 г. по июль 2021 г. На степень связи «дистанционное об-
учение», как ключевой темой, были также исследованы относительные показатели 
поисковых обращений по темам «электронное обучение», «online обучение», «анти-
вирус», «Telegram», «Viber», «COVID-19», «Zoom», «Discord», «Moodle», «Skype», 
«Windows», «Linux», «Википедия», «мемы», «самоизоляция» и др.

Факторами, оказывающими наиболее существенное влияние на динамику поис-
ковых обращений по теме «дистанционное обучение», оказались: «Антивирус», «Ви-
кипедия», «Самоизоляция», «Мемы», «Moodle», «Skype», «Windows», «Zoom». 

С помощью критериев Колмогорова-Смирнова и критерия Лиллиефорса был про-
веден анализ соответствия построенных вариационных рядов нормальному распре-
делению осуществлен, который показал удовлетворительное соответствие исследуе-
мых вариационных рядов нормальному распределению.

Исходные данные были обработаны с помощью комплексного метода корреляци-
онно-регрессионного анализа с использованием критерия Пирсона, включая постро-
ение множественных линейных регрессионных моделей (МЛРМ), а также метода 
сценарного анализа с формированием оптимистического, базового (инерционного) 
и пессимистического сценариев. Для прогнозирования тенденций динамики поис-
ковых обращений был использован метод экспоненциального сглаживания, а также 
основные положения теории аппроксимации [7].

Для прогнозирования связи заболеваемости COVID-19 с поисковой активностью 
интернет-пользователей был использован как традиционный подход, основанный 
на возможностях корреляционно-регрессионного аналитического моделирования 
(КРАМ), а также биоинспирированные методы и алгоритмы, включая впервые разра-
ботанный биоинспирированный квазимолекулярный алгоритм (БКМА). 

В рамках данного подхода использована «гибридизация сценариев» с конвер-
сией структурных коэффициентов при независимых переменных в МЛРМ из де-
сятичной в бинарную форму и обратно. Полученные таким образом варианты для 
каждого сценария («гибриды») подвергались селекции по критериям минимума и 
максимума. Были получены «максимальные» (max, «макси»), «минимальные» (min, 
«мини»), усредненные варианты сценариев («миди»), а также гибридные варианты  
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оптимистического (optimistic – O), базового (basic – B) и пессимистического (pessi-
mistic – P) сценариев. 

Одним из методологических оснований БКМА является «сценарный крест». Этот 
методологический инструмент, как показано на рисунке 1 включает четыре различных 
сценария, базирующихся на взаимодействии двух неопределенностей (А) и (Б) [8].

Рис. 1. «Сценарный крест».

При этом БКМА формирует пространство сценариев прогнозной динамики вре-
менных рядов, например, характеризующих частоту COVID-ассоциированных поис-
ковых обращений интернет-пользователей. После конверсии из десятичной формы в 
бинарную такие «молекулы-мономеры» подвергаются преобразованию, которое ана-
логично изомеризации природных органических биомолекул с образованием двух 
зеркальных изомеров, каждый из которых может быть представлен в цис- или транс 
форме сцепления. При этом на основе одного исходного структурного коэффициента 
для каждой независимой переменной могут быть получены четыре варианта-«изо-
мера», что в целом, соответствует методологическому подходу «сценарный крест». 
При этом пространственная хиральная изомеризация может быть реализована с по-
мощью зеркальной изомеризации – «mirror»-эффекта, а цис-/транс-изомерия может 
быть осуществлена путем инверсии бинарного кода с заменой «1» на «0» и наоборот. 
После обратной конверсии – из бинарной формы в десятичную – можно получить 
квартет значений каждого структурного коэффициента для каждой независимой пе-
ременной в модели множественной линейной регрессии. После этого целесообразна 
селекция наибольших (макси-), минимальных (мини-) и средних, или средневзве-
шенных (миди-) значений каждого структурного коэффициента для каждой незави-
симой переменной. 

Далее путем гибридизации формируется популяция, содержащая три группы 
МЛРМ: макси-, миди- или мини-коэффициенты при независимых переменных. Тем са-
мым формируется «целевой сценарий» (ЦС), который может включать как мини-, так и 
миди-, так и макси-коэффициенты при различных структурных переменных в МЛРМ. 

На рисунке 2 представлена структурная схема биоинспирированного алгоритма 
формирования, изомеризации, гибридизации и селекции прогнозных сценариев ди-
намики вариационных рядов. 

 

«Сценарный крест», состоящий из четырех разных сценариев, 
базирующихся на двух неопределенностях 
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Рис.2. Структурная схема биоинспирированного алгоритма формирования, изомеризации, 
гибридизации и селекции прогнозных сценариев динамики вариационных рядов.

Популяции МЛРМ могут быть подвергнуты селекции по критерию соответствия 
ЦС. Соответствующие «полимерные биомолекулы» отбираются, сохраняются и 
используются для формирования прогностических сценариев в дальнейшем, а не  
соответствующие – элиминируются из общей популяции. На рисунке 3 представлена 
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структурная схема формирования прогнозных сценариев на основе метода биоин-
спирированного сценарного анализа.

Рис. 3. Структурная схема формирования прогнозных сценариев  
на основе множественных линейных регрессионных моделей. 
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Для реализации сценарного анализа на основе БКМА разработано программное 
обеспечение (ПО), включающее на основе объектно-ориентированной структуры  
с соблюдением принципов инкапсуляции наследования и абстракции.

При практической реализации ПО БКМА для обеспечения его совместимо-
сти с языком программирования Python реализована библиотека PyQt5. Данное 
ПО включает класс Ui_MainWindow, Controller, классы ConverterBase и Converter, 
ConverterBase, ExcelIO, ExcelIO, классы Correlation и ForwardSelection, а также про-
чие классы модели, которые находятся в пакете model. В качестве основной библио-
теки для работы с многомерными массивами была выбрана библиотека NumPy. 

Для вычисления коэффициентов сценариев при анализе временных рядов исполь-
зовался механизм минимизации скалярной функции нескольких переменных, где 
переменные – коэффициенты модели Холта-Винтерса, а кросс-валидация выступает 
в качестве непосредственно функции. По нашему мнению, для этих целей вполне 
подходит функция optimize.minimize из библиотеки SciPy. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТОВ

На основе применения методологии сценарного подхода и технологии БКМА были 
исследованы различные аспекты поисковой активности пользователей интернет- 
сервисов, касающиеся распространения медиаконтента различной направленности 
в условиях эпидемии COVID-19 в Республике Беларусь [9]. С помощью веб-серви-
са Yandex.WordStat.by выполнено исследование динамики поисковых обращений, 
связанных с тематическим локусом «дистанционное обучение» в период второй и 
третьей волны эпидемии коронавируса. Осуществлен корреляционный анализ ча-
стоты поисковых обращений с использованием интернет-пользователей в период  
c 27.07.2020 г. до 03.08.2021 г. Корреляционный анализ с использованием критерия 
Пирсона позволил установить следующие коэффициенты корреляции: по Пирсону 
(с P<0,05) между частотами поисковых обращений по тематическому локусу ДО,  
с одной стороны, и «электронное обучение» (r=0,56), «антивирус» (r=0,36), «Viber» 
(r =0,28), «COVID-19» (r= –0,03), «Zoom» (r=0,86), «Discord» (r= –0,46), «Moodle» 
(r=0,86), «Skype» (r=0,65), «мемы» (r=0,69), «Википедия» (r=0,67) и «Windows» 
(r=0,51), с другой стороны [10]. 

Кроме того, установлена достаточно сильная корреляция по частоте поисковых 
обращений по теме ДО и частотами поисковых обращений «электронное обучение» 
(r=0,63), «Zoom» (r=0,89), «Discord» (r= –0,50), «Moodle» (r=0,92), «Skype» (r=0,68), 
«мемы» (r=0,85), «Википедия» (r=0,75), «Windows» (r=0,60) и «Linux» (r=0,37). По-
казана сильная отрицательная корреляция между поисковыми обращениями в парах 
«COVID-19»–«Telegram» (r= –0,55) и «COVID-19»–«Viber» (r= –0,76). 

Вместе с тем, проанализирована динамика исследуемых поисковых обращений 
интернет-пользователей в период с 04.07.2021 г. до 25.07.2022 г. и осуществлено про-
гнозирование динамики временных рядов поисковых обращений интернет-пользова-
телей с помощью метода тройного экспоненциального сглаживания Холта-Винтерса. 
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Предложен прогнозный сценарий, основанный на достаточно сильной корреляцион-
ной связи поисковых обращениях по тематике ДО, с одной стороны, и поисковыми 
обращениями «антивирус» (r=0,45), «Zoom» (r=0,89), «Discord» (r= –0,50), «Moodle» 
(r=0,92), «Skype» (r=0,68), «мемы» (r=0,85), «Википедия» (r=0,75), «Windows» 
(r=0,60), с другой, среди русскоязычных интернет-пользователей. 

Анализ результатов прогнозирования позволяет предположить возрастание влия-
ния эпидемии коронавирусной инфекции на цифровую трансформацию технологий 
обучения, в направлении стабильного использования информационно-технологиче-
ских платформ «Zoom», «Discord», «Moodle», «Skype» (r=0,60). Это позволило пред-
положить, что в прогнозируемом периоде COVID-19 является фактором стимуляции 
заинтересованности интернет-пользователей в использовании для онлайн-обучения 
таких популярных мессенджеров, как «Viber» (r=0,61), «Telegram» (r= –0,58), «Ви-
кипедия» (r=0,75), «COVID-19» (r=0,23), «Linux» (r=0,37). В то же время, повышен-
ная отрицательная корреляция в парах «COVID-19»–«Telegram» (r= –0,55), а также 
«COVID-19»–«Viber» (r=–0,76) свидетельствует о возможной роли обращения к 
популярным мессенджерам «Telegram» и «Viber» в отвлечении внимания интер-
нет-пользователей от проблематики эпидемии COVID-19.

Таким образом, показано, что в прогнозируемом периоде с 04.07.2021 г. до 
25.07.2022 г. наиболее значимыми факторами, оказывающими существенное влияние 
на интенсивность поисковых обращений по тематике ДО, являются такие обращения 
как «антивирус», «википедия», «мемы», «самоизоляция», «электронное обучение», 
«COVID-19», «Discord», «Linux», «LMS» (Learning Management System), «Moodle», 
«online-обучение», «Skype», «Telegram», «Viber», «Windows», «Zoom». 

В дальнейшем с помощью технологии БКМА были разработаны, обоснованы и 
исследованы пессимистические, инерционные и оптимистические сценарии связи 
поисковой активности интернет-пользователей и общей заболеваемости коронави-
русной инфекцией. Анализ полученных сценариев позволяет предположить нали-
чие сложных причинно-следственных связей между частотой поисковых обращений 
интернет-пользователей по тематике ДО и технологий социальных интернет-комму-
никаций. 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе проведенных исследований можно сделать следующие выводы.
1.	 Разработан биоинспирированный квазимолекулярный алгоритм, в котором лю-

бой сценарий, представленный уравнением множественной линейной регрессии, 
рассматривается как полимерная молекула, а структурные коэффициенты при не-
зависимых переменных – как отдельные мономеры, которые могут подвергаться 
изомеризации, гибридизации, модификации и селекции. 

2.	 Анализ полученных результатов свидетельствует об улучшении работы предло-
женного биоинспирированного квазимолекулярного алгоритма для генерации 
сценариев прогнозной динамики временных рядов комплексных данных по срав-
нению с традиционным подходом, основанном на корреляционно-регрессионном 
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анализе. При этом улучшение качества сценарного анализа для формирования 
прогнозных сценариев составляет от 24 % до 78 % в зависимости от сложности 
сценария, а по времени прогнозирования – от 62 % до 387 % анализа и прогнози-
рования по сравнению с традиционным подходом [10]. 

3. 	 На основе вышеназванного алгоритма разработаны 287 множественных линей-
ных регрессионных моделей сценариев прогнозной динамики временных рядов 
поисковых обращений интернет-пользователей с использованием данных веб- 
сервисов GoogleTrends.com (https://trends.google.com/) и WordstatYandex.by 
(https://wordstat.yandex.by/) по тематическим локусам «ДО», «электронное об-
учение», «online-обучение», «антивирус», «Telegram», «Viber», «COVID-19», 
«Zoom», «Discord», «Moodle», «Skype», «мемы», «википедия», «Windows», 
«Linux», «самоизоляция» в русскоязычном сегменте Сети в локации Республи- 
ки Беларусь в период с 04.07.2021 г. до 25.07.2022.

4. 	 Установлено, что распространение поисковых обращений интернет-пользовате-
лей по COVID-19-ассоциированной тематике имеет характер цепного разветвлен-
ного процесса, что косвенно указывает на быстрое распространение такого фено-
мена, как «инфодемия COVID-19», в пространстве интернет.
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Представлен метод построения адаптивных диагностических оценок с помощью 
идентифицируемых вероятностных марковских моделей, обеспечивающий  
индивидуальные траектории тестирования испытуемых путѐм обоснованного  
выбора оптимальной последовательности предъявления заданий. Особенностями  
применяемого адаптивного подхода являются: выявление и использование при 
построении расчѐтных оценок временнóй динамики изменения способности 
справляться с заданиями; возможность учѐта времени, затрачиваемого на  
выполнение заданий; меньшее по сравнению с другими подходами число заданий, 
которое следует предъявлять, – что обеспечивает представленному подходу  
преимущества перед аналогами. Рассмотрен новый подход к решению задач  
диагностики путем свѐртки прикладных марковских моделей в квантовые  
представления, что позволяет выявлять структуру процесса выполнения заданий  
с помощью квантового спектрального анализа и использовать при формировании 
диагностического решения только существенную информацию, повышая  
надѐжность результатов.  
 
Ключевые слова:  марковские модели,  квантовые представления, психологиче-
ская диагностика, адаптивное тестирование. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
В последние годы выросла популярность различных форм психологических ди-

агностик, охватывающих, в широком смысле, практически все формы и способы 
передачи знаний, умений и навыков с помощью информационных и коммуникац и-
онных технологий. Подходы к психологической диагностике имеют как известные 
преимущества, так и недостатки, наиболее значимые из которых обусловлены о т-
сутствием эффективной адаптации диагностического процесса к индивидуальным 
особенностям и возможностям его участников. Проблемы, связанные с адаптацией 
такого рода, сложны для решения и наиболее актуальны при диагностике неформа-
лизуемых умений и навыков. Существующие средства организации электронной 
диагностики, включая системы управления обучением и учебным контентом, обхо-
дят рассматриваемую проблему, решая более доступные задачи. Причина этого 
заключается, в первую очередь, в трудностях формализации и отсутствии подходя-
щего математического аппарата.  

Указанные проблемы сделали актуальной разработку новых подходов. В 2010–
2012 годах был разработан метод адаптивного тестирования [1-3], построенный на 
применении идентифицируемых марковских моделей  с непрерывным временем и 
байесовской классификации . Как развитие этого результата, в 2017 году предложен 
новый вариант марковской модели адаптивного тестирования с дискретным врем е-
нем [4], предполагающий оценки конструктов с использованием предельных рас-
пределений вероятностей пребывания в состояниях, вычисленных с помощью ма т-
риц вероятностей перехода.  

Различные возможности марковских процессов для решения диагностических, 
прогностических и других задач подробно рассмотрены в работах [5, 6, 7–10], где 
разработаны многочисленные решения, реализованные в различных областях, та-
ких как инженерия, психологический анализ данных, системы поддержки принятия 
решений, адаптивное тестирование и обучение, прикладное управление мультиа-
гентными системами. Однако, диагностика на основе процессов такого типа требу-
ет обычно детальной информации о наблюдаемых переходах между многочисле н-
ными состояниями и поэтому нуждается в огромном числе эмпирических данных, 
которых часто нет (подходящие примеры можно найти в [7]). Эти причины форми-
руют запрос на разработку более эффективных математических представлений в 
исследуемых областях применения. 

Применение квантовых представлений, аналогичных тем, что были в работах 
[11–12], для моделирования поведения марковских процессов при решении диагно-
стических задач может дать требуемое решение благодаря тому, что такие кванто-
вые структуры являются обобщением традиционных вероятностных конструкций 
(поэтому они лучше отвечают имеющимся результатам наблюдений), а число нео б-
ходимых кубитов обычно намного меньше, чем число состояний соответствующей 
марковской модели. Следуя субъективной интерпретации вероятностной констру к-
ции вместо частотной, этот подход дает новую гибкую форму для представления 
поведения прикладных вероятностных систем, что существенно расширяет воз-
можности их анализа. 

В статье рассмотрен новый подход к решению задач диагностики путем свѐртки 
прикладных марковских моделей в квантовые представления, что позволяет выяв-
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лять структуру процесса выполнения заданий с помощью квантового спектрального 
анализа. 

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  
ДИАГНОСТИЧЕСКОЙ ПРОЦЕДУРЫ 

Для реализации диагностических процедур применяется марковский процесс с 
дискретными состояниями и непрерывным временем [13-14], для которого известны 
начальные распределения вероятностей и наблюдаемые частоты нахождения в состо-
яниях процесса       в контрольные моменты времени {  }            где   – индекс 
состояния,   – число моментов времени, для которых известны частоты  Fi,d , 0 ≤ td ≤ T, 
T – конечный момент времени. Интенсивности переходов между состояниями явля-
ются идентифицируемыми параметрами рассматриваемых моделей.  

Полагается, что каждый испытуемый имеет одну из заданных оценок диагно-
стического уровня с индексами   {     }. Вероятности пребывания в состояниях 
процесса, как функции времени, определяются следующей системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений Колмогорова в матричной форме:  

      
               

где      , {xi}i=0,…,n и  {xi*}i=0,…,n – состояния марковского процесса,       пред-
ставляет вероятности пребывания в состояниях процесса для определенного уровня 
подготовки испытуемого  ,       ‖       ‖ – матрица, имеющая размер 

    ,                                               , 
   (                                           )

 
 

– упорядоченное множество интенсивностей переходов между состояниями пр о-
цесса для уровня подготовки испытуемого  .  

Для определения того, как вероятности пребывания в состояниях изменяются со 
временем, используется марковский процесс, представляющей собой конечную 
цепь из 2n+2 состояний (Рисунок 1). Состояния xk и xk* соответствуют фрагментам 
заданий, представляющим kые содержательные уровни процесса оценки. Для каждо-
го k  может быть определен свой собственный адаптирующийся к возможностям 
испытуемого набор заданий с релевантным содержанием.  

 
Рис. 1. Марковский процесс с дискретными состояниями и непрерывным временем,  

представляющий динамику оценки: {xi}i=0,…,n и {xi*}i=0,…,n   – состояния процесса, 
     (                                           )

 
 – упорядоченное множество  

интенсивностей переходов между состояниями для уровня подготовки испытуемого  . 
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Когда испытуемый находится в состоянии xk, назначенное для выполнения те-
стовое задание адаптивно выбирается из множества возможных вариантов, соответ-
ствующих данному состоянию. Каждое задание имеет свои ограничения, в том чис-
ле по времени выполнения. 

Переходы между состояниями определяются следующими правилами, обеспе-
чивающими для испытуемого адаптивность диагностической процедуры: 
 если испытуемый, пребывая в состоянии xk, выполняет соответствующее зада-

ние правильно и не нарушает временные или другие ограничения, связанные  
с этим заданием, выполняется переход в состояние xk+1 ; 

 если испытуемый, пребывая в состоянии xk, выполняет соответствующее зада-
ние неправильно и не нарушает временные или другие ограничения, связанные  
с этим заданием, пребывание в состоянии xk продолжается; 

 если испытуемый, пребывая в состоянии xk, выполняет соответствующее зада-
ние правильно, но нарушает временные или другие ограничения, связанные  
с этим заданием, выполняется переход в состояние xk*; 

 если испытуемый, пребывая в состоянии xk*, при выполнении задания нару-
шает временные или другие ограничения, связанные с этим заданием, либо 
выполняет соответствующее задание неправильно и не нарушает временные 
или другие ограничения, связанные с этим заданием, пребывание в состоя-
нии xk* продолжается; 

 если испытуемый, пребывая в состоянии xk*, выполняет соответствующее зада-
ние правильно и не нарушает временные или другие ограничения, связанные  
с этим заданием, выполняется возвращение в состояние xk .  
Полагается, что в начальный момент времени испытуемый находится в состоя-

нии x0. Функционально состояния xk* выполняют роль своего рода «ловушек» для 
тех испытуемых, которым не удаѐтся уложиться в заданные лимиты времени или 
другие ограничения при выполнении заданий.  

Зная состояние процесса, в котором испытуемый в определенный момент вре-
мени оказывается после выполнения текущего задания, а также соответствующие 
прогнозируемые вероятности пребывания в состояниях процесса, которые можно 
рассчитать с помощью уравнений Колмогорова для каждого диагностического 
уровня, с помощью формулы Байеса оцениваются апостериорные вероятности диа-
гностических уровней подготовки экипажа:  

    |      
           |   

∑            |    
   

  

где     – событие, состоящее в том, что испытуемый обладает lой оценкой диагно-
стического уровня (  {     }),      – событие, состоящее в том, что испытуемый 
находится в указанном состоянии процесса в указанный момент времени,       – 
априорная вероятность того, что испытуемый обладает lой оценкой диагностическо-
го уровня,       |    – вероятность пребывания в указанном состоянии процесса в 
указанный момент времени при условии, что испытуемый обладает lой оценкой диа-
гностического уровня,     |      – вероятность того, что lая оценка диагностиче-
ского уровня соответствует испытуемому, который находится в указанном состо я-
нии процесса в указанный момент времени. 



Kuravsky L.S., Yuryev G.A., Yuryeva N.E., Isakov S.S., Nesimova A.O., Nikolaev I.A. 
Adaptive Technology of Psychological Diagnostics Based on the Markovian and… 

Modelling and Data Analysis 2022. Vol. 12, no. 4.

41

Куравский Л.С., Юрьев Г.А., Юрьева Н.Е., Исаков С.С., Несимова А.О., Николаев И.А.  
Адаптивная технология психологической диагностики на основе марковских и…  
Моделирование и анализ данных. 2022. Том 12. № 4.  

Оценка диагностического уровня, при которой достигается наибольшее знач е-
ние условной апостериорной вероятности       |           {    |     }        
является искомой.  

Процесс обхода состояний рассматриваемых марковских процессов прерывае т-
ся, если указанное выше наибольшее значение условной апостериорной вероятно-
сти        |       превысит все оставшиеся значения апостериорных вероятностей  
{    |     }        не менее чем на установленное критическое значение     . После 
этого адаптивная оценка диагностического уровня устанавливается по текущему 
результату.  

Параметры марковского процесса    (    
          

      
        

      
        

 )  
идентифицируются по наблюдаемым и прогнозируемым гистограммам, предста в-
ляющим распределения частот пребывания в состояниях процесса. Вычисляются 
оценки этих параметров, обеспечивающие наибольшее согласование между наблю-
даемыми и прогнозируемыми частотами пребывания в контрольных состояниях 
процесса в заданные моменты времени, а именно: определяется множество инте н-
сивностей переходов между состояниями   , которому соответствует наименьшее 
значение статистики Пирсона:  

        ∑ ∑ [
(             )

 

        
 
(               )

 

         
]  

 

   

   

   
 

где    ∑              
   ,            – наблюдаемые частоты пребывания в состоя-

ниях процесса в моменты времени {  }          . Эта статистика используется для 
проверки статистической гипотезы о том, что набор прогнозируемых частот попа-
дания в состояния значимо не отличаются от соответствующего набора наблюдае-
мых частот [13, 15–24], и представляет собой меру согласования применяемой м а-
тематической модели с наблюдениями.  

Для решения данной задачи идентификации разработан специальный численный 
метод [17]. При ограниченном объѐме эмпирических данных интенсивности пер е-
ходов между состояниями могут приближѐнно оцениваться как обратные величины 
к средним интервалам времени между двумя смежными переходами в соответству-
ющем направлении [14], что является наиболее практичным решением в случае 
эмпирических данных ограниченного объѐма.   

Работа с эмпирическими данными показала, что использование для построения 
байесовских оценок диагностического уровня вероятностей пребывания в парах 
состояний «      »             (т.е. состояний вместе с соответствующими им 
состояниями-«ловушками») обеспечивает существенно более высокий уровень дис-
криминации между оцениваемыми уровнями, чем в случае использования вероят-
ностей пребывания в состояниях, вычисленных раздельно. 

3. ИЛЛЮСТРАТИВНЫЙ ПРИМЕР  
Например, если в модели используется 7 пар состояний, соответствующих по-

следовательным этапам диагностической процедуры, приведѐнная выше в матрич-
ной форме система обыкновенных дифференциальных уравнений Колмогорова, 
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определяющая динамику пребывания в состояниях марковского процесса, при -
обретает вид:  

{
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
    

     
                

    
               

   
   
       

                        
    
               
            

   
     

                
    
               

 

(обозначения см. выше).  

В качестве иллюстрации, в случае трѐх вариантов диагностической оценки, эм-
пирические данные прохождения одного из тестов привели к временной динамике 
вероятностей пребывания в состояниях марковского процесса, представленной на 
Рисунках 2–4.  

 
Рис. 2. Временная динамика вероятностей  

пребывания в сдвоенных состояниях марковского процесса в случае  
испытуемых, соответствующих диагностическому уровню 1. 
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Рис. 3. Временная динамика вероятностей пребывания  
в сдвоенных состояниях марковского процесса в случае испытуемых,  

соответствующих  диагностическому уровню 2. 

 

Рис. 4. Временная динамика вероятностей пребывания  
в сдвоенных состояниях марковского процесса в случае испытуемых,  

соответствующих диагностическому уровню 3. 

Построение диагностической оценки проиллюстрировано на Рисунке 5 с помо-
щью расчѐтной диаграммы для сдвоенных состояний. Приведѐнная оценка вычис-
лялась для состояния процесса   , в котором испытуемый находился в контрольный 
момент времени (3-я минута выполнения теста). Для повышения качества дискри-
минации, использовались вероятности пребывания в паре состояний «      ». 
Текущая оценка, соответствующая контрольному моменту времени – уровень 3.  

 

нахо
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Рис. 5. Построение байесовской диагностической оценки на 3-й минуте  
выполнения тестовых заданий с помощью графиков вероятностей пребывания  

в состояниях соответствующего марковского процесса. 

4. ПОСТРОЕНИЕ КВАНТОВЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ  
ДЛЯ АНАЛИЗА ДИНАМИКИ МАРКОВСКИХ ПРОЦЕССОВ 
Применение квантовых представлений для анализа марковских процессов при 

решении диагностических задач может дать необходимое решение благодаря тому, 
что такие квантовые структуры являются обобщением традиционных вероятностных 
конструкций (поэтому они лучше отвечают имеющимся результатам наблюдений). 
Следуя субъективной интерпретации вероятностной конструкции вместо частотной, 
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этот подход дает новую гибкую форму для представления поведения прикладных 
вероятностных систем, что существенно расширяет возможности их анализа. 

Для представления динамики поведения исследуемой системы использу ются 
марковские процессы с дискретными состояниями и дискретным временем , при 
этом вероятности перехода из состояния в состояние являются параметрами модели. 
Переход к указанному варианту марковских процессов от рассмотренных выше 
процессов с непрерывным временем очевиден: функциональные зависимости       
преобразуются в соответствующие ряды путѐм дискретизации с заданным 
постоянным временным шагом.  

Динамика вероятностей пребывания в состояниях марковского процесса 
определяется следующим матричным уравнением:  

         , 
где значения индекса   {       } соответствуют дискретным моментам времени 
в основной шкале; вероятности пребывания в состояниях в момент времени   
представляются как               𝐺𝐺  ; 𝐺𝐺 – количество состояний марковского 
процесса;    ‖𝑢𝑢    ‖  – стохастическая матрица размера 𝐺𝐺 × 𝐺𝐺 вероятностей 
перехода между состояниями, в которой 𝑢𝑢     – вероятность перехода из состояния 𝑗𝑗 
в состояние  . Каждому  состоянию марковской цепи взаимнооднозначно 
соответствует определѐнная область (ячейка) комплексной плоскости, по которой 
перемещаются собственные значения матриц 𝐓𝐓 . 

Преобразование марковских моделей в квантовые представления позволяет вы-
явить структуру исследуемых процессов с помощью квантового спектрального ана-
лиза [25–26]. Результаты этого анализа, подобно анализу функций с помощью пр е-
образования Фурье, выражают внутреннюю структуру случайного наблюдаемого 
процесса в частотной области. Они, в свою очередь, могут быть использованы для 
последующего углублѐнного анализа поведения квантовой системы. Накопленный 
эмпирический опыт показывает, что такой подход существенно увеличивает коли-
чество полезной и значимой информации о поведении исследуемой системы по 
сравнению с марковскими процессами.  

Чтобы представить прикладной марковский процесс данного типа для решения 
диагностической задачи, используется набор   кубитов {|  ⟩}      , размер и вели-
чина которого определяются количеством распознаваемых состояний. Полу ченное 
представление кубитов отражает переходы между кластерами состояний, число 
которых значительно меньше числа состояний исходной марковской модели. Кла-
стеры распознаваемых состояний определяются на основе эмпирических данных, 
содержащихся в матрице вероятностей переходов, элементами которой являются 
выборочные оценки вероятностей переходов между состояниями марковской моде-
ли, преобразуемой посредством процедуры многомерного шкалирования.  

Таким образом, этапами свѐртки марковского процесса в систему куб итов явля-
ются как многомерное шкалирование [27–30] для получения определѐнного пред-
ставления состояний марковской модели в пространстве шкалирования, так и после-
дующий кластерный анализ [28–29] для формирования кластеров объединѐнных со-
стояний этой модели. Пары состояний марковской модели, которые имеют бóльшие  



Куравский Л.С., Юрьев Г.А., Юрьева Н.Е., Исаков С.С., Несимова А.О., Николаев И.А. 
Адаптивная технология психологической диагностики на основе марковских и… 
Моделирование и анализ данных. 2022. Том 12. № 4.

46

Kuravsky L.S., Yuryev G.A., Yuryeva N.E., Isakov S.S., Nesimova A.O., Nikolaev I.A.  
Adaptive Technology of Psychological Diagnostics Based on the Markovian and… 

Modelling and Data Analysis. 2022. Vol. 12, no. 4. 

вероятности взаимных переходов, в результате выполнения указанной процедуры 
располагаются в пространстве шкалирования ближе друг к другу. 

По сравнению с исходным марковским процессов предлагаемое пр едставление 
имеет преимущества в двух аспектах: за счет уменьшения размерности задачи (чис-
ло кубитов определяется числом кластеров и поэтому в несколько раз меньше числа 
состояний в исходном марковском процессе) и использования более обобщенного и 
гибкого квантового представления вероятности [25–26]. Каждое квантовое пред-
ставление соответствует одному из кластеров, выявленных в результате проведен-
ного кластерного анализа. Оптимальное количество кластеров может быть опреде-
лено с использованием информации об эффективности решения рассматриваемой 
прикладной задачи [26]. Благодаря кластеризации для принятия диагностического 
решения используется только существенная информация. 

Для рассматриваемых квантовых систем наблюдаемой величиной является пр е-
бывание марковского процесса в кластере заданных состояний. Поэтому ее наблю-
даемые значения могут быть представлены биполярными константами типа либо 1 
(марковский процесс находится внутри набора заданных состояний), либо -1 (мар-
ковский процесс без этого набора состояний). 

Исследуемые марковские процессы могут быть выражены с помощью кубито-
вых представлений пребывания в соответствующих кластерах состояний, а именно: 
вероятностная структура, представляемая кубитами, должна содержать несколько 
кластеров состояний, причем рассматриваемый процесс в любой момент времени 
находится в одном и только одном из M рассматриваемых кластеров. 

Пребывание процесса в кластере состояний   (         ) представлено 
кубитом |     ⟩=     |  ⟩       |  ⟩, где   – время; векторы |  ⟩ и |  ⟩ образуют 
основу кластера состояний, векторы которого должны быть выбраны в качестве 
результатов измерений, полученных путем проецирования;      ,         (  
                           ); |     |  |     |   , где |     |  рассматри-
вается как вероятность пребывания в кластере состояний   в соответствии с прави-
лом Борна, |     |  рассматривается как вероятность не остаться в кластере состоя-
ния   (то есть остаться в любом другом доступном кластере системы 𝑗𝑗   , кото-
рый не совпадает с кластером  ) в соответствии с правилом Борна.  
Векторы |  ⟩ и |  ⟩ должны быть получены в виде результатов наблюдения, а 
именно: каждое проведенное измерение дает или |  ⟩  или |  ⟩ с двумя очевидными 
эквивалентными условиями нормализации, следующими из приведенных выше 
определений       и      : 

∑ |     |    
     , |     |  ∑ |     |

 
   . 

Используя подход фон Неймана к интерпретации измерений [31], отличия от 
выраженных квантовых систем определяются с помощью следующих преобразова-
ний нормализации    для выполнения заданных условий для       и       (  
       ), которые выполняются при измерении: 
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        |  ⟩       |  ⟩ 

 
     

√∑ |     |
    

   

|  ⟩             √  
|     | 

∑ |     |
    

   
|  ⟩   

Как отмечается в [25–26], эти преобразования нормализации делают представ-
ленные кубиты запутанными при измерении (EM) . Вся совокупность представлен-
ных кубитов, запутанных измерением, называется EM-квантовой системой. Нор-
мализация, о которой идет речь, формирует ограничение, накладываемое рассмат-
риваемыми приложениями. Фактически данные кубиты используются как зонды, 
которые получают информацию о состоянии системы и формируют фон для диа-
гностических выводов. 

Каждый кубит |     ⟩ рассматривается как формальная квантовая структура, 
эволюция которой в замкнутом режиме описывается некоторым унитарным опе-
ратором эволюции           -й квантовой системы: 

|         ⟩=        |      ⟩, 
где |      ⟩ – текущее состояние исследуемой замкнутой системы в момент време-
ни   , |         ⟩ – последующее состояние той же замкнутой системы в момент 
времени     . 

Оператор           унитарной эволюции, который отвечает за эволюцию си-
стемы в течение малого промежутка времени ∆t – от |      ⟩ в момент времени    
до |          ⟩ в момент времени      , – можно выразить как         
     , где    – оператор Гамильтона (гамильтониан) k-й квантовой системы;   – 
оператор тождества. Это выражение вытекает из непрерывности оператора 
         , причем         является его главной линейной частью приращения. 

Если гамильтониан    установлен, то полное поведение k-го рассматриваемого 
кубита определяется с помощью решения уравнения Шрѐдингера: 

 
  

                     . 

Эта форма уравнения легко выводится из условий непрерывности и унитарности 
для рассматриваемого оператора эволюции. Очевидно, что данные гамильтонианы 
полностью определяют поведение EM-квантовой системы. Экспериментально 
наблюдаемыми являются величины, которые определяются этим оператором.  

Используемая вероятностная модель квантовых представлений была подтвер-
ждена известными экспериментами [32]. 

Согласно одному из основных постулатов квантовой механики, каждой экспе-
риментально наблюдаемой величине соответствует определенный эрмитов опера-
тор в гильбертовом пространстве, причем собственные значения этого оператора 
являются ее измеряемыми величинами. Поскольку исследуемые системы являются 
нефизическими, в качестве экспериментальных результатов можно рассматривать 
биполярные константы -1 и 1 со следующей интерпретацией: -1 – если система не 
находится в данном кластере состояний; 1 – если система находится в данном кла-
стере состояний. 
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Решение уравнения Шрѐдингера имеет вид:                        . Так как 
используемый гамильтониан является эрмитовым оператором, {  }       должен 
определяться измеренными биполярными собственными значениями (-1 или 1). 
Начальные условия для решения уравнения могут быть представлены в любой 
удобной форме, поскольку  начальный момент времени может быть расположен в 
любой точке оси времени. 

В качестве решения уравнения Шрѐдингера допустим хорошо известный опер а-
тор вращения, который использовался в работах [25–26, 33] для описания соответ-
ствующего поведения квантовой системы, а именно: 

                 (         
        )  

Скорость эволюции различных кубитов может различаться. Однако все кубиты , 
работающие в одной и той же EM-квантовой системе, должны эволюционировать в 
одном и том же масштабе времени. Поэтому для каждого кубита |     ⟩ должен 
быть определен частотный параметр   . В этом случае вышеприведенный оператор 
вращения принимает вид: 

        (
                     
                    

), 

где t – общее время;     – частота вращения кубита, которую необходимо опреде-
лить. Эволюция, представленная таким образом, выражает скрытую периодичность 
нахождения в заданных кластерах состояний в течение периода наблюдения.  

Идентификации параметров представлений кубитов и сопутствующие проблемы 
представлены в работах [25–26]. С помощью моделирования динамики марковской 
цепи в соответствии с вероятностями перехода состояний соответствующих матриц 
генерируются выборки траекторий прохождения кластеров состояний (или траекторий 
кластеров состояний) для каждого распознаваемого класса испытуемых. Эти выборки, а 
также выявленные параметры представлений кубитов используются для вычисления 
элементов матриц взаимных расстояний в определѐнной далее спектральной метрике.  

Для каждой исследуемой ЕМ-квантовой системы в качестве соответствующего 
спектра анализируемого процесса рассматриваются как значения частоты 
{   }          , так и наблюдаемые числа {  }           попадания в состояния   = 0, 
…,     в моменты времени {  }          , которые называются амплитудами 
{  }          . Для выяснения поведения ЕМ-квантовой системы определяются 
скрытые периодичности нахождения в данных состояниях в течение периода 
наблюдения. Спектральная метрика [25–26] оказалась наиболее эффективной для 
сравнения спектров процессов для пары моделей поведения системы: 

            
∑ (         )

    
     

где 𝑢𝑢 и   𝑢𝑢          – пара индексов сравниваемых моделей Z;     – расстоя-
ние между процессами 𝑢𝑢 и  ;     – количество совпадающих частот 
{     }

          и {     }
           с одинаковыми индексами   для сравниваемых 

процессов 𝑢𝑢 и   (частоты       и       с одинаковым индексом k  считаются совпада-
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ющими, если их разность меньше заданной общей точности   , то есть |      
      |    );      и      – амплитуды k-го кубита для процессов 𝑢𝑢 и   соответствен-
но;     – определенный эмпирический коэффициент. Очевидно, что указанный 
экспоненциальный коэффициент принимает наибольшее значение, если      
     для всех  , с расстоянием    , принимающим наименьшее значение.  

Для решения диагностической задачи для оцениваемого испытуемого, пред-
ставленного определенной траекторией прохождения кластеров состояний, необхо-
димо включить соответствующую исследуемую траекторию в выборку других до-
пустимых траекторий. Используя вычисленную матрицу взаимных расстояний в 
качестве входных данных, многомерное шкалирование позволяет получить ра с-
сматриваемые траектории кластеров состояний (включая траекторию оцениваемого 
испытуемого) в виде точек в пространстве шкалирования заданной размерности. 
Основываясь на информации о принадлежности к заданным классификационным 
классам, дискриминантный анализ того или иного типа может выявить класс трае к-
тории оцениваемого испытуемого. Преимущества представленного подхода рас-
смотрены в работах [29, 33].  

5. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

1. Разработан метод построения адаптивной диагностической оценки с помощью 
идентифицируемых вероятностных марковских моделей, который обеспечивает 
построение индивидуальной траектории тестирования путѐм обоснованного вы-
бора оптимальной последовательности предъявления заданий, повышая эффек-
тивность диагностической процедуры.      

2. Значения параметров применяемых марковских процессов идентифицируются с 
использованием наблюдаемых и прогнозируемых гистограмм, описывающих 
распределения частот пребывания в состояниях модели. Идентификация прово-
дится отдельно для каждого из рассматриваемых диагностических уровней.   

3. Принадлежность к различным диагностическим уровням определяется с пом о-
щью байесовских оценок.  

4. Особенностями применяемого адаптивного подхода являются: выявление и ис-
пользование при построении расчѐтных оценок временной динамики изменения 
способности справляться с заданиями; возможность учѐта при построении ра с-
чѐтных оценок времени, затрачиваемого на выполнение заданий;  меньшее по 
сравнению с другими подходами число заданий, которое следует предъявлять, – 
что обеспечивает представленному подходу преимущества перед аналогами.  

5. Разработан подход к решению задач диагностики путем свертки прикладных 
марковских моделей в квантовые представления. Эти представления подразуме-
вают: запутывание путем измерения, количественную оценку соответствия 
между замкнутой системой кубитов и наблюдениями для определения парамет-
ров кубитов, а также специализированную спектральную метрику для ср авнения 
марковских траекторий кластеров состояний. 

6. Очевидным преимуществом представленного подхода является то, что число ку-
битов определяется числом кластеров и поэтому в несколько раз меньше числа 
состояний в исходном марковском процессе. Благодаря этому  при формировании 
диагностического решения используется только существенная информация.  
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7. Преобразование марковских моделей в квантовые представления позволяет вы-
явить структуру исследуемых процессов с помощью квантового спектрального 
анализа. Результаты этого анализа, подобно анализу функций с помощью пре-
образования Фурье, выражают внутреннюю структуру случайного наблюдаем о-
го процесса в частотной области. Они, в свою очередь, могут быть использова-
ны для последующего углублѐнного анализа поведения квантовой системы. 
Накопленный эмпирический опыт показывает, что такой подход существенно 
увеличивает количество полезной и значимой информации о поведении иссле-
дуемой системы по сравнению с марковскими процессами.  
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Тестирующая система на основе  
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В статье описывается разработка тестирующей системы для детей дошкольного 
и младшего школьного возраста при определении интеллекта и выявления 
патологии в раннем возрасте. Основное внимание при разработке тестирующей 
системы было уделено созданию удобного интерфейса, позволяющего 
проходить тестирование детям. Разработанная система может иметь широкое 
применение благодаря своей простоте, возможностям онлайн тестирования и 
централизованной обработки результатов.

Ключевые слова: тестирующая система, база данных, модель интеллекта  
Д. Векслера, дети.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Разработка автоматизированной тестирующей системы для детей дошкольного 
и младшего школьного возраста до сих пор остается актуальной задачей при опре-
делении интеллекта и выявления патологии в раннем возрасте. В отличии от теста 
Векслера для взрослых, методика проведения теста для детей должна учитывать осо-
бенности детской психологии и уровень подготовки испытуемых. 

К сожалению, большого опыта работы с этой категорией пользователей нет. 
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государственный психолого-педагогический университет (ФГБОУ ВО МГППУ), г. Москва, 
Российская Федерация, ORCID: https://orcid.org/0000-0002-9220-7580, e-mail: tserg2005@mail.ru
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Хотя методика WPPSI (Wechsler Preschool and Primary Scale of Intelligence) пред-
назначенная для изучения интеллектуальных способностей детей дошкольного воз-
раста (5–6,5 лет) появилась сравнительно давно, широкого распространения она не 
получила. При проведении тестирования автоматизация используется только для 
расчетов полученных результатов тестирования. Само тестирование проводится 
вручную с привлечением квалифицированных психологов – специалистов в области 
детской клинической психологии, что затрудняет широкое внедрение тестирования.

Основное внимание при разработке тестирующей системы было уделено созда-
нию удобного интерфейса, позволяющего проходить тестирование детям. 

2. СТРУКТУРА МЕТОДИКИ

Структура методики WPPSI состоит из субтестов, которые измеряют разные пси-
хические процессы, а в сумме дают IQ – коэффициент интеллектуального развития 
ребенка.

WPPSI делится на группу вербальных и невербальных субтестов. Всего в этой 
версии имеется 8 субтестов: 4 вербальных и 4 невербальных.

Вербальные Невербальные

Осведомлённость Складывание фигур

Понимание Кубики Кооса

Сходство Лабиринты

Запоминание Недостающие детали

Стандартные правила по проведению диагностики должны соблюдаться при ком-
пьютерном тестировании также как и при обычном тестировании.

К ним относятся: отсутствие выставления оценок в присутствии ребенка, поощре-
ние ответов, кроме явно отрицательных, а в случае неверных ответов переключаться 
на выполнение другого субтеста.

Если ребенок дает два непротиворечивых ответа, но разного качества, следует 
оценивать ответ по лучшему из них.

Время проведения тестирования можно регулировать, имея возможность при не-
обходимости сделать перерыв.

Эти правила должны также соблюдаться при проведении компьютерного тести-
рования. 

Следует учесть, что тестирование проводится среди детей, которые могут ещё 
плохо читать, писать. Нужно сделать так, чтобы взаимодействие с системой было 
крайне удобным.

Известно, что дети активно используют устройства ввода, такие как мышь и 
клавиатура. На экране, по возможности, следует сократить текстовые сообщения,  
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заменив их графическими рисунками и звуковыми сообщениями. На основании ре-
комендаций по проведению теста Векслера число заданий может быть сокращено. 
Это связано с тем, что компьютерное тестирование для детей является дополнитель-
ной нагрузкой.

Рассмотрим субтесты вербальной шкалы:
1.	 Осведомлённость включает в себя 29 вопросов, которые необходимы для про-

верки наличия базовых знаний. Правильный ответ оценивается в 1 балл. Непра-
вильный ответ оценивается в 0 баллов. Прекращение тестирования происходит 
при 5 отрицательных ответах подряд;

2.	 Понимание состоит из 14 вопросов, направленных на проверку правильности 
понимания испытуемых различных выражений. Тестирование прекращается при 
трех неудачах подряд. В зависимости от ответов начисляется 0, 1 или 2 балла. 
2 балла начисляются, если испытуемый проявляет собственную активность, т.е. 
сам принимает решение или пытается сам исправить предложенную ситуацию и 
1 балл начисляется , если испытуемый предлагает исправить положение кому-ни-
будь другому или обращается за помощью к старшим;

3.	 Сходство- направлен на выявление способностей к логическому обобщению и 
измерение степени развития этих способностей. Нахождение сходства включает 
в себя 13 заданий. Необходимо определить общую категорию для предложенных 
объектов, выяснить их схожие качества. В зависимости от ответов начисляется 0, 
1 или 2 балла. 

	 Пример вопроса: Лимоны кислые, а сахар . При ответе сладкий начисляется один 
балл. При проведении компьютерного тестирования возможен вывод нескольких 
озвученных ответов и выбор правильного ответа. Такой вариант следует исполь-
зовать для детей, которые еще не научились читать и писать.

4.	 Запоминание состоит из двух частей. Первая содержит несколько рядов, состоя-
щие от 3 до 9 чисел. Испытуемый должен запомнить и воспроизвести после про-
слушивания. Вторая часть состоит из рядов, содержащих от 2 до 8 чисел. Испыту-
емый должен воспроизвести числа в обратном порядке. Начисление баллов растет 
по мере увеличения ряда чисел. Числа озвучиваются. Воспроизведение выполня-
ется с помощью клавиатуры.
Анализ вербальных субтестов показал, что диалог с пользователем включает 

определенный ряд стандартных действий, которые могут быть реализованы с помо-
щью конструктора тестов. Уже накоплен определенный опыт по созданию конструк-
тора тестов, Одна из разработок была описана в статье «Тестирующая система с ис-
пользованием конструктора тестов»1. Для разрабатываемого конструктора тестов 
добавлены дополнительные возможности: озвучивание текста, секундомер, как для 
выполнения всего теста, так и для отдельных заданий. Была включена возможность 
завершения тестирования в случае определенного числа неверных ответов.

1	 С.Б. Тарасов, Ю.С. Павлюткин. «Тестирующая система с использованием конструктора тестов», 
сборник «Моделирование и анализ данных» № 1 2015.
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Невербальная шкала, или «шкала действий» состоит из 4 субтестов.
1.	 Складывание фигур – может включать одно или 2 заданий. Необходимо собрать 

фигуру хорошо знакомого предмета из отдельных деталей (фигуры «человек», 
«лошадь»). Диагностируется способность к синтезу целого из деталей. Оценка 
зависит от времени и правильности сборки.
Реализация рассчитана на использование мыши. Деталь захватывается левой 

кнопкой мыши и перемещается. Перемещение возможно в любом направлении, но 
не допускается накладка деталей и изменение размеров. Для правильной сборки ис-
пользуется поворот детали. Поворот выполняется путем вращения мыши при нажа-
той правой кнопке. Если детали соединяются правильно, то их границы выделяются 
абрисом. При завершении сборки выдаётся сообщение: «Фигура собрана».

На рисунке 1 изображена фигура лошади. Требуется собрать такую же фигуру из 
6 частей. 

Рис. 1. Пример задания.

Рис. 2. Выделение правильно выполненного задания.

В процессе сборки правильно собранные части выделяются абрисом (рис. 2 сле-
ва). Для сборки отдельных частей требуется выделить нужную часть фигуры. Появ-
ляются размерные точки. Перемещение можно выполнять при нажатой левой кнопке 
мыши в направлениях влево-вправо и вверх-вниз (рис. 2 в центре). Возможен поворот 
части фигуры. Для этого следует нажать правую кнопку мыши. Появившаяся круго-
вая стрелка указывает на то, что поворот фигуры разрешен (рис. 2 правая часть). 

Если во время сборки фигуры ребенок испытывает трудности, то присутствую-
щий психолог должен оказать помощь. 
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2.	 Кубики Кооса – субтест может включать от одного до нескольких заданий. Ис-
пытуемому необходимо собрать картинки по образку из имеющегося набора. Ре-
зультат оценивается по скорости и правильности сборки. Правильность сборки 
контролируется путем сравнения собранной фигуры с эталоном. Тест использует-
ся для диагностирования наглядно-действенного интеллекта детей, оценки двига-
тельной координации. 
Реализация данного теста на компьютере также рассчитана на ис-

пользование мыши. После выделения нужного элемента (рис 3), его 
можно перетащить в область сборки (рис 4). Если фигура собрана пра-
вильно, то осуществляется переход к следующему заданию. Допуска-
ется две попытки, после чего также осуществляется переход к новому 
заданию, а само задание считается невыполненным (оценка 0 баллов).

   Образец                                       Область сборки               Набор кубиков (картинок)

Рис. 4. Область сборки.

3.	 Лабиринт – субтест может включать от одного до нескольких заданий. Испыту-
емому необходимо пройти по лабиринту от входа до конечной точки. Проходить 
через стены лабиринта нельзя. Тестирующая система этого сделать не позволяет. 
Следует избегать тупиков. Результат оценивается по скорости выполнения зада-
ния. С помощью этого субтеста выявляются аналитические способности ребен-
ка; его умение удерживать свои действия в рамках указанных ограничений, меру 
устойчивости внимания. 
Реализация данного теста представлена на рисунке 5.

Рис. 5. Тест лабиринт.

Рис. 3.
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Прохождение лабиринта осуществляется путем перемещения мыши при нажа-
той левой кнопке. Пройденный путь отображается пунктирной линией. Завершени-
ем пути считается достижение круга. После этого можно отпустить кнопку мыши. 
Во время прохождения лабиринта отпускать мышь нельзя. Иначе прохождение ла-
биринта придется выполнить повторно. Таким образом, осуществляется имитация 
прохождения лабиринта для традиционного бумажного теста, когда карандаш нельзя 
отрывать до конца маршрута. 
4.	 Недостающие детали – суть субтеста состоит в том, что испытуемому демон-

стрируется несколько карточек и за ограниченное время испытуемый должен 
определить отсутствующие детали на каждой картинке.
Так как ребенок может еще не знать название недостающей детали, при компью-

терной реализации было предложено с помощью мыши выбирать область с недоста-
ющей деталью. Например, на картинке с расческой, выбрать место, где отсутствуют 
зубцы. Чтобы исключить угадывание, количество попыток сокращено до трех. Ре-
зультат появляется на экране и дополнительно озвучен.

Предложенный диалог взаимодействия с системой упрощен. Однако, несмотря 
на простой диалог, дети должны иметь определенные навыки работы с системой. 
Поэтому необходимо перед тестированием, провести пробное занятие для освоения 
работы с тестирующей системой.

3. ЭТАПЫ РАЗРАБОТКИ ТЕСТИРУЮЩЕЙ СИСТЕМЫ

По результатам анализа основных режимов работы тестирующей системы было 
выполнено ее проектирование. Для проектирования использовалась методология 
IDEF0 включенная в пакет функционального моделирования BPWIN. На рисунке 6 
представлен верхний уровень IDEF0 диаграммы.

Рис. 6. Верхний уровень IDEF0 диаграммы.
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На диаграмме показаны ресурсы необходимые для функционирования тестиру-
ющей системы. На вход поступают вопросы и ответы теста, тип тестирования. Тип 
тестирования, количество вопросов и ответов теста задаётся на этапе создания теста. 
Управляющими данными будут являться тестирующая система и права доступа. Ме-
ханизмы поступают снизу. Ими являются пользователь и психолог – преподаватель. 
У каждого свои права доступа. Поэтому функции между ними разделяются. На вы-
ходе получаем результаты тестирования.

На рисунке 7 показан подуровень основной диаграммы, описывающий функцио-
нальность всей системы.

Рис. 7. Функциональность системы. 

На данной схеме представлено функционирование тестирующей системы. Основ-
ными этапами являются создание, прохождение тестирования и обработка результа-
тов. Так как права пользователей разделены, то не каждому доступен тот или иной 
этап. Для испытуемого появляется возможность проходить тестирование, а для пси-
холога доступны все функции, а именно: составление теста, контроль за прохожде-
нием тестирования и получения результатов.

Для хранения информации выполнено проектирование базы данных. На рисунке 8  
изображена информационная модель базы данных.

На схеме представлены таблицы, содержащие информацию по пользователям, те-
стам и результатах тестирований.

Таблица «Users» хранит данные о пользователях: уникальный номер (ID_users), 
имя, фамилия, пол, возраст, дата прохождения теста.

Таблица «Tests» хранит данные о тестах: уникальный номер теста и пользовате-
ля, количество вопросов и ответов, название тестов, сумма ответов на тесты.

Таблица «Sum_ball_users» хранит данные о результатах прохождения тестиро-
вания: номер пользователя, балл, дата, результат.

Таблица «Perevod_ball_users» хранит данные о номере теста, дате, балл за тесты.
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Рис. 8. Информационная модель базы данных.

Для хранения данных была использована СУБД MySQL.
Администрирование и добавление материалов в 

тестирующую систему построено с помощью CMS 
Joomla, которая позволяет достаточно просто добав-
лять и редактировать различные материалы.

Для формирования тестов широко использовался 
язык Jawascript. Обычно этот язык используется для 
программного доступа к объектам приложений. Также 
он придает интерактивность веб-страницам, что необ-
ходимо для реализации данной тестирующей системы.

Теперь рассмотрим интерфейс Web-сайта с тестом.
Для начала требуется ввести параметры испытуе-

мого: имя, фамилия, пол, возраст (рис. 9). Тест не нач-
нётся пока все поля в анкете не будут заполнены. Этот 
этап выполнется под контролем психолога.

На рисунке 10 представлен первый тест на осведом-
ленность. Тест представляет собой вопрос и 4 варианта 

Рис. 9. Параметры 
испытуемого.
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ответа, ребёнку нужно выбрать из предложенных вариантов один верный ответ. Если 
ребенок еще плохо читает, то вопрос может быть озвучен. Для этого требуется под-
вести курсор мыши к тексту вопроса. Ответы также могут быть озвучены при подве-
дении курсора в место выбора ответа.

После ответа по первому тесту выполняется следующий тест.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Работоспособность системы была проверена на данных взятых из публикаций. 
Определение IQ выполнено с помощью разработанной системы. Хотя при исполь-
зовании этой системы все равно требуется присутствие педагога или сотрудника с 
педагогическим образованием, количество детей участвующих в компьютерном те-
стировании может больше, чем при традиционном тестировании.

В работе представлен вариант реализации системы для детей, что весьма актуаль-
но, так как именно в детском возрасте следует своевременно диагностировать воз-
можные отклонения в развитии и их корректировку.

Разработанная система может иметь широкое применение благодаря своей про-
стоте, возможностям онлайн тестирования и централизованной обработки результа-
тов. Данное направление следует развивать в тесном взаимодействии с практикую-
щимися психологами

Рис. 10. Тест на осведомленность.



Tarasov S.B.
Testing System Based on D. Wexler’s Intelligence Model for Children

Modelling and Data Analysis 2022. Vol. 12, no. 4.

65

Литература
1.	 Хазиева Т. Тест Векслера (детский вариант). Исследование интеллекта (с 5 до 16 лет) 

[Электронный ресурс] Социальная сеть работников образования – 2012.
2.	 Морозова М. Тест Векслера [Электронный ресурс] 2016. 
3.	 Никсон Р. Создание динамические веб-сайты с помощью PHP, MySQL, JavaScript, css и 

HTML5. 3-е изд. – СПб. Питер, 2015. – 688 с.
4.	 Мишель Е., Филипс Дж. Изучаем PHP и MySQL. – 2-е изд. Санкт-Петербург, 2008. – 442 с.



Тарасов С.Б. 
Тестирующая система на основе модели интеллекта Д. Векслера для детей
Моделирование и анализ данных. 2022. Том 12. № 4.

66

Testing System Based on D. Wexler’s  
Intelligence Model for Children

Sergey B. Tarasov*
Moscow State University of Psychology and Education (MSUPE), Moscow, Russia
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-9220-7580
e-mail: tserg2005@mail.ru

The article describes the development of a testing system for preschool and primary 
school children in determining intelligence and detecting pathology at an early age. 
The main attention in the development of the testing system was paid to the creation 
of a user-friendly interface that allows children to be tested. The developed system 
can be widely used due to its simplicity, online testing capabilities and centralized 
processing of results.

Keywords: testing system, database, D. Wexler’s model of intelligence, children.

For citation: 
Tarasov S.B Testing System Based on D. Wexler’s Intelligence Model for Children. Mode-
lirovanie i analiz dannykh = Modelling and Data Analysis, 2022. Vol. 12, no. 4, pp. 56–66. 
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2022120404 (In Russ., аbstr. in Engl.).

References
1. 	 Khazieva T. Test Vekslera (detskii variant). Issledovanie intellekta (s 5 do 16 let) [Elektronnyi 

resurs] Sotsial’naya set’ rabotnikov obrazovaniya – 2012.
2. 	 Morozova M. Test Vekslera [Elektronnyi resurs] 2016.
3. 	 Nikson R. Sozdanie dinamicheskie veb-saity s pomoshch’yu PHP, MySQL, JavaScript, css i 

HTML5.3-e izd. – SPb. Piter, 2015. – 688 p.
4. 	 Mishel’ E., Filips Dzh. Izuchaem PHP i MySQL. – 2-e izd. Sankt-Peterburg, 2008–442 p.

*Sergey B. Tarasov, Candidate of Technical Sciences, Associate Professor of the Department of Ap-
plied Informatics and Multimedia Technologies of the Faculty of Information Technology, Moscow 
State University of Psychology and Education (MSUPE), Moscow, Russia, ORCID: https://orcid.
org/0000-0002-9220-7580, e-mail: tserg2005@mail.ru

Получена 19.11.2022 Received 19.11.2022

Принята в печать 19.12.2022 Accepted 19.12.2022



Моделирование и анализ данных  
2022. Том 12. № 4. C. 67–84  
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2022120405  
ISSN: 2219-3758 (печатный)
ISSN: 2311-9454 (online)  
© 2022 ФГБОУ ВО МГППУ

Modelling and Data Analysis
2022. Vol. 12, no. 4, pp. 67–84 

DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2022120405  
ISSN: 2219-3758 (print)

ISSN: 2311-9454 (online) 
© 2022 Moscow State University of Psychology & Education

67

МЕТОДИКА ПРЕПОДОВАНИЯ
УДК 372.851

Всестороннее рассмотрение математических 
понятий как методический приём

Куланин Е.Д.*
Московский государственный психолого-педагогический университет  
(ФГБОУ ВО МГППУ), г. Москва, Российская Федерация 
ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6093-7012
e-mail: lucas03@mail.ru
Степанов М.Е.**
Московский государственный психолого-педагогический университет  
(ФГБОУ ВО МГППУ), г. Москва, Российская Федерация 
ORCID: https://orcid.org/0000-0003-4803-8211
e-mail: mestepanov@yandex.ru 

Статья продолжает цикл ([1]–[4], [8]–[11]) методических разработок авторов. 
В ней обсуждаются некоторые проблемы, связанные с путями повышения 
культуры математического мышления студентов-математиков. Авторы 
опираются на опыт работы на факультете информационных технологий 
МГППУ.

Ключевые слова: высшее образование, методика преподавания математики, 
аналитическая геометрия, аффинная геометрия, кривые второго порядка, 
эллипс Штейнера, геометрические преобразования, экстремальные задачи.

Для цитаты: 
Куланин Е.Д., Степанов М.Е. Всестороннее рассмотрение математических понятий как 
методический приём // Моделирование и анализ данных. 2022. Том 12. № 4. C. 67–84. 
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2022120405

*Куланин Евгений Дмитриевич, кандидат физико-математических наук, профессор, Мо-
сковский государственный психолого-педагогический университет (ФГБОУ ВО МГППУ), 
г. Москва, Российская Федерация, ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6093-7012, e-mail: 
lucas03@mail.ru
**Степанов Михаил Евграфович, кандидат педагогических наук, доцент, Московский госу-
дарственный психолого-педагогический университет (ФГБОУ ВО МГППУ), г. Москва, Россий-
ская Федерация, ORCID: https://orcid.org/0000-0003-4803-8211, e-mail: mestepanov@yandex.ru



Куланин Е.Д., Степанов М.Е.
Всестороннее рассмотрение математических понятий как методический приём
Моделирование и анализ данных. 2022. Том 12. № 4.

68

1. ВВЕДЕНИЕ 

На факультете информационных технологий МГППУ изучение математики про-
водится во многом по классической форме, выработанной отечественной высшей 
школой. Это касается, как набора изучаемых предметов, так и их содержания. Есте-
ственно, что каждый предмет имеет свою специфику и присущий только ему круг 
понятий. В то же время есть и понятия, которые являются центральными сразу для 
нескольких предметов. Например, понятие функции, так или иначе, рассматривается 
в теории множеств, математической логике, математическом анализе, комплексном 
анализе, теории дифференциальных уравнений, теории уравнений в частных произ-
водных, а также в других математических курсах, например, связанных с задачами 
оптимизации.

Преподаватель должен учитывать это обстоятельство и постоянно иметь в виду, 
что, преподавая свой предмет, он может дополнительно объяснить студентам, в чём 
состоит специфика именно изучаемого в данном предмете вида функций и в чём его 
отличие от других видов функций. Можно предположить, что подобные экскурсы 
в смежные математические курсы позволяют повышать культуру математического 
мышления студентов-математиков.

Очевидно, что пока речь шла только о благих пожеланиях без конкретных сообра-
жений о том, какие вопросы нужно затронуть преподавателю. Для эффективного ис-
пользования подобного подхода нужна разработанная методика, направленная на уста-
новление внутренних связей между различными курсами математического цикла [1].

В советское время разработкой методик занимались и высшие учебные заведения, 
и специализированные научные учреждения. Конечно, это в первую очередь относи-
лось к среднему образованию, но и высшее образование попадало на соответствую-
щую орбиту. Этот, несомненно, положительный факт обеспечивал хорошую прора-
ботку методических материалов. Была в подобной работе и отрицательная сторона. 
Многие методики, направленные на изучение определённой темы, руководители об-
разования делали обязательными для всех преподавателей. Конечно, такое принуж-
дение являлось ошибочным. Любая методика должна рассматриваться как полезный 
инструмент обучения, но вопрос о её применении в тех или иных случаях должен 
решаться преподавателем. Именно на возможность использования их методических 
разработок надеются авторы статьи. Не исключено, что их разработки окажут по-
мощь кому-нибудь из их коллег.

Естественно, что и кроме понятия функции имеется целая группа важных поня-
тий, появляющихся в математических курсах повсеместно. Речь идёт о действитель-
ных числах, многочленах, линейных пространствах, геометрических преобразовани-
ях и т.д. Все подобные объекты напрашиваются на их всестороннее рассмотрение с 
позиций различных математических дисциплин. Но есть возможность выбора в ка-
честве центрального понятия и достаточно специфического объекта, который, если 
и появляется в учебных курсах, то всего лишь на их периферии. В данной статье 
авторы как раз и рассматривают круг вопросов, связанных с подобным понятием.
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Целями построения всестороннего рассмотрения второстепенных понятий явля-
ются:
1.	 Демонстрация того факта, что математические теории пересекаются не только в 

точках первостепенной важности.
2.	 Демонстрация того, что на первый взгляд утерявшие актуальность математиче-

ские понятия связаны с кругом достаточно современных идей.
3.	 Построение примера конкретной методики разностороннего рассмотрения неко-

торых математических понятий и связанных с ними объектов.
Рассматриваемым в статье центральным понятием является эллипс Штейнера, 

введённый в геометрию в девятнадцатом веке Якобом Штейнером. Поскольку эл-
липс Штейнера – геометрическое понятие, то важное значение при его рассмотре-
нии являются образы. Вопрос об использовании образов математических понятий 
представляется авторам статьи весьма важным [2–4]. По этой причине в статье будут 
приведены программы на языке программирования Small Basic, которые позволяют 
строить соответствующие образы на экране компьютера, в том числе видеть их из-
менение в динамике.

Перейдём, наконец, к рассмотрению вопросов, связанных с эллипсом Штейнера. 
Изложение отдельных вопросов будет проводиться в различных формах. Речь идёт 
либо о постановке совокупности задач, решение которых позволяет освоить соответ-
ствующий материал, либо о последовательном описании идей и методов, используе-
мых в изучаемой теме. Возможно и сочетание этих форм изложения.

Определение эллипса Штейнера основано на использовании аффинных преобра-
зований. С их изучения мы и начнём. При этом следует отметить, что соответствую-
щие вопросы изучаются в курсе аналитической геометрии.

2. АФФИННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПЛОСКОСТИ 

Аффинные преобразования являются частным видом геометрических преобразо-
ваний плоскости.

В данной статье мы будем использовать то обстоятельство, что любое геометри-
ческое преобразование плоскости обязательно является непрерывным и взаимно 
однозначным отображение плоскости на себя.

Аффинным называется геометрическое преобразование плоскости, при кото-
ром любая прямая переходит в прямую [5].

Задание 1. Доказать, что прямая AB, проходящая через точки декартовой пло-
скости с координатами ( )1 1 ; A x y  и ( )2 2 ; B x y , описывается параметрическими урав-
нениями

( )1 2 1  x x t x x= + − ;

( )1 2 1  y y t y y= + − .

Указание. Рассмотреть вектор ( )2 1 2 1  ;  AB x x y y− −  и показать, что концы колли-
неарных ему векторов, исходящих из точки A заметают прямую AB .

•

•
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Задание 2. Доказать, что преобразование декартовой плоскости, заданное фор-
мулами:

11 12 1   u a x a y c= + +  ,

21 22 2   v a x a y c= + + 

является аффинным преобразованием.
Указание. Пусть точки ( )1 1 ; A x y  и ( )2 2 ; B x y  при соответствующем преобразова-

нии переходят в точки ( )1 1 1 ; A u v  и ( )1 2 2 ; B u v . Тогда прямая AB  переходит в прямую 
1 1  A B .

Задание 3. Какие ограничения на параметры 11 12, a a , 21 22, a a  накладывает условие 
взаимной однозначности отображения из предыдущего задания.

Указание. С помощью констант 1c  и 1c  задаётся параллельный перенос плоско-
сти. Геометрическое преобразование, задаваемое матрицей ija  должно быть обрати-
мым, то есть определитель этой матрицы должен отличаться от нуля.

Задание 4. Доказать, что при аффинном преобразовании параллельные прямые 
переходят в параллельные.

Указание. Показать, что допущение пересечения образов двух параллельных пря-
мых приводит к противоречию с взаимной однозначностью аффинного преобразо-
вания.

Задание 5. Доказать, что при аффинном преобразовании сохраняется отношение 
длин отрезков, лежащих на одной прямой на параллельных прямых.

Указание. Использовать формулу из задания 2.
Задание 6. Доказать, что при аффинном преобразовании декартовой плоскости 

единичный квадрат переходит в параллелограмм (рис. 1). Таким образом, сетка еди-
ничных квадратов при аффинном преобразовании переходит в сетку из параллело-
граммов.

Рис. 1.

Задание 7. На декартовой плоскости указаны три точки 
( ) ( ) ( )0 0 0 1 1 1 2 2 2 ; ,   ; ,   ; ,A x y A x y A x y  которые задают параллелограмм, изображённый на рис. 1. Получить 

формулы аффинного преобразования, описанного в предыдущем задании.

( ) ( ) ( )0 0 0 1 1 1 2 2 2 ; ,   ; ,   ; ,A x y A x y A x y

• •

••
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Указание. Рассматриваемое преобразование переводит базисные вектора декар-
товой плоскости в вектора 0 1A A  и 0 2A A . Таким образом, точка ( );x y  переходит в 
точку, которая является концом вектора 0 1 0 2x A A y A A+  . Вычислив координаты 
указанной точки получим уравнения аффинного преобразования.

( ) ( )0 1 0 2 0   u x x x x y x x= + − + −  ;

( ) ( )0 1 0 2 0   v y x y y y y y= + − + −  .

Задание 8. Написать программу на языке Small Basic, которая строит сетку из 
параллелограммов.

Решение. Текст программы:

GraphicsWindow.Width = 600
GraphicsWindow.Height = 500
x0 = 300
y0 = 250
x1 = 380
y1 = 230
x2 = 350
y2 = 200
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5, 10, 10)
GraphicsWindow.FillEllipse(x1–5, y1–5, 10, 10)
GraphicsWindow.FillEllipse(x2–5, y2–5, 10, 10)
For x = -2 To 2 Step .01
 For y = -2 To 2 Step 1
 u = x0 + (x1 – x0)*x + (x2 – x0)*y
 v = y0 + (y1 – y0)*x + (y2 – y0)*y
 GraphicsWindow.SetPixel(u, v,””)
 EndFor
EndFor
For x = -2 To 2 Step 1
 For y = -2 To 2 Step .01
 u = x0 + (x1 – x0)*x + (x2 – x0)*y
 v = y0 + (y1 – y0)*x + (y2 – y0)*y
 GraphicsWindow.SetPixel(u, v,””)
 EndFor
EndFor

Выбор точек ( ) ( ) ( )0 0 0 1 1 1 2 2 2 ; ,   ; ,   ; A x y A x y A x y  определяет характер аффинного 
преобразования. В частности, аффинное преобразование, сохраняющее расстояние 
между точками, называется движением.

Задание 9. Доказать, что в случае когда точка А0 совпадает с началом координат 
О, а вектора ОА1 и ОА2 имеют единичную длину и перпендикулярны, преобразование 
является поворотом. Вывести формулы, описывающие поворот.

Указание. Пусть единичный вектор ОА1 наклонён к оси абсцисс под углом φ (этот 
угол отсчитывается против часовой стрелки). Тогда вектор ОА1 имеет координаты 

•

• •

•

• •
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(cos ; sin )ϕ ϕ . Пусть вектор ОА2 повёрнут на угол 90º, а, значит, имеет координаты 
( sin ;  cos )ϕ ϕ− . При этих условиях формула из задания 7 превращается в формулу 
поворота на угол φ.

 cos sinu x yϕ ϕ= −  ;

 sin cosv x yϕ ϕ= +  .

Задание 10. Написать программу на языке Small Basic, которая строит график 
функции в наклонной системе координат (рис. 2).

Рис. 2.

Решение. Текст программы:

GraphicsWindow.Width = 600
GraphicsWindow.Height = 600
pi = Math.Pi
xekr0 = 300
yekr0 = 300
ed = 50
u0 = pi/6
a11 = ed* Math.Cos(u0)
a12 = -ed* Math.Sin(u0)
a21 = -ed* Math.Sin(u0)
a22 = -ed* Math.Cos(u0)
For x = -8 To 8 Step 1
 For y = -8 To 8 Step .01
 u = xekr0 + a11* x + a21* y
 v = yekr0 + a21* x + a22* y
 GraphicsWindow.SetPixel(u,v,””)
 EndFor
EndFor
 For x = -8 To 8 Step 0.01
 For y = -8 To 8 Step 1
 u = xekr0 + a11* x + a21* y
 v = yekr0 + a21* x + a22* y

•

• •

•
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 GraphicsWindow.SetPixel(u,v,””)
 EndFor
EndFor
u1 = xekr0 + a21* (-8)
v1 = yekr0 + a22* (-8)
u2 = xekr0 + a21* 8
v2 = yekr0 + a22* 8
GraphicsWindow.DrawLine(u1,v1,u2,v2)
u1 = xekr0 + a11* (-8) 
v1 = yekr0 + a21* (-8) 
u2 = xekr0 + a11* 8
v2 = yekr0 + a21* 8 
GraphicsWindow.DrawLine(u1,v1,u2,v2)
GraphicsWindow.FillEllipse(xekr0–5,yekr0–5,10,10)
GraphicsWindow.BrushColor = “red”
 For x = -5 To 5 Step 0.001
 y = (x + 2)*(x + 1)*(x – .5)*(x – 1.5) – 2
 u = xekr0 + a11* x + a21* y
 v = yekr0 + a21* x + a22* y
 GraphicsWindow.FillEllipse(u-2,v-1,4,4)
 EndFor

Задание 11. Сжатием с коэффициентом k к оси абсцисс называется преобразова-
ние, при котором все вертикальные расстояния умножаются на этот коэффициент,  
а горизонтальные расстояния не меняются. Докажите, что это преобразование явля-
ется аффинным. Выведите соответствующие формулы.

Указание. Формулы сжатия к оси абсцисс имеют вид: ;u x v k y= =  . Очевидно, 
что эти формулы являются частным видом аффинных преобразований. Сетка еди-
ничных квадратов переходит в сетку прямоугольников (рис. 3).

Рис. 3.

Задание 12. Доказать, что существует аффинное преобразование, которое любые 
три точки А, В, С, не лежащие на одной прямой, переводит в произвольно выбранные 
точки А1, В1, С1, также не лежащие на одной прямой.

•
•
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Указание. В задании 7 объясняется, как получить формулы аффинных преобра-
зований, переводящих единичный квадрат как в точки А, В, С (обозначим это преоб-
разование через φ), так и в точки А1, В1, С1 (обозначим это преобразование через ψ). 
Любое аффинное преобразование имеет обратное, которое тоже является аффинным. 
Преобразование 1ϕ ψ−

  является искомым.

3. ЭЛЛЛИПС КАК СЖАТАЯ ОКРУЖНОСТЬ  
И ЭЛЛИПТИЧЕСКИЙ ПОВОРОТ

Определение синуса и косинуса тесно связа-
но с операцией, имеющей простой механический 
смысл. Пусть на плоскости задана декартова систе-
ма координат и окружность единичного радиуса с 
центром в начале координат. Положение враща-
ющегося единичного радиус-вектора определяет-
ся углом, который он образует с положительным 
направлением оси абсцисс. Этот угол измеряться 
в радианах и может включать в свой состав по не-
скольку оборотов. Пусть угол наклона единичного 
радиуса вектора равен φ, тогда синусом угла φ на-
зывается абсцисса конца радиуса-вектора, а коси-
нусом угла φ – соответствующая ордината (рис. 4).

Задание 13. Получить параметрические уравнения окружности радиуса r с цен-
тром в начале координат. Параметром должно быть значение угла наклона радиуса.

Пояснение. Хотя формулы cos ;  sinx r y rϕ ϕ= =   очевидны, следует иметь вви-
ду, что они описывают переход от полярной системы координат к декартовой.

Задание 14. Используя тот факт, что поворот на угол φ в полярной системе коор-
динат описывается уравнениями 1 1;   r r α α ϕ= = +  и формулы поворота в декартовой 
системе координат, получить тригонометрические формулы синуса и косинуса сум-
мы и разности углов.

Задание 15. Положение точки на окружности 
радиуса r определяется углом α. Положение этой 
же точки после поворота на угол φ определяется 
углом 1   α α ϕ= + . Написать программу, которая 
строит на экране правильный многоугольник, 
вписанный в окружность (рис. 5).

Решение. Текст программы:

x0 = 320
y0 = 220
r = 200
pi = Math.Pi
n = 5

Рис. 4.

Рис. 5.

•

• •
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GraphicsWindow.DrawEllipse(x0-r,y0-r,2*r,2*r)
For u = 0 To 2*pi Step 2*pi/n
 u1 = u + 2*pi/n
 x1 = x0 + r*Math.Cos(u)
 y1 = y0 + r*Math.Sin(u)
 x2 = x0 + r*Math.Cos(u1)
 y2 = y0 + r*Math.Sin(u1)
 GraphicsWindow.DrawLine(x1,y1,x2,y2)
 EndFor

Задание 16. Написать программу, создающую анимационный эффект вращения 
правильного многоугольника.

Решение. Текст программы:
x0 = 320
y0 = 220
r = 200
pi = Math.Pi
n = 7
For du = 0 To 6*pi Step pi/100
GraphicsWindow.DrawEllipse(x0-r,y0-r,2*r,2*r)
For u = 0 To 2*pi Step 2*pi/n
 u1 = u + 2*pi/n
 x1 = x0 + r*Math.Cos(u+du)
 y1 = y0 + r*Math.Sin(u+du)
 x2 = x0 + r*Math.Cos(u1+du)
 y2 = y0 + r*Math.Sin(u1+du)
 GraphicsWindow.DrawLine(x1,y1,x2,y2)
 EndFor
 Program.Delay(100)
 GraphicsWindow.Clear()
 EndFor

Одним из определений эллипса является следующее: эллипс – сжатая окруж-
ность. Обычно используется сжатие окружности радиуса a с центром в начале коор-
динат к оси абсцисс с коэффициентом k. При этом горизонтальный диаметр окружно-
сти переходит в горизонтальный диаметр эллипса длины 2a, вертикальный диаметр 
окружности переходит в вертикальный диаметр эллипса длины 2 2b k a=  .

Задание 17. Вывести параметрическое уравнение эллипса с полуосями a и b.
Указание. Окружность описывают формулы cos ;  sinx a y aϕ ϕ= =  . При сжа-

тии к оси абсцисс первая координата останется неизменной, а вторая будет умножена 
на коэффициент сжатия k. Таким образом, будут получены параметрическое уравне-
ние эллипса: cos ;  sina y bϕ ϕ= =  .

Задание 18. Доказать, что уравнение эллипса имеет вид 
22

2 2 1yx
a b

+ = .

Указание. Нужно подставить в уравнение параметрические выражения для x и y.
Традиционным способом определения эллипса является его свойство, связанное  

с так называемыми фокусами эллипса. Оно состоит в следующем.

•

• •

• •
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Рассмотрим эллипс, уравнение которого имеет вид 
22

2 2 1yx
a b

+ = . Тогда точки 

1F  и 2F , лежащие на оси абсцисс и отстоящие от начала координат на расстояние 
2 2  c a b= − , называются фокусами эллипса (рис. 6).

Задание 19. Доказать, что сумма расстояний от произвольной точки М, лежащей 
на эллипсе, до фокусов постоянна и равна 2а, то есть 1 2 2F M F M a+ = .

Рис. 6.

Указание. Общий ход доказательства аналогичен выводу канонического уравне-
ния эллипса, который можно найти в любом учебнике аналитической геометрии [6]. 
Пусть точка M на эллипсе имеет координаты ( cos ;  sina bϕ ϕ  ). Тогда 1 2 F M F M+  
можно записать в виде 2 2 2 2 2 2( cos )    ( cos )   c a b sin c a b sinϕ ϕ ϕ ϕ+ + + − +     = 
2a. Чтобы доказать это равенство следует второй корень перенести вправо, возвести 
обе части уравнения в квадрат, выполнить сокращения, уединить оставшийся корень, 
снова возвести в квадрат и сократить всё, что можно.

Мы уже видели, как можно вращать окружность, смещая все её точки на один и 
тот же угол. Если параллельно рассматривать эллипс, который получен из исходной 
окружности с помощью сжатия, то при вращении окружности точки эллипса также 
будут двигаться по эллипсу, не покидая его. Фактически мы приходим к преобразо-
ванию, которое называется эллиптическим поворотом. Эллиптический поворот мож-
но повсеместно наблюдать в быту. Дело в том, что вращающееся колесо под углом 
наблюдатель воспринимает как эллипс.

Пусть на эллипсе находится точка M ( cos ;  sina bα α  ). Тогда повороту 
окружности на угол ϕ  будет соответствовать перемещение точки М в точку M1  
( ( )cos  ;  sin(  )a bα ϕ α ϕ+ +  ).

Задание 20. Написать программу, создающую анимационный эффект вращения 
пирамиды.

Решение. Текст программы:

pi=3.14159
x0 = 320
y0 = 320

•

• • •

• •

••

•

•
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r = 100
k = .3
h = 200
x3 = x0
y3 = y0 – h
For du = 0 To 6*pi Step pi/100
GraphicsWindow.DrawEllipse(x0 – r, y0 – k*r, 2*r, 2*r*k)
For u=.5 To 2*pi+.5 Step 2*pi/5
x1 = x0 + r*Math.Cos(u+du)
y1 = y0 + k*r*Math.Sin(u+du)
x2 = x0 + r*Math.Cos(u+2*pi/5+du)
y2 = y0 + k*r*Math.Sin(u+2*pi/5+du)
GraphicsWindow.DrawLine(x1,y1,x2,y2)
GraphicsWindow.DrawLine(x1,y1,x3,y3)
EndFor
Program.Delay(100)
GraphicsWindow.Clear()
EndFor

Любые два взаимно перпендикулярных диаметра окружности переходят в два 
диаметра эллипса (вообще говоря, не перпендикулярных). Такие диаметры эллипса 
называются сопряжёнными (рис. 7).

Рис. 7.

Задание 21. Доказать, что середины хорд, параллельных какому-то диаметру эл-
липса лежат на диаметре, сопряжённом к исходному.

Указание. Нужно доказать следующую теорему, связанную с окружностью: «До-
казать, что середины хорд, параллельных какому-то диаметру окружности лежат на 
диаметре, перпендикулярном к исходному». Затем следует использовать свойства 
аффинных преобразований.
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4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭЛЛИПСА ШТЕЙНЕРА

Если подвергнуть кривую второго порядка аффинному преобразованию, она сно-
ва перейдёт в кривую второго порядка. Это следует из того, что в формулы аффин-
ного преобразования входят либо переменные в первой степени, либо константы, 
и по этой причине при замене переменных в кривой второго порядка снова будет 
получена кривая второго порядка.

Все невырожденные кривые второго порядка распадаются на три класса: парабо-
лы, гиперболы и эллипсы. При этом только эллипсы расположены в ограниченных 
областях плоскости, а аффинные преобразования переводят ограниченные области в 
ограниченные.

Таким образом, если подвергнуть окружность не только сжатию, но и любому 
другому аффинному преобразованию, она превратится в эллипс.

Задание 22. Доказать, что в случае, когда аффинное отображение переводит 
окружность ω1 в эллипс ε1, это преобразование переводит в эллипс ε2 и любую дру-
гую окружность ω2. При этом эллипсы ε1 и ε2 можно совместить параллельным сдви-
гом, если окружности ω1 и ω2 равны между собой. Если же размеры окружностей 
различны, то эллипсы ε1 и ε2 гомотетичны.

Указание. Как было показано выше ε1 и ε2 являются эллипсами. Проводя через их 
центры параллельные прямые и используя сохранение отношений длин параллель-
ных отрезков, можно доказать предлагаемое утверждение.

Теперь можно дать определение эллипса Штейнера, вернее двух эллипсов Штей-
нера – вписанного и описанного [7].

Пусть заданы правильный треугольник А0В0С0 и произвольный треугольник 
АВС. Существует аффинное преобразование, которое переводит вершины первого 
треугольника в соответствующие вершины второго. Образ вписанной в правильный 
треугольник окружности называется вписанным эллипсом Штейнера. Образ опи-

санной вокруг правильного треугольника 
окружности называется описанным эл-
липсом Штейнера.

Задание 23. Выяснить, в каком отно-
шении точки касания вписанного эллип-
са Штейнера делят стороны треугольни-
ка АВС.

Задание 24. Доказать, что вписанный 
и описанный эллипсы Штейнера гомоте-
тичны. Найти центр гомотетии и коэффи-
циент гомотетии (рис. 8).

 Рис. 8.
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5. МНОЖЕСТВО ТРЕУГОЛЬНИКОВ, СВЯЗАННЫХ  
С ЭЛЛИПСОМ ШТЕЙНЕРА ФИКСИРОВАННОЙ ФОРМЫ

Определение эллипса Штейнера даёт способ построения этого эллипса для любо-
го произвольно выбранного треугольника. Рассмотрим иную задачу, которая заклю-
чается в следующем.

Задание 25. Построить треугольник, эллипс Штейнера которого имеет заданный

коэффициент сжатия  bk
a

= .

Указание. Нужно подвергнуть правильный треугольник сжатию с коэффициен-

том сжатия  bk
a

= к некоторой прямой, например, к одной из высот этого треугольни-

ка. Приведём программу, осуществляющую соответствующее построение, результат 
работы которой можно увидеть на рис. 9.

Текст программы:

pi = Math.Pi
x0 = 320
y0 = 220
r0 = 200
r1 = r0/2
k = 1/3
x1 = x0 + r0* Math.Cos(0)
y1 = y0 + k*r0* Math.Sin(0)
x2 = x0 + r0* Math.Cos(2*pi/3)
y2 = y0 + k*r0* Math.Sin(2*pi/3)
x3 = x0 + r0* Math.Cos(4*pi/3)
y3 = y0 + k*r0* Math.Sin(4*pi/3)
GraphicsWindow.DrawLine(x1,y1,x2,y2)
GraphicsWindow.DrawLine(x2,y2,x3,y3)
GraphicsWindow.DrawLine(x3,y3,x1,y1)
GraphicsWindow.DrawEllipse(x0-r0,y0-k*r0,2*r0,2*k*r0)
GraphicsWindow.DrawEllipse(x0-r1,y0-k*r1,2*r1,2*k*r1)
GraphicsWindow.DrawLine(x0-r0,y0,x0+r0,y0)

Рис. 9.
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Задание 26. Указать способ построения любых других треугольников, эллипс 
Штейнера которых имеет ту же форму (рис. 10).

Рис. 10.

Указание. Нужно использовать эллиптический поворот образа правильного тре-
угольника. Эллипс остаётся неизменным, а треугольник, для которого этот эллипс 
является эллипсом Штейнера, скользит вокруг него.

Текст программы для построения рисунка 10:

pi = Math.Pi
x0 = 320
y0 = 220
r0 = 200
r1 = r0/2
k = 1/3
u = 1.3
x1 = x0 + r0* Math.Cos(u)
y1 = y0 + k*r0* Math.Sin(u)
x2 = x0 + r0* Math.Cos(u+2*pi/3)
y2 = y0 + k*r0* Math.Sin(u+2*pi/3)
x3 = x0 + r0* Math.Cos(u+4*pi/3)
y3 = y0 + k*r0* Math.Sin(u+4*pi/3)
GraphicsWindow.DrawLine(x1,y1,x2,y2)
GraphicsWindow.DrawLine(x2,y2,x3,y3)
GraphicsWindow.DrawLine(x3,y3,x1,y1)
GraphicsWindow.DrawEllipse(x0-r0,y0-k*r0,2*r0,2*k*r0)
GraphicsWindow.DrawEllipse(x0-r1,y0-k*r1,2*r1,2*k*r1)

Задание 27. Написать программу, создающую анимационный эффект вращения 
эллипса Штейнера.

6. ТОЧКИ С ЦЕЛОЧИСЛЕННЫМИ  
КООРДИНАТАМИ НА ЭЛЛИПСЕ ШТЕЙНЕРА

Решим ещё одну задачу, связанную с эллипсом Штейнера.
Задание 28. Указать способ получения треугольника с целочисленными коорди-

натами вершин и вывести уравнение эллипса Штейнера этого треугольника. Постро-
ить соответствующее изображение.
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Решение. Рассмотрим каноническое уравнение эллипса с неизвестными пока по-
луосями а и b. Пусть точка МС с целочисленными координатами ( )1 1;x y  лежит на 
эллипсе, и её положение определяется углом α. Тогда 1 cosx a α=  , 1 siny b α=  .

Таким образом, 1cos  
x
a

α =  и 1s  
y

in
b

α = .

Точка MA с координатами ( )1 1;x y  лежит на эллипсе, и её положение определяет-

ся углом 2 
3
πα + . Следовательно, 

2 2
1 3 1 3 cos   sin    cos   sin
2 2 2 2

x a aè y b bα α α α=− − =− +    . После замены 1cos  
x
a

α =  и 1s  
y

in
b

α =  получим формулы 

1
2 1

3  
2 2
x ax y

b
=− −    и 1

2 1
3  

2 2
y by x
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x1 и y1, нужно нейтрализовать 3 . Для этого достаточно выбрать a и b так, чтобы их
отношение равнялось 3 . Кроме того, 2a  должно быть целым числом. В этом слу-

чае уравнение эллипса принимает вид 
22

2 2

3 1yx
a a

+ = . Поэтому для вычисления 2a  по 

значениям x1 и y1 можно использовать уравнение 2 2 2 3 .a x y= +

Положим 1 1x =  и 1 3y = , тогда 2a  = 28. Вычисление координат x2 и y2 позволяет 
получить точку (–5; –1). Наконец для координат x3 и y3 аналогичные вычисления дают 
точку (4; –2).

Эллипс Штейнера и соответствующий треугольник показаны на рис. 11.

Рис. 11.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье были рассмотрены вопросы, так или иначе связанные с эллипсами Штей-
нера. В целом их изучение позволяет несколько с иных позиций посмотреть на  
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аналитическую геометрию. Кроме того, самостоятельное решение предлагаемых за-
дач позволяет повысить математическую культуру студентов.

Тематика, связанная с эллипсами Штейнера, далеко не исчерпана. Авторы про-
должают её описание в следующей статье, в которой делается акцент на экстремаль-
ных свойствах эллипсов Штейнера.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Проблемы специального образования сегодня являются одними из самых акту-
альных в работе всех подразделений системы образования, а также специальных 
коррекционных учреждений. Это связано, в первую очередь с тем, что число детей 
с ограниченными возможностями здоровья и детей-инвалидов, неуклонно растет, 
так только за последний год это число выросло на 9,4 %. Кроме роста числа почти 
всех категорий детей с ограниченными возможностями здоровья, отмечается и тен-
денция качественного изменения структуры дефекта. Нарушение здоровья у детей 
приобретает все более комплексный характер. В настоящее время в России количе-
ство обучающихся с ограниченными возможностями здоровья насчитывается более  
1,15 миллионов человек, из них около 530 тыс. составляют дети-инвалиды в возрасте 
от 8 до 17 лет. 

Образование детей с ограниченными возможностями здоровья и детей-инвали-
дов предусматривает создание для них специальной коррекционно-развивающей 
среды, обеспечивающей адекватные условия и равные с обычными детьми возмож-
ности для получения общего образования. В связи с этим обеспечение реализации 
права детей с ограниченными возможностями здоровья на образование рассматри-
вается как одна из важнейших задач государственной политики не только в области 
образования, но и в области демографического и социально-экономического разви-
тия Российской Федерации.

В национальной доктрине образования на период до 2025 года поставлена задача 
создания максимально благоприятных условий для выявления и развития интеллек-
туальных и творческих способностей каждого учащегося.

В Конституции РФ и Законе «Об образовании» сказано, что дети с проблемами  
в развитии имеют равные со всеми права на образование. Важнейшей задачей мо-
дернизации является обеспечение доступности качественного образования, его  
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индивидуализация и дифференциация, систематическое повышение уровня профес-
сиональной компетентности педагогов всех уровней, а также создание условий для 
достижения нового современного качества общего образования.

Дети с ограниченными возможностями здоровья – это дети, которые имеют не-
которые зафиксированные нарушения функции организма, состояние здоровья ко-
торых препятствует освоению образовательных программ вне специальных условий 
обучения и воспитания. Не каждый ребенок с ОВЗ – инвалид, в то время как ребе-
нок-инвалид является и ребенком с ОВЗ.

Группа детей с ОВЗ чрезвычайно неоднородна. Это определяется, прежде все-
го тем, что в нее входят дети с разными нарушениями развития: нарушение слуха, 
зрения, речи, опорно-двигательного аппарата, интеллекта, с выраженными расстрой-
ствами эмоционально-волевой сферы, с задержкой и комплексными нарушениями 
развития.

Дети и подростки с ограниченными возможностями здоровья (ОВЗ) так же, как и 
здоровые дети, обладают талантами, способностями, одаренностью. Одаренные дети 
с ОВЗ и инвалидностью – это дети, которые признаны образовательной и медицин-
ской системами, превосходящими уровень интеллектуального, творческого развития 
других детей своего уровня и диагноза. 

Понимание сути одаренности исключительно важно.
Существуют три условных группы одарѐнности:

1. 	 Дети с необыкновенно высоким общим уровнем умственного развития при про-
чих равных условиях.

2. 	 Дети с признаками специальной умственной одаренности – одаренности в опре-
деленной области науки (такие учащиеся чаще обнаруживаются в подростковом 
возрасте).

3. 	 Учащиеся, не достигающие по каким–либо причинам успехов в учении, но об-
ладающие яркой познавательной активностью, оригинальностью психического 
склада, незаурядными умственными резервами (возможности таких учащихся  
нередко раскрываются в старшем школьном возрасте). 
На развитие одаренности и ее своеобразие влияет много факторов. 
К основным факторам относятся: 

– 	 личностные характеристики; 
– 	 характеристики окружения; 
– 	 мотивация достижения цели; 
– 	 ожидание успеха; 
– 	 стремление к знаниям; 
– 	 критические события жизни; 
– 	 способность к преодолению стресса; 
– 	 ролевые ожидания по отношению к высокой одаренности; 
– 	 успешный и неуспешный опыт; 
– 	 образование родителей; 
– 	 микроклимат в семье, в классе, на уроке. 
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Одаренных детей отличают: 
– 	 высокоинтеллектуальные способности; 
– 	 креативность (оригинальность, гибкость, продуктивность мышления); 
– 	 быстрое усвоение и выдающаяся память; 
– 	 интеллектуальное любопытство и стремление к знаниям; 
– 	 высокая личностная ответственность; 
– 	 убежденность в собственной эффективности и самостоятельность суждений; 
– 	 позитивная система представлений ребенка о самом себе, связанная с адекватной 

самооценкой. Все это чрезвычайно важно для детей с ОВЗ. 
Один из вариантов поддержки и развития одаренных детей-инвалидов – это 

проведение различного вида конкурсов, олимпиад, конференций, фестивалей и т.п. 
Большой опыт поддержки одаренных детей-инвалидов сложился на факультете ин-
формационных технологий ФГБОУ ВО МГППУ.

Вот уже более 15 лет факультет информационных технологий МГППУ прово-
дит олимпиаду по математике и информатике для учеников с ОВЗ и инвалидностью. 
Олимпиада не только дает ценный материал для суждения о степени подготовленно-
сти учащихся, но и выявляет наиболее одаренных и подготовленных, стимулирует 
углубленное изучение предмета. 

В отличие от конкурсов, написания рефератов или исследовательских работ, 
олимпиада охватывает более широкий круг знаний, выходящий за рамки школьных 
предметов, и способствует формированию более широкой эрудиции. В предметных 
олимпиадах, таких как олимпиада по математике и информатике, проводимых на 
факультете информационных технологий МГППУ основой успеха является не сум-
ма конкретных знаний учащегося, а его способность логически мыслить, умение со-
здать за короткий срок достаточно сложную и, главное, новую для него логическую 
конструкцию. 

Цели, которые ставит факультет при проведении олимпиады: 
•	 развитие интереса и способностей учащихся к занятиям математикой и информа-

тикой; 
•	 создание необходимых условий для выявления одарённых детей среди учащихся 

с ограниченными возможностями здоровья; 
•	 стимулирование инновационной деятельности в государственных образователь-

ных учреждениях; 
•	 активизация потенциала студенчества как «двигателя» городского развития; вов-

лечение студентов и молодых преподавателей в процесс организации инклюзив-
ного образования путем участия в организации и проведении олимпиады по ма-
тематике и информатике.
Проведение олимпиад не только позволяет выявлять и поддерживать талантли-

вую молодежь с ограниченными возможностями здоровья в г. Москве, но и мотиви-
рует молодое поколение с ограниченными возможностями здоровья к научно-иссле-
довательской деятельности и техническому творчеству, содействует вовлечению мо-
лодежи с ограниченными возможностями здоровья в инновационную деятельность, 
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активизирует работу научных обществ и других форм внеучебной работы для де- 
тей с ограниченными возможностями здоровья, содействует в профориентации детей  
с ограниченными возможностями здоровья. 

2. ОПИСАНИЕ ПРОЦЕССА  
ПРОВЕДЕНИЯ И ОРГАНИЗАЦИИ ОЛИМПИАДЫ

Для участия в олимпиаде школьников с ОВЗ и детей инвалидов силами факуль-
тета создаются специальные условия для обеспечения возможности их участия, 
учитывающие состояние их здоровья, особенности психофизического развития, в 
том числе: 
•	 максимальная самостоятельность – учащийся должен иметь возможность для са-

мостоятельного решения заданий, благодаря собственным усилиям, затраченным 
в процессе подготовки;

•	 принцип активности знаний – потребность у учащихся держать всю новую ин-
формацию, полученную в процессе подготовки;

•	 принцип опережения уровня сложности – учащемуся необходимо вести подго-
товку с целью применения полученных знаний ориентируясь на задания повы-
шенной сложности;

•	 анализ результатов олимпиады – позволяет учащимся увидеть свои сильные и 
слабые аспекты подготовки. По итогу олимпиады, учащийся увидит свои упуще-
ния, удачные решения и недоработки. Более того, учащийся сможет в дальней-
шем скорректировать программу и методы своей подготовки к олимпиаде, чтобы 
в дальнейшем убрать лишнее и отточить этот процесс под наибольший результат.
Олимпиада помогает понять, какой уровень знаний имеет ребенок на данный мо-

мент, как происходит его адаптация к таким мероприятиям, как олимпиада, что в 
дальнейшем может дать представление об их поведении в каких-то других жизнен-
ных ситуациях. 

Проведение олимпиады на факультете подразумевает установку не только на вы-
явление одаренности, но и на социализацию детей с ОВЗ и инвалидностью. Целевая 
установка социализации состоит в том, чтобы каждого растущего человека приоб-
щить к основам культуры и социальной жизни, сделать способным адаптироваться 
в обществе, что требует развития отношений, взглядов, чувств, готовности участво-
вать в социальной деятельности. Ребёнок с ОВЗ, участвуя в такой деятельности, мо-
жет пройти путь от интереса, через приобретение конкретных навыков, к профессио-
нальному самоопределению, что также важно для успешной социализации, помогает 
найти зоны интереса. 

3. ПРИМЕР ЗАДАНИЙ

Один из вариантов олимпиады по математике и информатике для предвыпуск-
ных классов:
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Фамилия, имя _____________________________  Школа _______  Класс ________

1 2 3 4 5 6 7 8 Сумма

Задача 1
Решить уравнение:                                  . 
Задача 2
Когда пассажиры вошли в пустой трамвай, половина их заняла места для сиде-

ния. Сколько было пассажиров, если после первой остановки их число увеличилось 
ровно на 8 % и известно, что трамвай вмещает не больше 70 человек. 

Задача 3
Полуокружность радиуса          с центром на гипотенузе АВ прямоугольного тре-

угольника АВС проходит через вершину А и касается катета ВС этого треугольника 
в точке М. Найдите длину отрезка СМ, если ∠ABC = 30°.

Задача 4 
Чему равно произведение tg1° * tg2° * …* tg88° * tg89° ?
Задача 5 
Найти значение x, заданное уравнением (нижний индекс означает систему счис-

ления): 124 + 128 + 1210 + 1212 + 1216 = 12x

Задача 6  
Алексей, Виктор, Сергей и Денис отправились сдавать экзамен по информатике.  

Они сделали следующие предположения: 
−	 если сдаст Виктор, то сдаст и Денис;
−	 если сдаст Алексей, то сдадут и Виктор, и Денис;
−	 неверно, что если не сдаст Денис, то не сдаст и Сергей. 

Предположения оказались верными. Кто сдал, и кто не сдал экзамен?
Задача 7 
Дан массив, содержащий N целых чисел. Написать программу, которая распола-

гает, сохраняя порядок, в начале массива те числа, у которых вторая или третья циф-
ры от конца числа нечетные. Затем эта программа должна расположить, сохраняя 
прежний порядок, остальные числа массива.

Задача 8 
Дана блок-схема (см. рис. блок-схема, стр. 91). Какое значение будет выдано на 

печать? 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Олимпиада помогает выявить одаренность и развить её, становясь своеобразным 
стартом в карьере. Следует отметить, что, как правило, победа в предметной олим-
пиаде становится заделом для успешности во взрослой жизни.

cos cos 2x x+ =

2 3
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Рис. блок-схема.
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В статье обсуждается задача нахождения прямой на плоскости, сумма квадратов 
расстояний до которой от n данных точек этой плоскости будет наименьшей. 
Показывается, как свести эту задачу к решению аналогичной задачи для трех 
точек, решением которой служит прямая, содержащая большую ось эллипса 
Штейнера треугольника с вершинами в этих точках. Высказывается также 
гипотеза о связи рассматриваемой тематики с задачей об областях притяжения 
в теории фракталов.

Ключевые слова: визуализация, экстремальные задачи, сумма квадратов 
расстояний, комплексная плоскость, многочлен, производная многочлена, 
среднее арифметическое корней, центр тяжести корней, эллипс Штейнера, 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящей заметкой мы продолжаем серию статей [1]-[4], посвященных реше-
нию экстремальных задач. 

2. ЗАДАЧА О НАХОЖДЕНИИ МИНИМАЛЬНОЙ ПРЯМОЙ

Рассмотрим сначала известную задачу нахождения прямой на плоскости, сумма 
квадратов расстояний до которой от n данных точек этой плоскости будет наимень-
шей, следуя в основном изложению в [5]. Эта прямая имеет следующий механиче-
ский смысл: если поместить в данные точки одинаковые массы, то она совпадет с 
осью, относительно которой полученная система масс имеет наименьший момент 
инерции.

Пусть z1, z2 , … , zn – комплексные числа, соответствующие данным n точкам на 
комплексной плоскости. Составим многочлен P(z) = (z – z1)(z – z2) … (z – zn), корнями 
которого являются числа z1, z2, … zn . После раскрытия скобок получим P(z) = zn –  
c1z

n-1 + c2z
n-2 – … (-1) n cn , где c1 = z1 + z2 + … + zn , c2 = z1 z2 + z1 z3 + … + zn-1zn , cn = (-1) 

n z1 z2 … zn .
Среднее арифметическое корней многочлена обозначим через g:

		  g = (z1 + z2 + … + zn)/n , откуда c1 = z1 + z2 + … + zn = ng 	 (1)

и найдем среднее арифметическое корней производной многочлена P(z): P‘(z) =  
nzn-1 – (n-1)c1z

n-2 + … (-1) n-1 cn-1. 
По теореме Виета сумма корней многочлена P‘(z) равна (n-1)c1/n = (n-1)ng/n = 

(n-1)g , т.е. среднее арифметическое корней z‘
1, z

‘
2 , … , z‘

n многочлена P‘(z) равно (z‘
1+ 

z‘
2 + … +z‘

n)/(n-1) и, таким образом, средние арифметические корней многочлена P(z) 
и его производной P‘(z) совпадают. 

Если поместить в данные точки одинаковые массы, то можно сказать, что центры 
тяжести корней многочлена P(z) и его производной P‘(z) совпадают.

Понятно, что число g будет единственным корнем (n-1)-ой производной многоч-
лена P(z). Действительно, P(n-1)(z) = n(n-1) … 2z – c1(n-1)(n-2) … 2 = 0, откуда после 
сокращения на (n-1)! = 1*2* … *(n-1) получим nz – c1 = 0, z = c1/n = g. Обозначим 
через u и v корни многочлена P(n-2)(z), т.е. корни уравнения n(n-1)z2–2(n-1) c1z + 2c2 = 0.  
Тогда по теореме Виета 

			   u + v = 2(n-1)c1 /(n(n-1)) = 2c1/n = 2g, 	 (2)

uv = 2c2/(n(n-1)) = 2(z1 z2 + z2 z3 + … +zn-1zn)/(n(n-1)), откуда 

			     z1 z2 + z2 z3 + … +zn-1zn = n(n-1)uv/2. 	 (3)

Выразим сумму квадратов корней многочлена P(z) через корни u и v (n-2)-ой про-
изводной этого многочлена: (z1 + z2 + … + zn)

 2 = (z1
2 + z2

2 + … + z2
n) + 2(z1 z2 + z2 z3 + 

… +zn-1zn), откуда, учитывая (1) и (3), получим z1
2 + z2

2 + … + z2
n = (z1 + z2 + … + zn)

 2– 
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2(z1 z2 + z2 z3 + … +zn-1zn) = n2g2 – n(n-1)uv. Отсюда легко найти сумму квадратов  
(z1 – g) 2 + (z2 – g) 2 + … + (zn – g) 2 = z1

2 + z2
2 + … + z2

n – 2g(z1 + z2 + … + zn) + ng 2 = n2g2 –  
n(n-1)uv – 2g*ng + ng 2 = ng 2(n-1) – n(n -1)uv = n(n -1)(g2 – uv).

Поскольку g = (u + v)/2 (см.(2)), то g2 – uv = ((u + v)/2) – uv = (u2 + v2–2uv)/4 =  
(u – v) 2 /4, т.е. n(n-1)(g2 – uv) = n(n-1)(u – v) 2 /4 и (z1 – g) 2 + (z2 – g) 2 + … + (zn – g) 2 = 
n(n-1)(u – v) 2 /4. 

Обозначим через (xk ; yk) координаты комплексного числа zk – g (k = 1, 2, …, n) в 
декартовой системе координат, начало которой совпадает с точкой g, а ось абсцисс 
проходит через точки u и v (рис.1). Тогда при делении zk – g на xk + iyk из аргумента 
комплексного числа zk – g будет вычитаться угол, образуемый вектором zk – g с осью 

uv (рис.1), поэтому аргументы чисел (zk – g)/
(xk + iyk) равны аргументу числа v – u. 

Учитывая, что │zk – g│ = │ xk + iyk │, полу-
чим: (zk – g)/(xk + iyk) = … = (zk – g)/(xk + iyk) =  
(v – u)/(2c), 2c = │v – u│, откуда (xk + iyk)

 2 =  
4с2 (zk – g) 2/(u – v) 2 , k = 1, 2, … , n и (x1 +  
iy1)

 2 + … + (xn + iyn)
 2 = 4с2/(u – v) 2((z1 – g) 2 + 

(z2 – g) 2 + … + (zn – g) 2) = (4с2/(u – v) 2)n(n-1)
(u – v) 2 /4 = n(n-1)c 2 .

Итак, 
			   (x1 + iy1)

 2 + … + (xn + iyn)
 2 = n(n-1)c 2. 	

Раскрыв скобки в левой части равенства (3), получим:
x1

2 – y1
2 + … + xn

2 – yn
2 + 2i(x1y1 + … + xnyn) = n(n-1)c 2, а выражение n(n-1)c 2 является 

действительным числом, то 

		   x1
2 – y1

2 + … + xn
2 – yn

2 = n(n-1)c 2, x1y1 + … + xnyn = 0. 	 (4)

Учитывая то, что мы приняли g за начало новой системы координат, имеем:

		             x1 + x2 + … + xn = 0, y1 + y2 +… + yn = 0. 	 (5)

Пусть xcosα +ysinα – p = 0 – нормальное уравнение искомой минимальной пря-
мой, где α – угол между нормалью к прямой и осью абсцисс, р – расстояние от начала 
координат до этой прямой. 

Так как φ – внешний угол прямоугольного тре-
угольника OAB, то φ = π/2 + α (рис.2), откуда α =  
φ – π/2, cosα =cos(φ – π/2) = sinφ, sinα = sin(φ –  
π/2) = -sin(π/2 – φ) = -cosφ и, таким образом, нор-
мальное уравнение прямой примет вид

	        x sinφ – ycosφ – p = 0, 	 (6) 

где φ – угол между искомой прямой и осью аб-
сцисс uv новой системы координат. Обозначим  

Рис. 1.

Рис. 2.
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через dk расстояния от точек zk до прямой (6) (k = 1, 2, …, n). Тогда dk = │xk sinφ – 
ykcosφ – p│и d1

2 + … + dn
2 = │x1 sinφ – y1cosφ – p│2 + … + │xn sinφ – yncosφ – p│2 =   

(x1 sinφ – y1cosφ – p)2 + … + (xn sinφ – yncosφ – p)2 = (x1
2 + … + xn

2) sin2φ + (y1
2 + … + 

yn
2) cos2φ + np2–2(x1y1 + … + xnyn)sinφcosφ -2psinφ(x1 + x2 + … + xn) + 2pcosφ(y1 + y2 +… 

+ yn). Три последних слагаемых равны нулю, поскольку согласно (4) и (5) x1y1 + … + 
xnyn = 0, x1 + x2 + … + xn = 0, y1 + y2 +… + yn = 0.

Итак, d1
2 + … + dn

2 = (x1
2 + … + xn

2) sin2φ + (y1
2 + … + yn

2) cos2φ + np2 = (1/2) (x1
2 + … 

+ xn
2) sin2φ + (1/2) (x1

2 + … + xn
2)(1- cos2φ) + (1/2) (y1

2 + … + yn
2) cos2φ +(1/2) (y1

2 + … + 
yn

2) (1 – sin2φ) + np2 = (1/2) (x1
2 + y1

2 … + xn
2 + yn

2) + (1/2) (x1
2 + … + xn

2)(sin2φ – cos2φ) + 
(1/2) (y1

2 + … + yn
2)(cos2φ- sin2φ) + np2 = (1/2) (x1

2 + y1
2 … + xn

2 + yn
2) – (1/2) (x1

2 + … + 
xn

2) cos2φ +(1/2)(y1
2 + … + yn

2)cos2φ + np2 = (1/2) (x1
2 + y1

2 … + xn
2 + yn

2) – (1/2)(x1
2 – y1

2 
+ … + xn

2 – yn
2) cos2φ + np2 = (1/2) (x1

2 + y1
2 … + xn

2 + yn
2) – (1/2)n(n-1)c 2cos2φ + np2 ≥ 

(1/2) (x1
2 + y1

2 … + xn
2 + yn

2) – (1/2)n(n-1)c 2, причем равенство в последнем неравен-
стве достигается только в случае φ = 0, p = 0 .

Таким образом, минимальная прямая, т.е. прямая в плоскости n данных точек, для 
которой сумма расстояний от этих точек является наименьшей, проходит через корни 
u и v (n-2)-ой производной P(n-2)(z) многочлена P(z).

Рассмотрим случай n=3. Тогда первое из соотношений (4), а именно 

x1
2 – y1

2 + … + xn
2 – yn

2 = n(n-1)c 2 
примет вид 

		           x1
2 – y1

2 + x2
2 – y2

2 + x3
2 – y3

2 = 3*2*c 2 = 6c 2. 	 (7) 

Положим 
		             x1

2 + x2
2 + x3

2 = 6a 2, а y1
2 + y2

2 + y3
2 = 6b 2. 	 (8)

Тогда равенство (7) преобразуется в x1
2 – y1

2 + x2
2 – y2

2 + x3
2 – y3

2 = (x1
2 + x2

2 + x3
2) –  

(y1
2 + y2

2 + y3
2) =6a 2–6b 2 = 6(a 2 – b 2) = 6c 2, откуда 

			        a 2 – b 2 = c 2, где 2c = │v – u│. 	 (9)

Таким образом, фокусы эллипса с уравнением 

				      x2/a 2 + y2/b 2 = 1, 	 (10)

где a, b и c определяются равенствами (8) – (9) совпадают с точками u и v.
Покажем, что середины сторон треугольника АВС, где А(x1; y1), В(x2; y2), С(x3 ; y3) 

лежат на этом эллипсе. Пусть Мa , Мb , Мc – середины сторон ВС, СА, АВ треуголь-
ника АВС соответственно. Тогда Мa ((x2 + x3)/2; (y2 + y3)/2), Мb ((x1 + x3)/2; (y1 + y3)/2), 
Мc ((x1 + x2)/2; (y1 + y2)/2). Поскольку начало выбранной нами системы координат 
совпадает с центром тяжести треугольника АВС, то 

			        x1 + x2 + x3 = 0, y1 + y2 + y3 = 0. 	 (11)

Кроме того, с учетом (4), имеем 

			                x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0, 	 (12)
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откуда x3y3 = – x1y1 – x2y2 , но согласно (11) y3 = – y1 – y2 , поэтому x3(-y1 – y2) = – x1y1 –  
x2y2 или x3y1 + x3y2 = x1y1 + x2y2 , x3y1 – x1y1 = x2y2 – x3y2 , y1(x3 – x1) = y2 (x2 – x3) , т.е. y1/
(x2 – x3) = y2/(x3 – x1).

Аналогично, y2/(x3 – x1) = y3/(x1 – x2). Итак, 

y1/(x2 – x3) = y2/(x3 – x1) = y3/(x1 – x2) = k 
и 
		             y1 = k(x2 – x3), y2= k(x3 – x1), y3= k(x1 – x2). 	 (13)

Но согласно (8) y1
2 + y2

2 + y3
2 = 6b 2, поэтому 

k2((x2 – x3)
2 + (x3 – x1)

2 + (x1 – x2)
2) = 6b 2,

k2(2(x1
2 + x2

2 + x3
2) -2(x1x2 + x2x3 + x1x3)) = 6b 2 .

После возведения в квадрат обеих частей равенства x1 + x2 + x3 = 0 (см.(11)), полу-
чим x1

2 + x2
2 + x3

2 + 2(x1x2 + x2x3 + x1x3) = 0, откуда 

2(x1x2 + x2x3 + x1x3) = -x1
2 – x2

2 – x3
2 

и
k2(2(x1

2 + x2
2 + x3

2) -2(x1x2 + x2x3 + x1x3)) =  
k2(2(x1

2 + x2
2 + x3

2) + x1
2 + x2

2 + x3
2) = 3k2(x1

2 + x2
2 + x3

2) = 3k2 *6a 2 = 6b 2,
т.е. 

			             3k2a 2 = 6b 2, k2 = b 2/3a 2. 	 (14) 

Найдем значение выражения x1
2/a 2 + y1

2/b 2, учитывая (13) и (14):

x1
2/a 2 + y1

2/b 2 = x1
2/a 2 + k2(x2 – x3)

2 /b 2 =  
x1

2/a2 + b2(x2 – x3)
2 /3a2b 2 = (3x1

2 +(x2 – x3)
2)/3a2 =  

(2x1
2 + x1

2 + (x2 – x3)
2)/3a2 = (2x1

2 + (-x2 – x3)
2 + (x2 – x3)

2)/3a2 =  
2(x1

2 + x2
2 + x3

2)/3a2 = 2*6a2/3a2 = 4. 
Итак, 

				      x1
2/a 2 + y1

2/b 2 = 4. 	 (15) 

Подставим теперь в уравнение (10) координаты точки Мa ((x2 + x3)/2; (y2 + y3)/2), 
заменив x2 + x3 и y2 + y3 на -x1 и – y1 соответственно (см. (11) и (15)): (-x1/2) 2/a2 +  
(-y1/2) 2/b2 = (1/4)(x1

2/a2 + y1
2 /b2) = (1/4)*4 = 1.

Таким образом, координаты точки Мa удовлетворяют уравнению (10), т.е. точка 
Мa лежит на этом эллипсе. Точно так же можно убедиться в том, что и середины 
Мb и Мc сторон АС и АВ тоже лежат на эллипсе (10) с центром в центре тяжести 
треугольника АВС и фокусами в точках u и v, совпадающих с корнями производ-
ной кубического многочлена, корнями которого являются вершины треугольника 
АВС. Поскольку любой треугольник можно перевести аффинным преобразовани-
ем в правильный треугольник, то при таком преобразовании центр тяжести тре-
угольника АВС перейдёт в центр правильного треугольника, а середины сторон 
треугольника АВС – в середины сторон правильного треугольника, а наш эллипс –  
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во вписанную окружность правильного треугольника. Итак, рассматриваемый 
эллипс касается сторон треугольника АВС в их серединах. Такой эллипс называ-
ется вписанным эллипсом Штейнера. Прямая, проходящая через фокусы эллипса 
Штейнера, и дает решение задачи о минимизации суммы квадратов расстояний от 
вершин треугольника до произвольной прямой в плоскости этого треугольника.  
В общем случае эта минимальная прямая наклонена как к сторонам треугольника, 
так и к осям системы координат.

Приведем теперь определение эллипса Штейнера, вернее двух эллипсов Штейне-
ра – вписанного и описанного.

Пусть заданы правильный треугольник А0В0С0 и произвольный треугольник АВС. 
Существует аффинное преобразование, которое переводит вершины первого треу-
гольника в соответствующие вершины второго. Образ вписанной в правильный треу-
гольник окружности называется вписанным эллипсом Штейнера. Образ описанной 
вокруг правильного треугольника окружности называется описанным эллипсом 
Штейнера. Различные задачи, связанные с эллипсами Штейнера, рассматриваются 
в статье авторов [10].

Для того, чтобы сделать картинку более наглядной, рассмотрим обратную задачу: 
пусть дан эллипс. Найти треугольники, для которых прямая, содержащая большую 
ось этого эллипса является минимальной. 

Выберем систему координат Oxy так, чтобы её начало совпало с центром эллип-
са, а его фокусы лежали на оси Ox. Тогда координаты точек должны удовлетворять 
соотношениям (11) – (12): x1 + x2 + x3 = 0, y1 + y2 + y3 = 0, x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0. Легко 
подобрать следующее целочисленное решение этих уравнений: x1 = 1, y1 = 5, x2 = 2, 
y2 = -4, x3 = -3, y3 = -1.

Для того, чтобы координаты середин сторон треугольника АВС также были цело-
численными, достаточно удвоить найденные координаты.

Тогда А(10; 2), В(-8; 4), С(-2; 6), Мa (-5; -1); Мb(4; -2), Мс(1; 3).
Треугольник, имеющий такие координаты вершин, вместе с его вписанным эл-

липсом Штейнера изображен на рис.3.Минимальная прямая этого треугольника  
совпадает с осью Ox. 

Рис. 3.
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То, что ось Ox действительной прямой, легко проверить непосредственно. Сумма 
квадратов расстояний от вершин А, В, С до оси Ox равна 22 + 42 + 62 = 56. Понятно, 
что минимальная прямая должна проходить через центр тяжести треугольника АВС, 
т.е. через начало координат О. Сумма квадратов расстояний от вершин А, В, С до оси 
Oy равна 102 + 82 + 22 = 168 > 56. Уравнение любой прямой, проходящей через начало 
координат и отличной от оси Oy, имеет вид y = kx, поэтому d1

2 + d2
2 + d3

2 = ((kx1 – y1)
 2 +  

(kx2 – y2)
 2 + (kx3 – y3)

 2)/(k2 + 1) = (4/(k2 + 1))*((5k – 1) 2 + (-4k – 2) 2 + (-k + 3) 2) = 4(42k2 +  
14)/(k2 + 1) = 56(3k2 + 1)/(k2 + 1) = 56(k2 + 1 +2k2)/(k2 + 1) = 56(k2 + 1)/(k2 + 1) + 56*2k2/
(k2 + 1) = 56 + 112k2/(k2 + 1) ≥ 56, причем минимум, равный 56, достигается при k = 0.  
В этом случае y = 0, т.е. минимальная прямая действительно совпадает с осью Ох. 

3. ПРИМЕНЕНИЯ В МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКЕ

Заметим, что в математической статистике минимальная прямая называется глав-
ной компонентой. Основы метода главных компонент (англ. 

Principal component analysis, PCA) были заложены знаменитым английским уче-
ным, основателем математической статистики Карлом Пирсоном (1857–1936) в ста-
тье [6]. Именно в этой статье и была поставлена задача нахождения прямой, миними-
зирующей сумму квадратов расстояний от n данных точек плоскости до этой прямой. 
В настоящее время метод главных компонент разросся до обширной прикладной 
дисциплины, занимающейся в том числе и вопросами визуализации данных ([7]-[8]). 

4. ГИПОТЕЗА ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОБЛЕМЫ А. КЭЛИ  
ДЛЯ КОМПЛЕКСНЫХ ПОЛИНОМОВ

Рассмотрим в заключение некоторую гипотезу относительно проблемы А. Кэли 
(1821–1895) для комплексных полиномов. В заметке «Комплексная проблема Нью- 
тона-Фурье», опубликованной в 1879г., Кэли предложил применить метод, назван-
ный им методом Ньютона-Фурье к комплексным многочленам. 

В действительном случае метод Ньютона состоит в построении рекуррентной по-
следовательности 

			          {xk-p(xk)/p
’(xk), k = 0, 1, 2, … 	 (16)

В формулировке Кэли « … задача состоит в разделении плоскости на области так, 
чтобы, выбрав по желанию точку Р (начальную точку x0 в (16)), где бы то ни было 
внутри одной области, мы в конечном счете пришли бы к точке А (равной корню, т.е. 
р(А) = 0); где бы то ни было внутри другой области пришли бы к точке В и так далее 
для каждой из нескольких точек, представляющих корни нашего уравнения.

В случае квадратного уравнения решение оказывается простым и изящным, но 
уже следующий сменяющий его случай кубического уравнения, по-видимому, пред-
ставляет значительную трудность [9]. Действительно, для квадратных уравнений 
данная последовательность всегда сходится к ближайшему корню, за исключени-
ем случая, когда начальная точка z0 лежит на серединном перпендикуляре отрезка 
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с концами, совпадающими с корнями данного квадратного уравнения. В этом случае 
точки zк будут все время оставаться на этом серединном перпендикуляре, совершая 
хаотическое движение. Для многочленов более высоких степеней, например, куби-
ческих, эта задача так и осталась нерешенной, хотя еще в 1879 г. Артур Кэли соби-
рался представить решение в следующей публикации, но она, увы, так никогда и не 
появилась [9]. 

Компьютерные эксперименты для кубических многочленов показали, что суще-
ствуют хорошие по отношению к методу Ньютона многочлены, т.е. такие, для кото-
рых почти все начальные точки сходятся к одному из корней, и плохие, для которых 
начальные точки не сходятся ни к одному из корней уравнения. Однако оказалось, 
что центр тяжести корней может служить хорошей контрольной точкой: если после-
довательность с начальной точкой в центре тяжести корней сходится к одному из 
корней многочлена, то этот многочлен хороший. Если же после достаточно большого 
числа итераций она не подходит близко ни к одному из корней, то велика вероят-
ность того, что многочлен плохой [9].

Поскольку минимальная прямая проходит через центр тяжести корней и фокусы 
эллипса Штейнера, совпадающие с корнями производной кубического многочлена, 
то естественно предположить, что существует какая-то связь между проблемой Нью-
тона-Фурье для кубического многочлена и геометрией треугольника с вершинами 
в корнях этого кубического многочлена. Тогда эта связь будет иметь место и для 
многочленов высших степеней, так как центр тяжести корней многочлена степени n 
совпадает с центром тяжести корней его производной (n-3)-го порядка, т.е. с центром 
тяжести корней кубического многочлена.

К сожалению, авторы не имеют доступа к быстродействующей вычислительной 
технике и мониторам с высоким разрешением и, таким образом, не имеют возможно-
сти экспериментально проверить эту гипотезу.
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На сегодняшний день многие проблемы компетентностного подхода остаются 
не решенными как в методологическом и методическом плане, так и в плане 
организации деятельности и создания соответствующих технологий. Для 
формирования научно-исследовательских компетенций университета 
соответствующие сведения о проектах, научных работах и специализации 
сотрудников университета необходимо собирать и обрабатывать, что в 
современных условиях при большом разнообразии научных направлений и 
количестве отдельных работ и проектов требует создания специализированной 
информационной системы. Задача выявления компетенций сотрудников 
научной организации может быть решена путем кластеризации текстов их 
научных работ. 

Ключевые слова: информационная система, формирование компетенций, 
научно-исследовательская компетенция, ключевые слова, научная 
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Известно, что перед высшей профессиональной школой сегодня поставлена за-
дача подготовки выпускников к проведению научных исследований, что в терминах 
компетентностного подхода звучит как формирование научно-исследовательской 
компетентности. 

На сегодняшний день многие проблемы компетентностного подхода остаются 
не решенными как в методологическом и методическом плане, так и в плане ор-
ганизации деятельности и создания соответствующих технологий. Научно-иссле-
довательские компетенции университета в первую очередь определяются составом 
его сотрудников, преподавателями и научными работниками, которые могут осу-
ществлять различные научно-исследовательские работы на должном уровне. Поэто-
му научно-исследовательские компетенции университета, по-видимому, следует и 
можно определять по тем проектам и научно-исследовательским работам, которые 
осуществляет университет с учетом общей квалификации его научного персонала 
(образования и специализации сотрудников). При этом профессиональная направ-
ленность этих компетенций так или иначе связана с известными научными специ-
альностями научных сотрудников. Для формирования научно-исследовательских 
компетенций университета соответствующие сведения о проектах, научных работах 
и специализации сотрудников университета необходимо собирать и обрабатывать, 
что в современных условиях при большом разнообразии научных направлений и 
количестве отдельных работ и проектов требует создания специализированной ин-
формационной системы. 

Цель работы по созданию веб-ресурса для формирования научно-исследователь-
ских компетенций заключалась в разработке компьютерной информационной систе-
мы для определения научно-исследовательских компетенций МГППУ и планиро-
вания научной деятельности высшего учебного заведения с функциями частичной 
автоматизации формирования описаний научно-исследовательских компетенций.

Задачи проекта включали: анализ вопросов формализации описаний научно- 
исследовательских компетенций; определение функциональных требований к ИС и 
составление технического задания на разработку ИС; синтаксический и семантиче-
ский анализ структуры и алгоритмизация отношений между составляющими научно- 
исследовательских компетенций; разработка механизмов реляционной базы данных 
научной специализации и научно-исследовательских работ и проектов университе-
та; синтаксический и семантический анализ структуры и алгоритмизация отношений 
между составляющими научно-исследовательских компетенций; разработка меха-
низмов реляционной базы данных научной специализации и научно-исследователь-
ских работ и проектов университета; разработка алгоритмов автоматизации форми-
рования описаний научно-исследовательских компетенций.

Такая информационная система может обеспечить систематизацию, упоря-
дочение и автоматизацию сведений о научно-исследовательских компетенциях 
университета и упрощение работы с этой информацией, даст возможность лучше  
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координировать и планировать дальнейшую научно-исследовательскую деятель-
ность университета и осуществлять экспертизу постановки новых научных задач, 
позволит провести рекламу и продвижение проектов университета. Это в результа-
те может дать университету необходимые конкурентные преимущества на рынке. 
В настоящее время стандартных информационных систем такого типа на рынке не 
существует, что делает проект по разработке информационной системы «научно- 
исследовательские компетенции университета» актуальным.

2. ТЕХНИЧЕСКАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 

Программная реализация информационной системы представляет из себя веб- 
ресурс, хранящийся на сервере МГППУ. В качестве приложения-сервера использу-
ется широко распространенное приложение Apache. Система написана с использо-
ванием языков: PHP, JavaScript, CSS, HTML. В качестве приложения базы данных 
используется приложение MySQL. Так как разрабатываемый веб-ресурс является  
информационной системой сложной структуры, то для разработки используется 
фреймворк Laravel, включающий в себя фреймворк Symfony.

В качестве языка представления шаблонов графических HTML элементов в систе-
ме используется язык Twig. Гибкое и эффективное взаимодействие с базой данных 
совершается с использованием библиотеки Eloquent. Вся передача данных внутри 
системы и от сервера к клиентскому приложению производится на языке структури-
зации данных JSON. В целом архитектура приложения создана на шаблоне проекти-
рования MVC (Model View Controller). 

Шаблон проектирования MVC предполагает разделение данных приложения, 
пользовательского интерфейса и управляющей логики на три отдельных компонента: 
Модель, Представление и Контроллер – таким образом, что модификация каждого 
компонента может осуществляться независимо. Такой систематизированный подход 
позволяет в достаточной степени и с наилучшей эффективностью использовать кон-
цепцию объектно-ориентированного программирования, основанную на представле-
нии программы в виде совокупности объектов, каждый из которых является экзем-
пляром определённого класса, а классы образуют иерархию наследования.

3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Задача выявления компетенций сотрудников научной организации может быть 
решена путем кластеризации текстов их научных работ. При этом необходимо учи-
тывать наличие у сотрудников утвержденной научной квалификации и их распреде-
ление по научным специальностям соответствующей номенклатуры. Наиболее про-
стой вариант решения задачи сводится к формализованному представлению текстов 
с последующей оценкой их семантической близости. Связь представлений текстов и 
научных специальностей представляется матрицей в метрике TF-IDF.
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Предлагаемый подход предполагает вычисление оценок согласованности доку-
ментов с ключевыми фрагментами описаний научных специальностей. Размерность 
пространства, в котором представлены эти тексты, понижается с помощью сингу-
лярного разложения матриц в метрике TF-IDF. Это обеспечивает понижение размер-
ности задачи и удаление несущественной информации. Последующее многомерное 
шкалирование позволяет получить представления научных текстов в пространстве 
малой размерности, что является исходными данными для последующей кластери-
зации. Сингулярное разложение матрицы, связывающей сотрудников и кластеры на-
учных текстов, с последующим многомерным шкалированием позволяет выполнить 
кластеризацию носителей компетенций.
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