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АНАЛИЗ ДАННЫХ
УДК 004.93

Построение параметрического семейства вейвлетов 
и использование его в обработке изображений

Битюков Ю.И.*
Московский авиационный институт  
(национальный исследовательский университет) (МАИ)
г. Москва, Российская Федерация
ORCID: https://orcid.org/0009-0008-6384-0564 
e-mail: yib72@mail.ru

Битюков П.Ю.**
Московский энергетический институт  
(национальный исследовательский университет) (МЭИ)
г. Москва, Российская Федерация
ORCID: https://orcid.org/0009-0000-8697-7047 
e-mail: p.bityukoff@yandex.ru

Данная статья посвящена построению параметрического семейства 
биортогональных вейвлетов по схеме подъема и схемам подразделений, 
и применению такого семейства в задаче подрисовки изображений, когда 
часть пиксельных данных на изображении отсутствует или каким-либо 
образом перезаписана. Параметрическое семейство вейвлетов предоставляет 
параметрическое семейство фильтров для восстановления поврежденных 
изображений. При таком восстановлении, нужный вейвлет выбирается не из 
каких-то общих соображений, а из параметрического семейства в процессе 
решения оптимизационной задачи.

Ключевые слова: вейвлет, схема подъема, схема подразделений, обработка 
изображений.

Для цитаты: 
Битюков Ю.И., Битюков П.Ю. Построение параметрического семейства вейвлетов  
и использование его в обработке изображений // Моделирование и анализ данных. 
2023. Том 13. № 4. C. 7–22. DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2023130401

*Битюков Юрий Иванович, доктор технических наук, профессор кафедры «Теория вероятно-
стей и компьютерное моделирование», Московский авиационный институт (национальный ис-
следовательский университет) (МАИ), г. Москва, Российская Федерация, ORCID: https://orcid.
org/0009-0008-6384-0564, e-mail:yib72@mail.ru

mailto:e-mail: yib72@mail.ru
mailto:p.bityukoff@yandex.ru
https://doi.org/10.17759/mda.2023130401


Битюков Ю.И., Битюков П.Ю.
Построение параметрического семейства вейвлетов и использование его в обработке...
Моделирование и анализ данных. 2023. Том 13. № 4.

8

**Битюков Павел Юрьевич, студент-бакалавр, Московский энергетический институт (наци-
ональный исследовательский университет) (МЭИ), г. Москва, Российская Федерация, ORCID: 
https://orcid.org/0009-0000-8697-7047, e-mail:p.bityukoff@yandex.ru

1. ВВЕДЕНИЕ

Вейвлеты и схемы подразделений тесно связаны. Как материнский вейвлет так 
и масштабирующая функция, возникающие в рамках ортогонального или неорто-
гонального кратномасштабных анализов могут быть получены через стационарные 
схемы подразделений, где в качестве маски такой схемы используется масштабная 
последовательность [1]. Вейвлеты давно применяются в задачах обработки изобра-
жений, а схемы подразделений возникли в задачах геометрического моделирования.

В данной статье рассматривается вопрос получения параметрических семейств 
биортогональных вейвлетов по схеме подъема вейвлетов Хаара, исследуется класс 
гладкости и порядок этих вейвлетов. В качестве применения в статье рассматри-
вается проблема подрисовки изображения, которая возникает [2], когда часть 
пиксельных данных на изображении отсутствует или перезаписана другими сред-
ствами. С этим приходится иметь дело, например, при восстановлении древних ри-
сунков, когда часть изображения отсутствует или повреждена из-за старения или 
царапин. Задача подрисовки состоит в том, чтобы восстановить отсутствующую 
область из наблюдаемых неполных данных. В последние годы было предложено 
много полезных методов для решения этой проблемы, в том числе были предло-
жены методы, основанные на вейвлетах [3,4]. В данной статье решение этой зада-
чи будет также основано на использовании вейвлетов, но выбор нужного вейвлета 
будет происходить не из общих соображений, а из параметрического семейства в 
процессе решения оптимизационной задачи.

В статье даются основные теоретические сведения из теории стационарных схем 
подразделений, приводятся достаточные условия сходимости таких схем, а также 
требования, какие необходимо наложить на маску схемы, чтобы получить функцию 
нужного класса гладкости. Кроме этого, рассматриваются некоторые результаты, 
касающиеся биортогональных вейвлет-систем и схемы подъема, посредством кото-
рой можно улучшать свойства вейвлета. Эти теоретические сведения затем приме-
няются к подъему вейвлетов Хаара и получению из них непрерывных и гладких вей-
влетов с большим чем у вейвлетов Хаара числом нулевых моментов. Как известно, 
число нулевых моментов определяет скорость убывания вейвлет-коэффициентов, 
что важно, например, в задачах сжатия данных. Последний раздел статьи посвящен 
вычислительным экспериментам.

2. СХЕМЫ ПОДРАЗДЕЛЕНИЙ. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В данном разделе приводятся основные результаты, касающиеся стационарных 
схем подразделений, которые будут использованы в дальнейшем. Схема подраз-
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деления [5] определяется заданной последовательностью = { } ,   .sa a sα α∈
∈

Z
N  Мы 

будем предполагать, что supp = { : 0}a aαα ≠  – конечное множество. Обозначим  
( )sl∞ Z  линейное нормированное пространство ограниченных последовательно-

стей = { } sα α
ν ν

∈Z
, в котором норма определяется равенством = | | .sup

s
α

α

ν ν∞
∈Z

   

Введем в рассмотрение оператор S  : ( ) ( )s s
a l l∞ ∞→Z Z , который определим форму-

лой 2(S ) = , ( ).s
a

s
a lα α β β

β

ν ν ν− ∞
∈

∈∑
Z

Z  Последовательность { } saα α∈Z
 будем называть 

маской подразделения, а Sa  – оператором подразделений.
Определение 1. [5] Будем говорить, что схема подразделений

1 0= S = ( ) , = 1, 2, , =m m m
a aS mν ν ν ν ν−



сходится в ( )sl∞ Z , если существует непрерывная функция ( )S : s
aν
∞ →R R  такая, что

			        
( )S = 0lim

2
m

a mm
ν ν∞

→+∞
∞

⋅  − 
 

.	 (1)

Если функция ( )Saν
∞  удовлетворяет дополнительному свойству 

( )S ( ) = , s
a kk kν ν∞ ∈ Z , то она называется интерполяционной.

Теорема 1. (Необходимое условие сходимости схемы подразделений [5]) Пусть 
= 1s . Предположим, что схема подразделений сходится для некоторого ( )lν ∞∈ Z   

и ( )S 0aν
∞ ≡ . Тогда маска удовлетворяет условию 2 2 1= 1;   = 1a aβ β

β β
+

∈ ∈
∑ ∑

Z Z
.

Введем в рассмотрение многочлен Лорана ( ) = n
n

n
A z a z

∈
∑

Z
. Тогда из необходимого 

условия сходимости схемы подразделений получаем: ( 1) = 0A − ; (1) = 2.A  Из перво-
го равенства следует, что, если маска имеет конечный носитель, т.е. ( ) = ( ),kA z z R z−  
где ( )R z  – многочлен, то этот многочлен делится нацело на ( 1)z + . Поэтому 

( ) = (1 ) ( ),  (1) = 1.A z z Q z Q+  Пусть ( ) = n
n

n
Q z q z

∈
∑

Z
 и = { }n nq q ∈Z .

Теорема 2. [6] Пусть = 1s . Схема Sa  сходится при любом выборе начальной по-
следовательности 0ν , если существует L∈ N  такое, что (S ) < 1L

q ∞  .
Если обозначить 

12 2 [ ]( ) = ( ) ( ) ( ) =
L L j

L j
j

Q z Q z Q z Q z q z
−

∑ , то имеет место равен-
ство [6]:

[ ]
2

0 <2
(S ) = max L

L

L L
q i j

i j
q∞ − ⋅∑ 

 .

Теорема 3. [6] Пусть = 1s  и 1( ) = ( )
2

nzA z Q z+ 
 
 

. Если Sq  сходится при лю-

бом выборе начальной последовательности, то (S ) ( )n
a Cν∞ ∈ R  для любой началь-

ной последовательности ν  и (S )( ) = (S ( ))( ),
n

n
a bn

d t t
dt

ν ν∞ ∞ ∆  где 1= ( )n nν ν−∆ ∆ ∆  и
1

1( ) =k k kν ν ν −∆ − , k ∈ Z .

Теорема 4. [5] Предположим, что схема подразделений сходится для всех 
( )slν ∞∈ Z  и для некоторого ( )slν ∞∈ Z  функция ( )S 0aν

∞ ≡ . Тогда маска { } saα α∈Z
 

( )S ( ) = , s
a kk kν ν∞ ∈ Z
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определяет единственную непрерывную функцию с компактным носителем ϕ , удов-
летворяющую условиям:

( ) = (2 ), ,   ( ) = 1, .s st a t t t tα
α α

ϕ ϕ α ϕ α
∈ ∈

− ∈ − ∀ ∈∑ ∑
Z Z

R R

Более того, ( )S ( ) = ( ), .sa
s

t t tα
α

ν ν ϕ α∞

∈

− ∈∑
Z

R

3. БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ ВЕЙВЛЕТЫ И СХЕМА ПОДЪЕМА

Пусть ϕ , ϕ  – две масштабирующие функции [7,1] с масштабными последова-
тельностями u , u , которые имеют конечные носители:

( ) = 2 (2 ),   ( ) = 2 (2 )k k
k k

t u t k t u t kϕ ϕ ϕ ϕ
∈ ∈

− −∑ ∑
Z Z

  .

Будем рассматривать последовательности с действительными членами ,k ku u ∈ R .  
Обозначим 2

, ( ) = 2 (2 )
j

j
j k x x kϕ ϕ − . Тогда, если ψ , ψ  – соответствующие вейвлеты, то

1, 1,= ,   =k k k k
k k
v vψ ϕ ψ ϕ

∈ ∈
∑ ∑

Z Z

  .

Многочлены Лорана, соответсвующие данным последовательностям, будем обо-
значать ( )U z , ( )U z , ( )V z , ( )V z . Для биортогональных систем имеет место равен-
ство [8]:

			       ( ) ( ) ( ) ( ) = 2U z U z U z U z+ − −   	 (2)

для любых = iz e ξ−  на единичной окружности и

			    
1 1( ) = ( ), ( ) = ( )V z zU z V z zU z− −− −  	 (3)

Определение 2. [9, 10] Множество { , , , }u u v v   называется множеством конечных 
биортогональных фильтров, если соответствующая система функций { , , , }ϕ ϕ ψ ψ   биор-
тогональна, т.е. ( ), , ,, =j k j k k kϕ ϕ δ′ ′ , , , ,( , ) =j m j m m mψ ψ δ′ ′ , , ,( , ) = 0j m j kψ ϕ ; , ,( , ) = 0j k j mϕ ψ  
для всех , , , ,j m k k m′ ′∈ Z .

Теорема 5. (Схема подъема [9,10]) Выберем начальное множество конечных 
биортогональных фильтров 0 0{ , , , }u u v v  . Тогда новое множество конечных биорто-
гональных фильтров { , , , }u u v v   может быть найдено следующим образом

2 2
0 0( ) = ( ) ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ) ( ),U z U z V z P z V z V z U z P z−+ ⋅ − ⋅  

где ( )P z  – произвольный многочлен Лорана.
Помимо схемы подъема известен также и двойственный подъем 

0 0{ , , , } { , , , }u u v v u u v v→    , который осуществляется по следующим формулам [9, 10]:

2 2
0 0( ) = ( ) ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ) ( ),U z U z V z P z V z V z U z P z−− ⋅ + ⋅    
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После применения подъема и двойственного подъема сохраняются [9] равенства 
(2) и (3). С помощью поъема или двойственного подъема путем надлежащим образом 
выбора многочленов ( )P z , ( )P z , могут быть улучшены свойства масштабирующих 
функций и вейвлетов.

Как известно, в случае биортогональных вейвлет-систем для 2L ( )f ∈ R  имеет 
место равенство [8]:

	   
, , , , , , , ,= ( , ) ( , ) = ,j n j n s n s n j n j n s n s n

n s j n n s j n
f f f c dϕ ϕ ψ ψ ϕ ψ

∈ ∈ ∈ ∈

+ +∑ ∑∑ ∑ ∑∑
Z Z Z Z

 

 
	 (4)

где , ,= ( , )j k j kc f ϕ , , ,= ( , )j m j md f ψ . Кроме того, имеет место теорема

Теорема 6. [7] Если ( )Nf C∈ R  и ( ) = 0lx x dxψ
∞

−∞
∫  , = 0,1, , 1l N − , то

, ( 0.5)

1( , ) = ,  
2j k j Nf O jψ

+

  → +∞ 
 

 .

Про вейвлет ψ , удовлетворяющий условию теоремы, говорят [7], что он поряд-
ка N  или имеет N  нулевых моментов. В данной статье будем получать функции 

( )kCϕ ∈ R , = 0,1,k  , а вейвлеты ψ , по возможности, будем делать большего по-
рядка, тем самым управляя скоростью убывания коэффицентов.

Пусть функция f  представлена в виде 0, 0,= ( , )n nn Z
f f ϕ ϕ

∈∑  . По формуле (4)

0, 0, , , , ,
0

= ( , ) =   .n n j n j n s m s m
n Z n Z j s m Z

f f c dϕ φ ϕ ψ− −
∈ ∈ − ∈

+∑ ∑ ∑ ∑

 

Заметим, что , 2 1,=j n k n j k
k Z
uϕ ϕ− +

∈
∑  , , 2 1,( ) =  ( ).j n k n j k

k Z
x v xψ ϕ− +

∈
∑   Умножая скалярно 

полученные равенства на f , получим , 2 1, , 2 1,= ,  =  j n k n j k j n k n j k
k Z k Z

c u c d v c− + − +
∈ ∈
∑ ∑  .

Полученное преобразование можно представить в виде свертки, если обозначить 
( ) 2= kk
v v↓ . Тогда

		            ( ) ( ), 1, , 1,= * ,  = *j j j jc c u d c v• + • −• • + • −•↓ ↓  	 (5)

где ( ) = kku u−• −  . Формулы (5) представляют собой алгоритм вейвлет-разложения. 
Имеет место и алгоритм вейвлет-восстановления[8]:

			       ( ) ( )1, , ,= * *j j jc c u d v+ • • •↑ + ↑ ,		  (6)

где введено обозначение ( ) = kn
z z↑ , если = 2 ;n k  и ( ) = 0

n
z↑ , если = 2 1n k + .

В заключении данного раздела рассмотрим способ нахождения приближенных 
значений масштабирующей функций через схему подразделений. Отметим следую-
щий результат [1]:

Теорема 7. [1] Пусть функция ( )2Lf R∈  удовлетворяет условию Липши-
ца порядка ε  при некотором (0;1]ε ∈ , т.е. существует константа 1C  такая, 
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что 1( ) ( )f x f y C x y ε− ≤ −  для всех ,x y R∈ . Пусть действительная функция 

( ) ( )1 2L LR Rϕ ∈ ∩  удовлетворяет условию 2( ) = <x x dx Cε ϕ
+∞

−∞

+∞∫  и ( ) = 1x dxϕ
+∞

−∞
∫ .

Тогда ( ) ( )/ 2 ( 1/2)
, 1 2, 2 2 2 .m m m

m kf f k C C εϕ − − − +− ≤

Теорема 8. Пусть функция ( )Cϕ ∈ R , 1 2L ( ) L ( )ϕ ∈ ∩R R , supp , supp [ ; ]m mϕ ϕ ⊂ − , 

и ( ) = 1
m

m

x dxϕ
−
∫  . Тогда ( ) ( )/ 2

,2 , 2 = 0.lim j j
j

j
ϕ ϕ ϕ −

⋅ ∞→+∞
− ⋅

Доказательство. Заметим, что 

. Следовательно,

( ) ( ) ( )/ 2
,2 , 2 = 2 ( ) (2 ) (2 ) 2 ( ) (2 ) (2 ) =

= (2 2 ) (2 ) ( ) | ( ) | ( , 2 | |),

j j j j j j j j
j k

m m
j j j j

m m

k x k x k dx x k x k dx

t k k t dt x dx m

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ω ϕ

+∞ +∞
− − −

−∞ −∞

− − − −

− −

− − − ≤ − −

+ − ≤ ⋅

∫ ∫

∫ ∫

  

 

где 
1 2

1 2( , ) = | ( ) ( ) |sup
x x

x x
δ

ω ϕ δ ϕ ϕ
− <

−  – модуль непрерывности функции ϕ . Пусть < 1δ . 

Тогда, т.к. supp [ ; ]m mϕ ⊂ − , то 
1 2

1 2

1 2 1
| |<

, [ 1; 1]

( , ) = | ( ) ( ) |= ( , )sup
x x

x x m m

x x
δ

ω ϕ δ ϕ ϕ ω ϕ δ
−

∈ − − +

− . По те-

ореме Кантора 1
0

( , ) = 0.lim
δ

ω ϕ δ
→ +

 Отсюда следует утверждение теоремы.

Пусть теперь , ,= ( , )j k j kc ϕ ϕ  и = 0,  , | |>ku k k m∀ . Тогда [7] supp [ ; ]m mϕ ⊂ −  и 
формулы (6) перепишутся в виде [1]:

			       
1, 2 , 0, 0,= ,  = .j m m k j k k k

k
c u c c δ+ −

∈
∑

Z
	  (7)

В дальнейших рассуждениях будет выполняться ( 1) = 0U − , (1) = 2U . Поэтому 

в схеме (7) не выполняются необходимые условия сходимости. Пусть 2
, ,ˆ = 2

j

j k j kc c .  
Тогда

			    
1, 2 , 0, 0,ˆ ˆ ˆ= 2 ,  = .j m m k j k k k

k
c u c c δ+ −

∈
∑

Z
	  (8)

Предположим, что эта схема сходится и ϕ̂  – предельная функция. Тогда, по 
теореме 7

2 2 2
, , , ,

, 1 2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ(2 ) (2 ) = (2 ) 2 (2 ) (2 ) 2 2 (2 )

ˆ ˆ(2 ) 2 ,  .

j j j
j j j j j j

j k j k j k j k

j j
j

k k k c c k k c c k

c C C kε

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

−− − − − − −

− −
⋅ ∞

− − + − ≤ − + − ≤

≤ ⋅ − + ∀ ∈ Z

/ 2 /2 /2
, ( ) = 2 (2 ) = 2 ( ) = 2j j j j
j k x dx x k dx t dxϕ ϕ ϕ

+∞ +∞ +∞
− −

−∞ −∞ −∞

−∫ ∫ ∫  

/ 2 /2 /2
, ( ) = 2 (2 ) = 2 ( ) = 2j j j j
j k x dx x k dx t dxϕ ϕ ϕ

+∞ +∞ +∞
− −

−∞ −∞ −∞

−∫ ∫ ∫  
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Отсюда, согласно равенству (1), получаем ˆ(2 ) (2 ) = 0lim j j

j
ϕ ϕ− −

∞
→+∞

⋅ − ⋅  . В случае
непрерывности функции ϕ  аналогичный результат получается из теоремы 8. Та-
ким образом, приближенные значения (2 )j kϕ −  могут быть найдены по формуле: 

,ˆ(2 ) .j
j kk cϕ − ≈

4. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ СЕМЕЙСТВА БИОРТОГОНАЛЬНЫХ 
СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ПОДЪЕМА ВЕЙВЛЕТОВ ХААРА

Рассмотрим следующие многочлены Лорана

0 0
1 1( ) = ( ) = ,  ( ) = ( ) = .
2 2 2 2

z zU z U z V z V z+ − + 

Двойственный подъем приводит к следующим многочленам:

2 21 1 1 1( ) = ( );  ( ) = ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

z z z zU z P z V z P z−   
+ − − + − + + +   

   
   .

Обязательно должно быть (1) = 0V , следовательно, (1) = 0P . Отсюда следует, что
( 1) = 0U − . Пусть 

=
( ) =

m

m
P z p zλ

λ
λ −
∑ . Вейвлет ψ  будет иметь порядок N , если [7]

( ) (1) = 0,  = 0,1, , 1kV k N∀ −

 .
Нужно заметить, что чем больше условий накладывается на вейвлет и мас-

штабирующую функцию, тем шире носитель этих функций. В статье рассмотрим 
два вида многочлена Лорана ( )P z  для случаев = 1, 2m  и выясним какие свойства 
можно получить у функций ( )xϕ  и ( )xψ . Целью является создание параметриче-
ского семества масштабирующих функций и вейвлетов, при этом у первых повы-
шаем гладкость, а у вторых порядок вейвлета. После подъема функцию ϕ  можно 
получить по схеме подразделений с маской 2u  и начальной последовательно-
стью 0,= , k k kν δ ∈ Z ,

3

1,
= 2

1, [0;1); 1 1( ) = = , ( ) = (2 ) (2 1)
0, [0;1), 2 2

k k
k

x
x v x x x

x
ϕ ψ ϕ ψ ϕ ϕ

−

∈
− + − ∈

∑   .

Пусть 1
1 0 1( ) =P z p z p p z−

− + + , тогда, во-первых, должно быть 0 1 1 = 0p p p−+ + . По-
скольку ( ) 2 2 1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 12 ( ) = 1 1 ( ) = 1 ( 1) ,V z z z P z p z p z p p z p p p z p z− −
− − − −− + + + + − − − + − − + + + 

условие (1) = 0V ′  приводит к равенству 1 14 4 1 = 0p p−− + + . Для удобства обозна-

чим 1 =p α− , 1
1=
4

p α − . Многочлен Лорана 2 ( )U z  в рассматриваемом случае 
имеет вид

3 2
2

1 1
3 5 4 42 ( ) = 2 2 .
4 4

U z z z z
z z

α α
α α α α

− −
 − + − + + + + + 
 
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Нужно заметить, что при таком виде многочлена Лорана supp [ 2;3]ϕ ⊂ −  (см. [7]).

Теорема 9. Пусть 1 1 1( ) = 2
4 4

P z z zα α α−    + − + − +   
   

 , последовательность

= { }k ku uα α
∈Z  выбрана следующим образом: 3 =

2
uα α

− , 2 =
2

uα α , 1
2 3 / 4=

2
uα α + , 

0
5 / 4 2=

2
uα α− , 1

1/ 4=
2

uα α
−

− , 2
1 / 4=
2

uα α
−

−  и = 0ku
α  для остальных k . Тогда, если 

7 57 57 3; 
16 16

α
 − −

∈  
 

, то функция ϕ , определяемая схемой подразделений 
2u

S α  

по формуле (8), непрерывна на R , а вейвлет ψ , определяемый последовательно-

стью = { }k kv vα α
∈Z  , где 0

3 8=
4 2

vα α+
− , 1

5 8=
4 2

vα α−
 , 2 3

4 1= =
4 2

v vα α −
  , 2 1= =

2
v vα α α

− −   и

= 0kv
α
  при остальных k, имеет порядок 2.

Доказательство. Заметим, что многочлен Лорана  
( ) 22 ( ) = 1 1 ( ) = 2 k

k
k

U z z z P z u z−

∈

+ + − ∑
Z

  можно представить в виде:

2 1 23 1 12 ( ) = ( 1) 2 2 .
4 4 4

U z z z z z zα α α α− −    + − + + − − − −    
    

Обозначим 
2

2 1 2

= 2

3 1 1( ) = 2 2 =
4 4 4

k
k

k
C z z z z z c zα α α α− −

−

   − + + − − − −   
   

∑ . Тогда

Найдем, при каких значениях α  будет выполнено неравенство 
2 [2]

4
=0,1,2,3

( ) = | |< 1.maxc i j
i j

S c∞ −∑   Из (9) следует, что данное неравенство равносильно 

системе неравенств:

3 1 9 5 12 4 2 < 1;
4 4 16 4 4

α α α α α α       + + − + + − −       
       

2
2 25 1 12 4 2 2 < 1;

2 4 2
αα α α α α   + − + − + −   

   

2 2 1 3 < 1;
4 4

α α α α α   − + + − +   
   

2 2
[2] 2 2

= 2 = 2

2 1 6

2 2 2
2 2 2 2= 6 = 1 =22 2

2 2 2 2

( ) ( )

.

k k
k k

k k
c z C z C z c c z

c c z c c z c c z

λ
λ

λ

µ µ µ
µ λ λ µ λ λ µ λ λ

µ µ µ µµ µ µλ λ λ

+

∈ − −

−

− − −
+ − + −− −− ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

= = =

     
     = + +     
     
     

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Z

2 2
[2] 2 2

= 2 = 2

2 1 6

2 2 2
2 2 2 2= 6 = 1 =22 2

2 2 2 2

( ) ( )

.

k k
k k

k k
c z C z C z c c z

c c z c c z c c z

λ
λ

λ

µ µ µ
µ λ λ µ λ λ µ λ λ

µ µ µ µµ µ µλ λ λ

+

∈ − −

−

− − −
+ − + −− −− ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

= = =

     
     = + +     
     
     

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

Z

( ) 22 ( ) = 1 1 ( ) = 2 k
k

k
U z z z P z u z−

∈

+ + − ∑
Z


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21 3 1 16 2 2 2 < 1,
2 4 2 4

α α α α α       − + + − + −       
       

решение которой представляет собой интервал 7 57 57 3; 
16 16

 − −
  
 

. По теореме 2,

при этих значениях α , функция ( )Cϕ ∈ R .
На рис. 1 представлен пример графиков масштабирующей функции ( )xϕ  и вей-

влетов ( )xψ  и ( )xψ  при = 0, 00048α − .

Рис. 1. Графики функций ϕ , ψ , ψ  при = 0, 00048α −

Теорема 10. Пусть 2 1 2
2 1 0 1 2( ) =P z p z p z p p z p z− −

− −+ + + + , где 1 =p α , 2
5=

4 256
p α

− − ,

2
17=

4 256
p α

− − − , 1
88=
256

p α− +  а последовательность = { }k ku uα α
∈Z  выбрана следу-

ющим образом: 4

0.01953125
4=

2
uα

α

−

− −
, 3 4=u uα α

− −− , 2 =
2

uα α
− , 1 =

2
uα α

− − ,

0

3 0.7421875
2=

2
uα

α−
+

, 1

3 1.2578125
2=

2
uα

α
+

, 2
0.34375=

2
uα α + , 3 2=u uα α− , 4 5

0.06640625
4= =

2
u uα α

α
− −

−  

и = 0ku
α  для остальных k . Тогда, если 

( 0.231363152054986; 0.112386847945014)α ∈ − − , то функция ϕ , определяемая схемой подразделений 
2

S uα  

принадлежит 1 ( )C R , а если ( 0.430370347700429; 0.0866203477004288)α ∈ − ,

то ( )Cϕ ∈ R . Вейвлет ψ , определяемый последовательностью = { }k kv vα α
∈Z  , где

4 3

0.06640625
4= =

2
v vα α

α

− −

− −
  , 2 1

0.34375= =
2

v vα α α
− −

+
  , 0

3 1.2578125
2=

2
vα

α
− −

 ,

4 5

0.06640625
4= =

2
u uα α

α
− −

− ( 0.231363152054986; 0.112386847945014)α ∈ − −
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1

30.7421875
2=

2
vα

α
−

 , 2 3= =
2

v vα α α
  , 4 5

0.01953125
4= =

2
v vα α

α
− −

   и = 0kv
α
  при

остальных k, имеет порядок 4.
Доказательство. Если 2 1 2

2 1 0 1 2( ) =P z p z p z p p z p z− −
− −+ + + + , то с учетом 

2 1 0 1 2 = 0p p p p p− −+ + + +  получаем

( ) 2 4 3 2 1
2 2 1 1

2 3 4 5
1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 ( ) = 1 1 ( ) =

(1 ) (1 ) .

V z z z P z p z p z p z p z

p p p p z p p p p p z p z p z p z

− − − −
− − − −

− − − −

− + + + + + + −

− + + + + + − − − − + + + +

 

Условия ( ) (1) = 0kV , = 1, 2, 3k  приводят к равенствам: 1 2 1 24 8 4 8 1 = 0;p p p p− −+ − − +  
1 2 1 24 4 = 0;p p p p− −+ + +  1 2 1 214 5 30 = 0p p p p− −+ − − , соответственно. Отсю-

да находим

1 1
2 3 1 4

5 11 17= ; = ; = .
4 256 32 4 256
p p

p p p p− − + − −

Обозначая 1 =p α , многочлен Лорана 22 ( ) = 1 ( 1 ) ( )U z z z P z−+ − − +   перепишем 
в виде:

( ) ( )

5
2

4 3 2

3 4

32 ( ) = 0.06640625
2 4

30.06640625 0.34375 0.34375 1.2578125
4 2

0.01953125 0.01953125
4 40.7421875 .

U z z
z z

z z z z

z z

α α α α

α αα α

α α

 − − + + + + 
 

   + − − + − − + + + + +   
   

+ − −
+ + +

Представим его в виде 
2( 1) ( )

2
z D z+ , где

Итак, в данном случае ψ  четвертого порядка и, если 2( ) < 1dS ∞  ,  
то 1

2
( ) ( )

u
S Cν∞ ∈ R . Последнее условие будет выполнено, если 

( 0.231363152054986; 0.112386847945014)α ∈ − − . Нужно заметить, что многочлен 
2V  можно представить в виде 

1 2 1 24 8 4 8 1 = 0;p p p p− −+ − − +

( ) ( )

5
2

4 3 2

3 4

32 ( ) = 0.06640625
2 4

30.06640625 0.34375 0.34375 1.2578125
4 2

0.01953125 0.01953125
4 40.7421875 .

U z z
z z

z z z z

z z

α α α α

α αα α

α α

 − − + + + + 
 

   + − − + − − + + + + +   
   

+ − −
+ + +

( ) ( )

5
2

4 3 2

3 4

32 ( ) = 0.06640625
2 4

30.06640625 0.34375 0.34375 1.2578125
4 2

0.01953125 0.01953125
4 40.7421875 .

U z z
z z

z z z z

z z

α α α α

α αα α

α α

 − − + + + + 
 

   + − − + − − + + + + +   
   

+ − −
+ + +

( ) ( )

( )

3 2

2

3 4

( ) = 0.5 0.1328125 1.5 0.3984375
0.2734375 2.5 0.5 0.19531250.5 0.0234375 2.5 1.1328125

1.5 0.1171875 0.5 0.0390625 .

D z z z

z
z z

z z

α α
α αα α

α α

⋅ + + − − +

− − −
+ − + + + + +

+ − −
+ +

( ) ( )

( )

3 2

2

3 4

( ) = 0.5 0.1328125 1.5 0.3984375
0.2734375 2.5 0.5 0.19531250.5 0.0234375 2.5 1.1328125

1.5 0.1171875 0.5 0.0390625 .

D z z z

z
z z

z z

α α
α αα α

α α

⋅ + + − − +

− − −
+ − + + + + +

+ − −
+ +

( ) ( )

( )

3 2

2

3 4

( ) = 0.5 0.1328125 1.5 0.3984375
0.2734375 2.5 0.5 0.19531250.5 0.0234375 2.5 1.1328125

1.5 0.1171875 0.5 0.0390625 .

D z z z

z
z z

z z

α α
α αα α

α α

⋅ + + − − +

− − −
+ − + + + + +

+ − −
+ +
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Отсюда и получается утверждение теоремы.
На рис. 2 представлен пример графиков масштабирующей функции ( )xϕ  и вей-

влетов ( )xψ  и ( )xψ  при = 0,1598α − .

Рис. 2. Графики функций ϕ , ψ , ψ  при = 0,1598α − .

5. ПОДРИСОВКА ИЗОБРАЖЕНИЙ

В данном разделе, для простоты обозначений, под изображением будем понимать 
вектор sf ∈ R . Целью будет нахождение неизвестного изображения su∈ R  по на-
блюдаемому изображению = Af u η+ , где η  – белый гауссовский шум с дисперси-
ей 2σ  и A  – линейный оператор. В статье решение такой задачи будет также основа-
но на использовании вейвлетов, но выбор вейвлета будет происходить из параметри-
ческого семейства в процессе решения оптимизационной задачи. Для произвольного 

вектора x s∈ R  обозначим 
1/

1
x , 1 .

ps
p

ip
i
x p

=

 = ≤ < +∞ 
 
∑  Кроме того, для произ-

вольной матрицы A  обозначим 
2

A max λ= , где λ  – максимальное собственное 
значение матрицы A AT .

Пусть = {1, 2, , }sΩ   и Λ ⊂ Ω . Наблюдаемое изображение имеет вид:

3 2 5 41 1 1
1 1

1 1 1
2

1 1

3 4

3
2 ( ) = 0.01953125 0.01953125

2 4 4
3 0.34375 0.34375

0.7421875 1.2578125
2

0.06640625 0.06640625
4 4 .

p p p
V z p z p z z z

p p p
z

z z
p p

z z

   
+ − + − − + − − +   

   
+ + 

+ − − + + + 
 

− − − −
+ +

 3 2 5 41 1 1
1 1

1 1 1
2

1 1

3 4

3
2 ( ) = 0.01953125 0.01953125

2 4 4
3 0.34375 0.34375

0.7421875 1.2578125
2

0.06640625 0.06640625
4 4 .

p p p
V z p z p z z z

p p p
z

z z
p p

z z

   
+ − + − − + − − +   

   
+ + 

+ − − + + + 
 

− − − −
+ +



3 2 5 41 1 1
1 1

1 1 1
2

1 1

3 4

3
2 ( ) = 0.01953125 0.01953125

2 4 4
3 0.34375 0.34375

0.7421875 1.2578125
2

0.06640625 0.06640625
4 4 .

p p p
V z p z p z z z

p p p
z

z z
p p

z z

   
+ − + − − + − − +   

   
+ + 

+ − − + + + 
 

− − − −
+ +


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Задача восстановления неизвестного изображения u  относится к задаче аппрок-
симации. Существует множество схем аппроксимации, например, сплайновая, но 
большинство из них хороши только для гладких функций. Изображения таковыми 
не являются. Основная проблема при восстановлении изображений заключается в 
сохранении особенностей, например краев, изображений, которые не могут быть хо-
рошо сохранены многими доступными алгоритмами аппроксимации.

Обозначим PΛ  диагональную матрицу, у которой ,(P ) = 1,  i i iΛ ∀ ∈ Λ  и 
,(P ) = 0,  \i i iΛ ∀ ∈ Ω Λ . Кроме того, введем еще следующие обозначения: 

: W f W fα α→  – параметрическое дискретное вейвлет-преобразование, ставящее в 
соответствие данному изображению sf ∈ R  его вейвлет-коэффициенты dW fα ∈ R  
и 1Wα

−  – обратное преобразование. Изображение u  будем находить из следующей 
задачи минимизации:

				          *
1 *= ;u W

α
β− 	 (10)

	            
* * 1 2

2 1
1, arg min min P P diag( )
2d

W fαα β
α β β λ β−

Λ Λ
∈

= − +
R

    	 (11)

Рис 3. Подрисовка изображения. а) Исходное изображение, б) Поврежденное изображение, 
в) График функции * ( )β α , г) Восстановленное изображение.
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Пусть ( )1 , ..., mλ λ λ=  и

( )1 11
( , , ) = ( ) ( ) ,n mm

t tλ λ λβ β β βΓ  

где
sign( )(| | ),   | |> ,

( ) =
0,   | | .

i i i i i
ii

i i

tλ
β β λ β λ

β
β λ

−
 ≤

Как показано в статье [4] при каждом значении α  решение задачи минимизации

		     
* 1 2

2 1
1( ) = min P P diag( )
2d

W fα
β

β α β λ β−
Λ Λ

∈
− +

R
    	 (12)

можно найти по следующему алгоритму:
1. 	 Выберем произвольный вектор 0

dβ ∈ R .
2. 	 Находим ( )1

1 ( ) = P ( ) P ( ) , = 0,1, ...k k kW f W W kλ α α αβ α β α β α−
+ Λ ΛΓ + −

В статье [4] доказано, что существует * ( ) = ( )lim k
k

β α β α
→+∞

. Значение этого предела 
и является решением задачи (12). Таким образом, решение задачи (10), (11) мож-
но найти, как *

1 * *( )W
α

β α− , где * *= arg min ( )
α

α β α . На рис. 3 представлены примеры 
восстановления поврежденных изображений. Нужно заметить, что рассмотренная 
задача является частным случаем общей задачи, представленной в начале раздела, в 
которой в качестве оператора A  нужно выбрать PΛ .

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассмотрено построение параметрического семейства вейвлет-систем 
на основе схемы подъема вейвлетов Хаара и улучшения его свойств. Исследованы 
гладкость полученных вейвлетов и их порядок. В статье рассмотрено одно из при-
ложений такого параметрического семейства, предоставляющих разнообразные вей-
влеты, в задаче подрисовки изображений. При решении такой задачи выбор вейвлета 
осуществлялся в процессе решения оптимизационной задачи.
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Исследование психологического благополучия учащихся становится одним из 
ключевых приоритетов в образовательных учреждениях, особенно в условиях 
переходных процессов в обществе. Целью исследования является изучение 
взаимосвязи личностного и семейного ресурса с психологическим благополучием 
и удовлетворенностью жизнью студенческой молодежи. В исследовании 
использованы следующие методики: Шкала психологического благополучия 
К. Рифф; Шкала удовлетворенности жизнью, Индекс хорошего самочувствия, 
Опросник толерантности к неопределенности, Тест жизнестойкости, Опросник 
общей самоэффективности, Шкала самоконтроля, Тест смысложизненных 
ориентаций, авторская анкета с 15 вопросами и с закрытым списком возможных 
ответов. В измерениях по этим методикам приняли участие 41 студент  
в возрасте от 18 до 21 года. Исследование проводилось в два этапа. На первом 
этапе оценивались возможные корреляционные связи между психологическим 
благополучием и показателями личностного, семейного ресурса у всей 
группы респондентов. На втором этапе с целью дифференциации студентов 
по уровню психологического благополучия были выделены две группы: 
студенты с высоким уровнем психологического благополучия и студенты  
с низким уровнем психологического благополучия. Математико-статистический 
анализ проводился с помощью описательной статистики, U-критерия Манна-
Уитни, корреляционного анализа Спирмена, процедур ранжирования, метода 
построения регуляризированных сетей частных корреляций. Исследование 
установило, что студенты, обладающие высоким уровнем удовлетворенности 
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жизнью и психологическим благополучием, проявляют более выраженные 
личностные ресурсы, такие как самоэффективность, жизнестойкость, контроль 
и позитивное отношение к окружающим и себе. Они также имеют ясные цели 
в жизни и достаточно удовлетворены их реализацией. Установлена связь 
хорошего самочувствия студентов с толерантностью к неопределенности. 
Чем выше уровень психологического благополучия, тем больше молодежь 
склонна принимать неопределенность, изменения и стремиться к решению 
сложных задач. Результаты исследования подчеркивают важность 
личностных и семейных ресурсов, а также позитивного отношения студентов 
к себе и окружающим для достижения высокого уровня психологического 
благополучия. Они также указывают на значимость для психологического 
благополучия фактора толерантности к неопределенности, связанного с 
хорошим самочувствием и стремлением к развитию и решению трудных 
жизненных задач. Сохранению психологического благополучия молодежи в 
образовательных условиях способствуют не только наращивание личностных 
ресурсов, но и функциональная роль педагога, продуманное, грамотно 
организованное проектирование образовательной среды.

Ключевые слова: психологическое благополучие, личный ресурс, семейный 
ресурс, самоэффективность, жизнестойкость, контроль, толерантность к 
неопределенности.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Технологические, социально-культурные, информационно-коммуникативных из-
менения в стране оказывают влияние на психологическое благополучие и менталь-
ное состояние молодежи, её эмоциональное и психологическое состояние, а также на 
степень её социальной адаптации и самореализации. Поэтому, изучение и понима-
ние механизмов, влияющих на психологическое благополучие молодежи в условиях 
транзитивного общества, является ключевой и актуальной задачей для современной 
психологии. От этого зависит не только личностное развитие молодежи, но и шире – 
социально-экономическое благополучие общества в целом.
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В предыдущей работе было показано, что ценностные ориентации вносят значимый 
вклад в психологическое благополучие студентов [8]. Целью данного пилотажного ис-
следования является изучение взаимосвязи личностного и семейного ресурса с психо-
логическим благополучием и удовлетворенностью жизнью студенческой молодежи. 

Теоретико-методологической основой пилотажного исследования является си-
стемно-деятельностный подход [3]; позитивная психология и исследования психо-
логического благополучия [16, 24, 25]; психология актуального психологического 
благополучия в рамках эвдемонистического направления [10, 19, 23]. 

В рамках системно-деятельностного подхода к изучению личности личностный 
ресурс рассматривается как часть более обширной системы, включающей в себя раз-
личные факторы и элементы. Важными аспектами этого подхода являются систем-
ный взгляд на личность. Она рассматривается как часть более крупной системы, 
включающей в себя как внутренние, так и внешние факторы. Эти факторы взаимо-
действуют друг с другом, и личностный ресурс получает свой смысл в контексте 
этих взаимоотношений. 

Системно-деятельностный подход включает в себя деятельностный аспект, т.е. 
личность рассматривается как активный участник деятельности, способный влиять 
на результаты этой деятельности. В этом ключе личностный ресурс приобретает 
значение и функциональную роль в контексте деятельности, а сама деятельность 
имеет динамичный и целенаправленный характер взаимодействия в социокультур-
ных условиях. В системно-деятельностном подходе личностные ресурсы рассматри-
вается не изолированно, а в контексте системных связей и влияния на результаты 
деятельности. Этот подход способствует более глубокому пониманию того, как че-
ловек функционирует в различных контекстах и как его ресурсы могут быть опти-
мально задействованы.

В науке под личностными ресурсами понимают индивидуально-психологиче-
ские особенности, связанные с высоким уровнем психологического благополучия и 
успешным осуществлением различных видов деятельности [15]. В качестве личност-
ных ресурсов рассматривают такие конструкты как толерантность к неопределенно-
сти [18], оптимизм [14, 25], базисные убеждения [18], жизнестойкость [20], самоэф-
фективность [12], локус контроля [22], чувство связности [11], и другие.

В отношении термина «психологическое благополучие» (ПБ) на сегодняшний 
день нет единого понимания. Ряд ученых считают, что ПБ – это системное качество 
человека, включающее в себя психологическое, психическое и психосоматическое 
здоровье [4, 7]. Другие рассматривают ПБ как субъективное ощущение счастья, при 
котором человек переживает преобладание положительных эмоций над негативными 
в контексте своей жизни [13]. Мы предлагаем рассматривать ПБ как комплексное и 
интегральное состояние, отражающее общую удовлетворенность и смысловую на-
полненность жизни человека. ПБ включает в себя ряд важных аспектов таких, как 
удовлетворенность жизнью, смысл и направленность, принятие себя и окружающего 
мира, стремление к развитию и самореализации. ПБ связано с ощущением, что жизнь 
имеет смысл и цель. Человек видит свое место в мире и чувствует, что его усилия 
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и деятельность направлены на что-то важное и ценное. Он имеет положительное 
отношение к собственной личности, включая принятие своих черт, особенностей и 
недостатков, которые необходимо преодолеть; положительно относится к другим, 
включая индивидуальные и культурные различия других людей, что способствует 
уменьшению конфликтов и улучшению отношений в социуме; стремится к развитию 
своего потенциала, достижению личных целей. Удовлетворенность жизнью – это 
чувство, когда человек оценивает свою жизнь как счастливую в целом. Это ощуще-
ние может проявляться как в радости от достижений и приятных моментов, так и 
в положительном отношении к переживанию негативных жизненных ситуаций, что 
помогает снизить стресс и справляться с жизненными трудностями.

Интересно, что первоначально основное внимания при изучении ПБ было уделено 
выборке взрослых, а качество жизни считалось основным критерием благополучия. 
Люди, которые в большей степени удовлетворены своей жизнью чаще испытыва-
ет позитивные переживания, они больше зарабатывают и у них успешная карьерная 
траектория. У них более крепкие отношения в семье, есть друзья. Быть благополуч-
ным и счастливым выгодно не только самому человеку, но и обществу в целом. 

В последние 15–20 лет фокус внимания исследования ПБ начинает смещаться 
на обучающихся. В образовании наблюдается удивительная смена парадигм. Если 
раньше в образовании был акцент на академические достижения, то сегодня внима-
ние уделяется как академическому успеху, так и личностному развитию учащихся, 
их ПБ в образовательном пространстве. В частности, благополучие школьников 
даже пытаются рассматривать вне зависимости от учебной деятельности, когда 
признается «важность самочувствия и переживаний школьника вне их связи с до-
стижениями» [9, с. 26] 

Основной гипотезой настоящего пилотажного исследования явилось предполо-
жение о наличии значимой положительной корреляции между показателями психи-
ческого благополучия учащихся и конструктами личностного ресурса, включающего 
свойства личности, выраженность которых влияет на меру благополучия личности. 
Кроме того, было предположено, что вклад личностных ресурсов будет разным для 
студентов с высоким и низким уровнем психологического благополучия.

2. МЕТОДЫ И ИСПЫТУЕМЫЕ

Для проверки гипотез использовался следующий диагностический инструмен-
тарий. Для исследования психологического благополучия были выбраны: опросник 
Шкала психологического благополучия К. Рифф (ШПБ) с дополнительными пока-
зателями (шкала удовлетворенности жизнью, индекс хорошего самочувствия и др.). 
Показатели личностного ресурса исследовались с помощью методик: Тест смысло-
жизненных ориентаций (ТОЖ), Тест жизнестойкости (ТЖС), Опросник толерант-
ности к неопределенности (ОТН). Дополнительный диагностический инструмента-
рий (ДДИ) включал Опросник общей самоэффективности и Шкалу самоконтроля. 
Социально-демографические факторы выявлялись с помощью авторской анкеты из  
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15 вопросов с закрытым списком возможных ответов. В частности, семейный ресурс 
как социально-демографический показатель, отражал уровень финансовой поддерж-
ки студента со стороны семьи в период обучения.

Выборку составили студенты второго курса в возрасте от 18 до 21 года (N = 41; 
M = 18,83; SD = 0,13). 

3. ПРОЦЕДУРЫ

В таблице 1 представлены условные значения перечня 33 переменных исследо-
вания. 

Таблица 1. 
Условные значения показателей исследования

Шкала психологического благополучия К. Рифф (ШПБ) с дополнительными показателями
PA Позитивные отношения с другими Дополнительные показатели

(Шевеленкова с соавторами)
A1 Автономия EB Баланс аффекта
EM Управление средой ML Осмысленность жизни
PG Личностный рост OS Человек как открытая книга
PL Цель в жизни A2 Автономия
SA Самопринятие
GR Общий индекс ПБ

Тест смысложизненных ориентаций (ТОЖ)
LG Цель в жизни LI Локус контроль – Я
LP Процесс жизни LL Локус контроль – жизнь
LR Результативность жизни GL Общий индекс (ОЖ)

Тест жизнестойкости (ТЖС)
IN Вовлеченность RA Принятие риска
CL Контроль VI Общий индекс (ТЖ)

Опросник толерантности к неопределенности (ОТН)
TU Общий индекс толерантности к 

неопределенности
U1 Отношение к неопределенным 

ситуациям
AN Отношение к новизне U2 Предпочтение неопределенности
AC Отношение к сложным задачам U3 Принятие/избегание 

неопределенности
Дополнительный диагностический инструментарий (ДДИ)

SE Самоэффективность FG Индекс хорошего самочувствия
SC Самоконтроль LS Шкала удовлетворенности жизнью
FR Семейный ресурс AG Возраст студента

Для анализа полученных в исследовании данных использовались следующие ста-
тистические методы: корреляционный анализ Спирмена, процедуры ранжирования, 
непараметрический критерий для несвязанных выборок U-критерий Манна-Уитни и 
метод построения регуляризированных сетей частных корреляций [1, 2, 17]. Вычис-
ления были проведены на языке программирования R.
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ

В коррелограмме (рис.1) представлены корреляции Спирмена, где степень насы-
щенности цвета и цвет колера определяют соответственно величину и знак корреля-
ции (отрицательные корреляции показаны красным цветом).

Рис. 1. Коррелограмма (результаты корреляционного анализа Спирмена)

В таблице 2 ниже приведен перечень значимых корреляций Спирмена между по-
казателями исследования.
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Таблица 2 
Перечень значимых корреляций Спирмена  

между показателями исследования

№ Коррелируемые 
факторы 

Корре-
ляция

Уровень 
значимости №  Коррелируемые 

факторы 
Корре-
ляция

Уровень 
значимости

2 IN – AG -0,378 * 189 SA – A1 0,562 ***
3 VI – AG -0,316 * 190 GR – A1 0,765 ***
4 AN – TU 0,576 *** 191 EB – A1 -0,617 ***
5 AC – TU 0,799 *** 192 ML – A1 0,494 **
6 U1 – TU 0,813 *** 193 OS – A1 0,692 ***
7 U2 – TU 0,741 *** 194 A2 – A1 -0,973 ***
8 U3 – TU 0,825 *** 195 PG – EM 0,673 ***
9 SE – TU 0,367 * 196 PL – EM 0,789 ***
10 SC – TU 0,354 * 197 SA – EM 0,859 ***
11 FR – TU 0,365 * 198 GR – EM 0,889 ***
12 FG – TU 0,435 ** 199 EB – EM -0,829 ***
13 PA – TU 0,329 * 200 ML – EM 0,851 ***
14 A1 – TU 0,354 * 201 OS – EM 0,749 ***
15 PG – TU 0,364 * 202 A2 – EM -0,590 ***
16 EB – TU -0,366 * 203 LS – EM 0,308 *
17 A2 – TU -0,348 * 204 IN – EM 0,555 ***
18 IN – TU 0,490 ** 205 CL – EM 0,485 **
19 CL – TU 0,601 *** 206 RA – EM 0,539 ***
20 RA – TU 0,468 ** 207 VI – EM 0,523 ***
21 VI – TU 0,573 *** 208 GL – EM 0,540 ***
22 GL – TU 0,404 ** 209 LG – EM 0,351 *
23 LG – TU 0,438 ** 210 LP – EM 0,543 ***
24 LP – TU 0,417 ** 211 LR – EM 0,553 ***
25 LR – TU 0,322 * 212 LI – EM 0,427 **
26 LI – TU 0,542 *** 213 LL – EM 0,538 ***
27 AC – AN 0,380 * 214 PL – PG 0,704 ***
28 U2 – AN 0,496 *** 215 SA – PG 0,639 ***
29 U3 – AN 0,447 ** 216 GR – PG 0,848 ***
30 SE – AN 0,384 * 217 EB – PG -0,606 ***
31 PG – AN 0,412 ** 218 ML – PG 0,746 ***
32 CL – AN 0,443 ** 219 OS – PG 0,892 ***
33 RA – AN 0,383 * 220 A2 – PG -0,763 ***
34 VI – AN 0,359 * 221 IN – PG 0,376 *
35 U1 – AC 0,543 *** 222 CL – PG 0,396 *
36 U2 – AC 0,768 *** 223 RA – PG 0,443 **
37 U3 – AC 0,593 *** 224 VI – PG 0,431 **
38 SE – AC 0,344 * 225 GL – PG 0,386 *
39 SC – AC 0,362 * 226 LG – PG 0,309 *
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№ Коррелируемые 
факторы 

Корре-
ляция

Уровень 
значимости №  Коррелируемые 

факторы 
Корре-
ляция

Уровень 
значимости

40 FR – AC 0,315 * 227 LP – PG 0,401 **
41 FG – AC 0,471 ** 228 LR – PG 0,377 *
42 PA – AC 0,355 * 229 LL – PG 0,342 *
43 PG – AC 0,386 * 230 SA – PL 0,746 ***
44 OS – AC 0,321 * 231 GR – PL 0,830 ***
45 IN – AC 0,375 * 232 EB – PL -0,730 ***
46 CL – AC 0,458 ** 233 ML – PL 0,939 ***
47 RA – AC 0,402 ** 234 OS – PL 0,748 ***
48 VI – AC 0,444 ** 235 A2 – PL -0,509 ***
49 GL – AC 0,442 ** 236 LS – PL 0,461 **
50 LG – AC 0,415 ** 237 IN – PL 0,456 **
51 LP – AC 0,446 ** 238 CL – PL 0,593 ***
52 LR – AC 0,410 ** 239 RA – PL 0,663 ***
53 LI – AC 0,439 ** 240 VI – PL 0,574 ***
54 LL – AC 0,333 * 241 GL – PL 0,687 ***
55 U2 – U1 0,635 *** 242 LG – PL 0,537 ***
56 U3 – U1 0,693 *** 243 LP – PL 0,645 ***
57 FR – U1 0,330 * 244 LR – PL 0,601 ***
58 FG – U1 0,390 * 245 LI – PL 0,512 ***
59 EB – U1 -0,328 * 246 LL – PL 0,676 ***
60 IN – U1 0,545 *** 247 GR – SA 0,894 ***
61 CL – U1 0,586 *** 248 EB – SA -0,863 ***
62 RA – U1 0,427 ** 249 ML – SA 0,826 ***
63 VI – U1 0,578 *** 250 OS – SA 0,745 ***
64 GL – U1 0,322 * 251 A2 – SA -0,624 ***
65 LG – U1 0,388 * 252 LS – SA 0,383 *
66 LI – U1 0,480 ** 253 IN – SA 0,593 ***
67 LL – U1 0,312 * 254 CL – SA 0,429 **
68 U3 – U2 0,335 * 255 RA – SA 0,555 ***
69 SC – U2 0,344 * 256 VI – SA 0,525 ***
70 FR – U2 0,349 * 257 GL – SA 0,658 ***
71 FG – U2 0,469 ** 258 LG – SA 0,445 **
72 IN – U2 0,374 * 259 LP – SA 0,630 ***
73 CL – U2 0,491 ** 260 LR – SA 0,634 ***
74 RA – U2 0,398 ** 261 LI – SA 0,502 ***
75 VI – U2 0,434 ** 262 LL – SA 0,671 ***
76 GL – U2 0,377 * 263 EB – GR -0,882 ***
77 LG – U2 0,436 ** 264 ML – GR 0,875 ***
78 LP – U2 0,368 * 265 OS – GR 0,895 ***
79 LR – U2 0,347 * 266 A2 – GR -0,793 ***
80 LI – U2 0,497 *** 267 LS – GR 0,310 *
81 FG – U3 0,311 * 268 IN – GR 0,527 ***
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№ Коррелируемые 
факторы 

Корре-
ляция

Уровень 
значимости №  Коррелируемые 

факторы 
Корре-
ляция

Уровень 
значимости

82 A1 – U3 0,403 ** 269 CL – GR 0,471 **
83 EB – U3 -0,314 * 270 RA – GR 0,563 ***
84 A2 – U3 -0,381 * 271 VI – GR 0,533 ***
85 IN – U3 0,485 ** 272 GL – GR 0,580 ***
86 CL – U3 0,524 *** 273 LG – GR 0,418 **
87 RA – U3 0,417 ** 274 LP – GR 0,570 ***
88 VI – U3 0,546 *** 275 LR – GR 0,553 ***
89 GL – U3 0,319 * 276 LI – GR 0,441 **
90 LP – U3 0,352 * 277 LL – GR 0,588 ***
91 LI – U3 0,372 * 278 ML – EB -0,776 ***
92 SC – SE 0,343 * 279 OS – EB -0,637 ***
93 FR – SE 0,426 ** 280 A2 – EB 0,632 ***
94 FG – SE 0,656 *** 281 IN – EB -0,665 ***
95 EM – SE 0,452 ** 282 CL – EB -0,540 ***
96 PG – SE 0,335 * 283 RA – EB -0,564 ***
97 PL – SE 0,512 *** 284 VI – EB -0,614 ***
98 SA – SE 0,526 *** 285 GL – EB -0,602 ***
99 GR – SE 0,458 ** 286 LG – EB -0,482 **
100 EB – SE -0,418 ** 287 LP – EB -0,589 ***
101 ML – SE 0,528 *** 288 LR – EB -0,545 ***
102 OS – SE 0,405 ** 289 LI – EB -0,519 ***
103 A2 – SE -0,315 * 290 LL – EB -0,584 ***
104 LS – SE 0,502 *** 291 OS – ML 0,780 ***
105 IN – SE 0,469 ** 292 A2 – ML -0,570 ***
106 CL – SE 0,567 *** 293 LS – ML 0,375 *
107 RA – SE 0,613 *** 294 IN – ML 0,518 ***
108 VI – SE 0,567 *** 295 CL – ML 0,510 ***
109 GL – SE 0,632 *** 296 RA – ML 0,582 ***
110 LG – SE 0,516 *** 297 VI – ML 0,544 ***
111 LP – SE 0,604 *** 298 GL – ML 0,670 ***
112 LR – SE 0,610 *** 299 LG – ML 0,563 ***
113 LI – SE 0,545 *** 300 LP – ML 0,607 ***
114 LL – SE 0,662 *** 301 LR – ML 0,572 ***
115 FG – SC 0,344 * 302 LI – ML 0,524 ***
116 EM – SC 0,313 * 303 LL – ML 0,668 ***
117 PG – SC 0,331 * 304 A2 – OS -0,729 ***
118 PL – SC 0,340 * 305 LS – OS 0,326 *
119 GR – SC 0,338 * 306 IN – OS 0,399 **
120 EB – SC -0,314 * 307 CL – OS 0,387 *
121 ML – SC 0,341 * 308 RA – OS 0,528 ***
122 OS – SC 0,321 * 309 VI – OS 0,452 **
123 IN – SC 0,457 ** 310 GL – OS 0,490 **
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№ Коррелируемые 
факторы 

Корре-
ляция

Уровень 
значимости №  Коррелируемые 

факторы 
Корре-
ляция

Уровень 
значимости

124 CL – SC 0,448 ** 311 LG – OS 0,337 *
125 RA – SC 0,489 ** 312 LP – OS 0,495 **
126 VI – SC 0,517 *** 313 LR – OS 0,485 **
127 GL – SC 0,503 *** 314 LI – OS 0,351 *
128 LG – SC 0,553 *** 315 LL – OS 0,506 ***
129 LP – SC 0,424 ** 316 IN – A2 -0,312 *
130 LR – SC 0,404 ** 317 GL – A2 -0,361 *
131 LI – SC 0,528 *** 318 LG – A2 -0,387 *
132 LL – SC 0,414 ** 319 LR – A2 -0,319 *
133 FG – FR 0,609 *** 320 LI – A2 -0,313 *
134 EM – FR 0,368 * 321 LL – A2 -0,371 *
135 PL – FR 0,418 ** 322 IN – LS 0,419 **
136 ML – FR 0,345 * 323 CL – LS 0,542 ***
137 OS – FR 0,316 * 324 RA – LS 0,588 ***
138 LS – FR 0,488 ** 325 VI – LS 0,521 ***
139 IN – FR 0,318 * 326 GL – LS 0,511 ***
140 CL – FR 0,576 *** 327 LP – LS 0,578 ***
141 RA – FR 0,404 ** 328 LR – LS 0,643 ***
142 VI – FR 0,446 ** 329 LL – LS 0,559 ***
143 GL – FR 0,385 * 330 CL – IN 0,785 ***
144 LG – FR 0,332 * 331 RA – IN 0,734 ***
145 LP – FR 0,385 * 332 VI – IN 0,919 ***
146 LR – FR 0,425 ** 333 GL – IN 0,656 ***
147 LI – FR 0,395 * 334 LG – IN 0,534 ***
148 LL – FR 0,389 * 335 LP – IN 0,671 ***
149 PA – FG 0,316 * 336 LR – IN 0,651 ***
150 EM – FG 0,510 *** 337 LI – IN 0,600 ***
151 PL – FG 0,573 *** 338 LL – IN 0,617 ***
152 SA – FG 0,521 *** 339 RA – CL 0,780 ***
153 GR – FG 0,441 ** 340 VI – CL 0,923 ***
154 EB – FG -0,472 ** 341 GL – CL 0,615 ***
155 ML – FG 0,561 *** 342 LG – CL 0,512 ***
156 OS – FG 0,383 * 343 LP – CL 0,597 ***
157 LS – FG 0,698 *** 344 LR – CL 0,660 ***
158 IN – FG 0,704 *** 345 LI – CL 0,560 ***
159 CL – FG 0,761 *** 346 LL – CL 0,571 ***
160 RA – FG 0,758 *** 347 VI – RA 0,887 ***
161 VI – FG 0,766 *** 348 GL – RA 0,781 ***
162 GL – FG 0,672 *** 349 LG – RA 0,495 ***
163 LG – FG 0,488 ** 350 LP – RA 0,862 ***
164 LP – FG 0,732 *** 351 LR – RA 0,723 ***
165 LR – FG 0,654 *** 352 LI – RA 0,634 ***
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№ Коррелируемые 
факторы 

Корре-
ляция

Уровень 
значимости №  Коррелируемые 

факторы 
Корре-
ляция

Уровень 
значимости

166 LI – FG 0,586 *** 353 LL – RA 0,769 ***
167 LL – FG 0,672 *** 354 GL – VI 0,724 ***
168 A1 – PA 0,563 *** 355 LG – VI 0,547 ***
169 EM – PA 0,673 *** 356 LP – VI 0,748 ***
170 PG – PA 0,609 *** 357 LR – VI 0,727 ***
171 PL – PA 0,644 *** 358 LI – VI 0,633 ***
172 SA – PA 0,701 *** 359 LL – VI 0,682 ***
173 GR – PA 0,821 *** 360 LG – GL 0,819 ***
174 EB – PA -0,787 *** 361 LP – GL 0,905 ***
175 ML – PA 0,680 *** 362 LR – GL 0,863 ***
176 OS – PA 0,698 *** 363 LI – GL 0,841 ***
177 A2 – PA -0,546 *** 364 LL – GL 0,953 ***
178 IN – PA 0,376 * 365 LP – LG 0,635 ***
179 CL – PA 0,326 * 366 LR – LG 0,581 ***
180 RA – PA 0,436 ** 367 LI – LG 0,844 ***
181 VI – PA 0,397 * 368 LL – LG 0,752 ***
182 GL – PA 0,415 ** 369 LR – LP 0,766 ***
183 LP – PA 0,420 ** 370 LI – LP 0,708 ***
184 LR – PA 0,386 * 371 LL – LP 0,858 ***
185 LL – PA 0,437 ** 372 LI – LR 0,657 ***
186 EM – A1 0,555 *** 373 LL – LR 0,826 ***
187 PG – A1 0,743 *** 374 LL – LI 0,765 ***
188 PL – A1 0,440 **

Примечание: * – p < 0,05; ** – p < 0,01; *** – p < 0,001.

Корреляционный анализ Спирмена показал наличие общих положительных кор-
реляций между общим индексом ПБ (GR) и индексом хорошего самочувствия FG,  
а также между GR и показателем удовлетворенностью жизнью LS (r = 0,44, p < 0,01; 
r = 0,31, p < 0,05 – соответственно).

Высокий уровень значимости был получен между общим индексом GR и об-
щим индексом смысложизненных ориентаций GL (r = 0,58, p < 0,001), а также GR 
и общим индексом жизнестойкости VI (r = 0,53, p < 0,001). Были выявлены поло-
жительные корреляции между VI и индексом хорошего самочувствия FG (r = 0,77,  
p < 0,001), и шкалой удовлетворенностью жизнью LS (r = 0,52, p < 0,001). 

Положительная корреляция была выявлена также между общим индексом GR и 
самоэффективностью SE, а также между GR и самоконтролем SC (r = 0,46, p < 0,01;  
r = 0,34, p < 0,05 – соответственно). Интересно, что не были выявлены корреляционные 
связи между общим индексом ПБ и показателями по методики толерантность к нео-
пределенности (ОТН). Однако, были обнаружены положительные корреляции между 
индексом хорошего самочувствия FG и опросником толерантность к неопределенно-
сти как по общему показателю TU (r = 0,44, p < 0,01), так и по шкалам опросника.  
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Аналогичные корреляции на уровне значимости 0,01 были выявлены между индек-
сом хорошего самочувствия FG и предпочтением неопределенности U2 (r = 0,47),  
а также между FG и отношением к сложным задачам AC (r = 0,47); на уровне значи-
мости 0,05, между FG и отношением к неопределенным ситуациям U1 (r = 0,39), а 
также между FG и принятием/избеганием неопределенности U3 (r = 0,31). Корреля-
ция между FG и отношением к новизне AN (r = 0,27) является менее значимой.

На основании полученных результатов можно предположить, что чем выше пока-
затель FG хорошего самочувствия у студентов (наличие хорошего настроения, сна, 
ощущения бодрости, активности, энергичности, восприятия жизни, наполненной ин-
тересными событиями), тем выше у них потребность в изменениях, новизне, в реше-
нии сложных задач. Это можно объяснить, тем, что когда мы находимся в хорошем 
физическом и психическом состоянии, то чувствуем себя более уверенно и готовы 
к решению сложных задач. Однако, этот процесс может потребовать от нас пережи-
вания неопределенности и неизвестности. Именно в таких ситуациях наше желание 
решить проблему может побудить нас к поиску новых и нестандартных решений. По-
этому, некоторая степень неопределенности может стать для нас сильным стимулом 
для развития и реализации наших целей.

На рисунке 2 ниже представлена регуляризированная сеть частных корреляций, 
построенная по методу glasso. Согласно теории [1, 2], она в большей степени отра-
жает реальные зависимости между переменными. Можно видеть, что в сети частных 
корреляций показатели отдельных опросников в той или иной мере представлены  
в виде отдельных кластеров. Этот факт отражает внутреннюю валидность использо-
ванных диагностических методик. 

Рис. 2. Общий вид регуляризированной сети glasso,  
показывающей частные корреляции между показателями исследования



Persiyantseva S.V., Artemenkov S.L.
Study of the Connection between Personal Resources and Psychological Well-being of Students…

Modelling and Data Analysis 2023. Vol. 13, no. 4.

35

Сеть glasso показывает положительную связь удовлетворенности жизнью LS  
и индексом хорошего самочувствия FG (r = 0,46). Частные корреляции в сети glasso 
подтверждают связь показателя «человек как открытая книга» OS c позитивным 
отношением к другим PA, с личностным ростом PG, осмысленностью жизни ML  
(r = 0,43, r = 0,58, r = 0,25), это означает, что позитивное общение с другими людь-
ми и поддержка социальной среды являются важными факторами для ПБ студентов. 
Личностный рост связан с процессом самоосознания и развития. По мере развития 
человек расширяет свои возможности, больше узнает о себе и мире, испытывает 
удовлетворенность жизнью, что помогает развить мотивацию к достижению своих 
целей и реализации своего потенциала.

Таким образом, позитивные отношения, динамика личностного роста и осмыс-
ленность жизни важны для того, чтобы студенты могли полноценно функциониро-
вать в своей жизни и достигать своих жизненных, учебных целей и задач.

Кроме положительных с сети на рисунке 2 имеются отрицательные частные кор-
реляции. Например, между показателем баланс аффекта EB и переменными: пози-
тивные отношения с другими PA, самопринятие SA, умение управлять средой EM 
(r = -0,60, r = -0,38, r = -0,37). Согласно методике [10] показатель баланс эффекта 
показывает общую эмоциональную оценку респондентов и их жизни, при этом, чем 
выше этот показатель, тем больше у них проявляется негативная самооценка, неу-
довлетворенность и недовольство обстоятельствами собственной жизни, неспособ-
ность поддерживать позитивные отношения с другими, неверие в свои силы и недо-
оценка собственных способностей преодолевать жизненные препятствия, усваивать 
новые умения и навыки. Можно думать, что негативная самооценка, недовольство 
и неудовлетворенность обстоятельствами собственной жизни, ощущение собствен-
ной никчемности и бессилия приводят к неспособности поддерживать позитивные 
отношения с окружающими, невозможности изменить или улучшить условия своей 
жизни и в результате формируют негативное отношение к себе и собственной жизни.

Семейный ресурс FR (M = 3,98; SD = 0,15) оценивался в исследовании как фи-
нансовая поддержка студента семьей в период учебы по шестибалльной шкале,  
где 1 – «не хватает денег на питание» и 6 – «могу ни в чём себе не отказывать». Поч-
ти половина 46 % студентов отметили, что им хватает денег на питание и одежду,  
но они не могут позволить себе купить такие дорогие вещи, как смартфон или ноут-
бук, даже если они нужны для учебы. 

Установлено, что чем выше финансовая поддержка студента со стороны семьи, 
тем лучше себя чувствует студент; у него более высокие показатели удовлетворен-
ности жизнью, самоэффективности и жизнестойкости. В таблице 3 ниже показаны 
статистические показатели, корреляции по Спирмену и уровень значимости между 
семейным ресурсом FR и двенадцатью показателями психологического благополучия 
и личностного ресурса: индекс хорошего самочувствия FG, контроль CL, удовлетво-
ренность жизнью LS, самоэффективность SE, жизнестойкость VI, а также показатели 
психологического благополучия и смысложизненные ориентации по группе в целом.
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Корреляции между семейным ресурсом FR и всеми показателями по опроснику 
толерантности к неопределенности (ОТН) были значимы на уровне p < 0,05. Были 
получены следующие корреляции между семейным ресурсом и показателями: об-
щий индекс толерантности к неопределенности TU (r = 0,37), предпочтение неопре-
деленности U2 (r = 0,35), осмысленность жизни ML (r = 0,35), вовлеченность IN (r = 
0,32), отношение к сложным задачам AC (r = 0,32). Между семейным ресурсом FR и 
общим показателем ПБ GR не было выявлено достоверных корреляционных связей. 

Полученные результаты позволяют предположить, что студенты, имеющие фи-
нансовую поддержку семьи, отвечающую их потребностям, чувствуют себя более 
комфортно и защищенно. Они более удовлетворены своей жизнью, чем их одно-
классники. Эти студенты обладают высокой устойчивостью. Они нейтрально или 
позитивно относятся к сложной, меняющейся ситуации/задаче. Любую неопределен-
ную ситуацию они рассматривают как новые возможности: возможность выбирать, 
развиваться и получать новый опыт. 

Таблица 3 
Сравнительный анализ показателей семейного ресурса FR  

с показателями психологического благополучия и личностного ресурса
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M 51,80 13,77 23,40 30,02 44,33 25,93 9,83 63,54 59,09 20,91 32,39 28,95

SD 2,87 0,64 0,74 0,63 1,80 0,94 0,46 1,64 1,68 0,65 0,96 1,00

К
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ти 0,61 0,58 0,49 0,43 0,45 0,43 0,41 0,42 0,37 0,39 0,39 0,39

p = 0.001 p = 0.01 p = 0.05

В отечественной психологии понятие интолерантность к неопределённости сбли-
жается с понятием ригидности, а толерантность – с понятием жизнестойкости. В дан-
ном исследовании получены достаточно большие положительные корреляции между  
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толерантностью TU и жизнестойкостью VI (r = 0,57 при р < 0,001), т. е. чем больше 
толерантность, тем выше жизнестойкость. 

Для проверки гипотезы о том, что вклад личностных ресурсов будет разным для 
студентов с высоким уровнем ПБ и для студентов с низким уровнем ПБ, выборка 
была разделена на две подгруппы по общему индексу ПБ GR. Первая подгруппа со-
стояла из студентов с высоким уровнем GR > 414 баллов (нормативные значения 
по Лепешинскому [5]). Во вторую подгруппу были включены студенты с низким 
уровнем GR < 314 баллов. В таблице 4 представлены средние значения показателей 
личностных ресурсов двух групп студентов с высоким и низким уровнем общего ин-
декса ПБ GR и приведены результаты их сравнения по U-критерию.

Как видно из таблицы 3, у студентов с высоким уровнем ПБ значимо выше хоро-
шее самочувствие и уровень удовлетворенности жизнью, показатели по шкалам ПБ  
и конструктам личностного ресурса, чем у студентов с низким уровнем ПБ. Проце-
дура ранжирования выявила наиболее выраженные различия показателей среди сту- 
дентов с разным уровнем ПБ (рис. 3).

Студенты с высоким уровнем ПБ (рис. 3) имеют существенно более хорошее са-
мочувствие, позитивное самопринятие, высокий уровень жизнестойкости, контроля, 
чем студенты с низким уровнем ПБ. Студенты с высоким уровнем ПБ удовлетворены 
своей жизнью, имеют планы и цели, ориентированы на их реализацию в будущем. 
Они удовлетворены своими успехами в учебе и уверены, что способны контролиро-
вать свою жизнь, свободно принимать решения и воплощать их в жизнь. При этом 
временные трудности или стресс на своем жизненном пути они воспринимают как 
менее значимые. Такие студенты имеют способность справляться с жизненными 
трудностями и стрессовыми ситуациями без серьезных нарушений своего психиче-
ского и физического здоровья. Возможно, такая жизнестойкость строится на осоз-
нании своих сильных и слабых сторон, принятии ответственности за свои действия, 
наличии сильной мотивации и умении находить решения проблем.

Таблица 4 
Средние показатели личностных ресурсов студентов с высоким и низким  

уровнем общего индекса ПБ GR и их сравнение по U-критерию 

Показатели Высокий ПБ Низкий ПБ U-критерий
Позитивное отношение PA 69,7 49,8 ,004**
Автономия A1 66,3 46,6 ,0022**
Управление средой EM 71,7 45,6 ,0022**
Личностный рост PG 76,0 56,4 ,0027**
Цель в жизни PL 72,5 48,2 ,0022**
Самопринятие SA 72,8 43,4 ,0022**
Общий индекс ПБ GR 429,0 290,0 ,0022**
Удовлетворенность жизнью LS 26,0 18,8 ,02*
Индекс хорошего самочувствия FG 67,2 34,4 ,005**
Жизнестойкость VI 56,0 34,0 ,007**
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Показатели Высокий ПБ Низкий ПБ U-критерий
Вовлеченность IN 26,0 16,6 ,0022**
Контроль CL 17,6 10,4 ,0143*
Принятие риска RA 12,4 7,0 ,0071**
Смысложизненные ориентации GL 116,3 83,0 ,004**
Цель в жизни LG 35,8 25,8 ,043*
Процесс жизни LP 34,2 21,6 ,0022**
Результативность жизни LR 30,7 17,6 ,0022**
Локус контроля – Я LI 24,0 16,8 ,0143*
Локус контроля – Жизнь LL 36,8 25,6 ,0027**
Самоконтроль SC 44,6 40,2 ,391
Самоэффективность SE 32,8 28,0 0,23*

Примечание. ** p < 0.01; * p < 0.05

Рис. 3. Показатели психологических характеристик  
студентов с разным уровнем психологического благополучия (ПБ)

Таким образом, можно утверждать, что студенты с высоким уровнем ПБ обла-
дают бóльшим вкладом личностного ресурса, чем студенты с низким уровнем ПБ. 
Студенты с низким уровнем ПБ могут испытывать большие трудности в управлении 
средой и своей жизнью, в управлении учебным процессом, сомневаться в своих спо-
собностях и быть более подвержены стрессу. Все это может влиять на их способ-
ность максимально использовать свои личностные ресурсы.

5. ДИСКУССИЯ

Полученные результаты позволяют подтвердить обе гипотезы данного пилотно-
го исследования, приведенные во введении. В частности, имеет место значимая по-
ложительная корреляция между конструктами личностного ресурса и показателями 
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психологического благополучия (ПБ) студентов. Также подтвердилось, что вклад 
личностных ресурсов будет выше у студентов с высоким уровнем ПБ, чем у студен-
тов с низким уровнем ПБ.

Следует отметить, что в процессе исследования в качестве существенного факто-
ра психологического благополучия студентов выступили полисубъектные отношения 
педагог-учащиеся». Хотя этот фактор напрямую не измерялся, вполне понятно, что 
студенты подвержены влиянию личности педагога, и что педагог, в ходе осущест-
вления профессиональной деятельности, может оказывать значительное влияние на 
студентов. Специалисты отмечают, что педагог, обладающий «высоким уровнем раз-
вития интегральных характеристик личности» [6, с. 4], в значительной степени обе-
спечивает ПБ учащихся и создает полноценную полисубъектную общность. Педагог 
через свой подход к обучению, коммуникации и взаимодействию может оказывать 
влияние на саморазвитие студентов, формирование у них таких качеств, как ответ-
ственность, целеустремленность, творческий подход к решению задач и другие. Кро-
ме того, личность педагога может помочь студентам осознать и развить свои потен-
циальные возможности, повысить самооценку и уверенность в себе. В связи с этим 
так важно, чтобы педагог, работающий в сфере высшего образования, поддерживал и 
развивал свой высокий уровень самоконтроля, самоэффективности и жизнестойкости.

Продуманное проектирование образовательной среды учитывает потребности и 
интересы учащихся, а также способствует их мотивации к обучению. В процессе раз-
работки образовательного пространства учитываются возрастные и индивидуальные 
характеристики учащихся, а также применяются современные педагогические и пси-
хологические методы. 

Организация групповой и индивидуальной работы, предоставление возможности 
для самостоятельного и проблемного мышления, развитие коммуникативных навы-
ков и кооперативного взаимодействия – все это является важными аспектами проду-
манного проектирования образовательной среды. Все это вместе способствует пси-
хологическому благополучию и повышению личностного ресурса учащихся.

Полученные в пилотном исследовании данные позволяют более глубоко понять, 
какие механизмы формируют и повышают уровень психологического благополучия, 
как показатели личностного ресурса связаны с психологическим благополучием и как 
финансовая поддержка семьи влияет на психологическое благополучие студентов. 

Исследование также позволяет оценить важность и необходимость развития пси-
хологического благополучия для продуктивной учебной деятельности. Психологи-
ческое благополучие включает в себя такие аспекты, как позитивные эмоции, чув-
ство удовлетворенности жизнью, высокий уровень самодостаточности, эффективное 
управление эмоциями и стрессом. Важность этих факторов для учебной деятельно-
сти заключается в том, что они способствуют улучшению мотивации, концентрации 
внимания, креативности и способности к обучению. В свою очередь, повышение 
уровня психологического благополучия может привести к улучшению успеваемости 
и общего благополучия студента. 
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выявлены положительные корреляции между психологическим благополучием 
и хорошим самочувствием студентов, их удовлетворенностью жизнью. Получены 
положительные корреляции между психологическим благополучием и такими лич-
ностными ресурсами, как жизнестойкость, самоэффективность, смысложизненные 
ориентации. Не выявлены корреляционные связи между психологическим благо-
получием и семейным ресурсом, а также между психологическим благополучием  
и показателями по толерантности к неопределенности. Однако, обнаружены положи-
тельные корреляции между семейным ресурсом и хорошим самочувствием студен-
тов, а также между их хорошим самочувствием и всеми показателями по опроснику 
«толерантность к неопределенности».

Исследование установило, что студенты, обладающие высоким уровнем удовлет-
воренности жизнью и психологическим благополучием, проявляют более выражен-
ные личностные ресурсы, такие как самоэффективность, жизнестойкость, контроль  
и позитивное отношение к окружающим и себе. Они также имеют ясные цели в жиз-
ни и достаточно удовлетворены их реализацией. 

Важным результатом является связь хорошего самочувствия студентов с толе-
рантностью к неопределенности. Чем выше уровень хорошего самочувствия, тем 
больше молодежь склонна принимать неопределенность, изменения и стремиться  
к решению сложных задач. 

Результаты исследования подчеркивают важность личностных ресурсов и пози-
тивного отношения к себе и окружающим для достижения высокого уровня психо-
логического благополучия. Оно также указывает на значимость толерантности к не-
определенности как фактора, связанного с хорошим самочувствием и стремлением  
к развитию и решению трудных жизненных задач.
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The study on the psychological well-being of students is becoming one of the key 
priorities in educational institutions, especially during changes in society. The 
purpose of the study is to investigate the relationship between personal and family 
resources and the psychological well-being and life satisfaction of student youth. The 
following methods were used in the study: Ryff Scales of Psychological Well-Being, 
Life Satisfaction Scale, Well-Being Index, Tolerance-intolerance of Ambiguity 
Questionnaire, Hardiness Survey, General Self-Efficacy Questionnaire, Self-Control 
Scale, Life Meaning Orientations Test, Author’s questionnaire with 15 questions 
and a closed list of possible answers. 41 students aged 18 to 21 years took part in 
measurements using these methods. The study was carried out in two stages. At the 
first stage, possible correlations between psychological well-being and indicators of 
personal and family resources were assessed for the entire group of respondents. At 
the second stage, in order to differentiate students by level of psychological well-
being, two groups were identified: students with a high level of psychological well-
being and students with a low level of psychological well-being. Mathematical and 
statistical analysis was carried out using descriptive statistics, the Mann-Whitney 
U test, Spearman correlation analysis, ranking procedures, and the method of 
constructing regularized networks of partial correlations. The study found that 
students with high levels of life satisfaction and psychological well-being exhibited 
more pronounced personal resources, such as self-efficacy, vitality, control and a 
positive attitude towards others and themselves. They also have clear goals in life 
and are quite satisfied with their implementation. A connection has been established 
between students’ well-being and tolerance for uncertainty. The higher the level 
of psychological well-being, the more students are inclined to accept uncertainty, 
change and strive to solve complex problems. The results of the study emphasize the 
importance of personal and family resources, as well as students’ positive attitudes 
towards themselves and others in achieving a high level of psychological well-being. 
They also indicate the importance for psychological well-being of the factor of 
tolerance to uncertainty associated with good health and the desire to develop and 



Persiyantseva S.V., Artemenkov S.L.
Study of the Connection between Personal Resources and Psychological Well-being of Students…

Modelling and Data Analysis 2023. Vol. 13, no. 4.

43

solve difficult life problems. The preservation of the psychological well-being of 
young people in educational settings is facilitated not only by the increase in personal 
resources, but also by the functional role of the teacher, thoughtful, well-organized 
design of the educational environment.

Keywords: psychological well-being, personal resource, family resource, self-
efficacy, vitality, control, tolerance for uncertainty.
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В настоящей статье рассматривается метод оценки сходства текстов, 
который основан на анализе сравнения предложений из различных текстов. 
Преимущества метода состоят в том, что учитывается покрытие предложения-
эталона предложением из сравниваемого текста, общая оценка информационной 
значимости слов предложения-эталона в предложении сравниваемого текста, 
сходство синтаксических структур предложений, совпадение семантических 
значений и связей. Применение этого метода проиллюстрировано на примере 
решения задачи нахождения сходства двух текстов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Анализ сходства текстов на сегодняшний день является актуальной и значимой 
проблемой. С развитием цифровых технологий объем текстовой информации стано-
вится все больше и продолжает стремительно расти. В связи с этим увеличивается 
необходимость в инструментах, способных эффективно сравнивать и анализировать 
тексты в различных контекстах.

Актуальность данной проблемы обусловлена широким спектром ее практических 
применений. В образовании и научных исследованиях анализ сходства текстов ста-
новится незаменимым в выявлении плагиата, обеспечивая тем самым честность и до-
стоверность научных работ. В области информационной безопасности этот вид ана-
лиза помогает в борьбе со спамом, фейковыми новостями и проверке подлинности 
документов. Кроме того, важную роль играет его применение в машинном обучении, 
анализе социальных медиа и других областях обработки естественного языка (ЕЯ).

2. ОБЗОР СУЩЕСТВУЮЩИХ МЕТОДОВ

Методы и способы сравнения текстов могут быть разными. Например, самый про-
стой способ – подсчитать количество общих слов в обоих текстах. В этом методе 
каждый текст рассматривается как «мешок слов» (bag-of-words), порядок следования 
слов в предложении игнорируется, учитывается только факт их наличия [1]. Так как 
этот метод не учитывает порядок слов и не способен уловить семантическую связь 
между ними, он может привести к сильному завышению показателей сходства. Та-
ким образом, при использовании метода подсчета вхождений слов важно также учи-
тывать его ограничения в контексте конкретной задачи.

Метод TF-IDF (Term Frequency-Inverse Document Frequency) [4; 10] используется 
для оценки важности слова в документе относительно коллекции документов. Он 
учитывает, насколько слово часто встречается в конкретном документе (чем больше 
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встречается, тем оно важнее) и уменьшает значимость слова, если оно встречает-
ся часто во всех документах коллекции. Этот метод помогает выделять ключевые 
слова и термины в документе, позволяя лучше понять его содержание и семантику. 
Минусом метода TF-IDF является недостаточный учет специфики контекста пред-
ложений, то есть метод не учитывает контекстуальные зависимости между словами.  
Он также не улавливает семантическую связь между словами, поскольку основыва-
ется на статистике встречаемости слов. И, наконец, метод TF-IDF имеет недостаток  
в отношении обработки синонимов и слов с похожими значениями, что может сни-
зить точность оценки в некоторых случаях.

Метод векторного сходства [11] представляет собой способ оценки схожести 
между двумя текстами путем представления каждого текста в виде вектора в мно-
гомерном пространстве. Этот метод использует косинусное сходство для определе-
ния степени схожести между векторами текстов: чем ближе векторы в многомерном 
пространстве, тем выше их схожесть. Векторное сходство учитывает семантическую 
структуру текста, позволяя сравнивать не только конкретные слова, но и их контекст 
и значение в предложении, что делает его более гибким и точным способом оценки 
сходства текстов. Недостатки векторного сходства включают ограничения в работе  
с разреженными данными и большими текстовыми корпусами, поскольку он требует 
хранения и работы с векторами большой размерности. Также эта методика не всегда 
улавливает смысловую связь между словами, так как не всегда способна различать 
семантически близкие, но формально отличающиеся фразы. И, в конечном итоге, 
векторное сходство может столкнуться с проблемой переобучения при работе с не-
большими объемами данных или при неоптимальном подборе параметров модели.

Сравнение текстов с использованием нейронных сетей включает преобразование 
каждого текста в числовое векторное представление, которое затем подается на вход 
нейронной сети для вычисления степени их сходства. Эмбеддинги слов или другие 
методы преобразования текста в числовые векторы позволяют учесть семантическую 
близость слов и контекст текста. Нейронная сеть может использовать различные ар-
хитектуры такие как: Siamese нейронные сети или архитектуры с использованием 
сверточных и рекуррентных слоев [6]. Обученная нейронная сеть затем может ис-
пользоваться для сравнения новых текстов – предсказывать их сходство или различие 
на основе прошлых вычислений. При правильной настройке и обучении нейронные 
сети способны улавливать сложные зависимости между текстами, учитывая семанти-
ческую и контекстуальную информацию, что делает их мощным инструментом для 
сравнения текстовых данных. К недостаткам нейронных сетей можно отнести то, что 
они требуют большого объема данных для обучения, собирать которые может быть 
сложно и затратно. Также использование нейронных сетей для сравнения текстов 
требует значительных вычислительных ресурсов. Нейронные сети могут быть чув-
ствительны к шуму или неправильной разметке данных.

Также следует рассмотреть модель фразеологического концептуального анализа 
текстов на естественном языке [7; 8]. Данная модель предназначена для выявления 
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фразеологических единиц и анализа их концептуальной структуры в текстах. Она ис-
пользует методы лингвистического анализа и компьютерной обработки текстов для 
идентификации и интерпретации фразеологизмов и их семантических связей. Мо-
дель фразеологического концептуального анализа текстов может быть использована 
для установления сходства текстовых документов путем анализа фразеологических 
единиц, их концептуальных связей и использования семантических моделей для 
определения степени сходства между текстами на основе общих фразеологических 
концептов. Таким образом, фразеологический анализ может быть важным инстру-
ментом для улучшения процессов сравнения и классификации текстовых документов 
на основе их семантического содержания.

В настоящей статье предлагается метод сходства текстов, основанный на сравне-
нии предложений эталонного текста и сравниваемого с ним. Преимущество данного 
метода заключается в том, что он учитывает различные аспекты, такие как покрытие 
предложения-эталона предложением из сравниваемого текста, общую информаци-
онную значимость слов предложения-эталона в предложении сравниваемого текста, 
сходство синтаксических структур предложений, совпадение семантических значе-
ний и связей для оценки их сходства.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Будем использовать следующие определения. 
	• Лемма – начальная, словарная форма слова. В русском языке для существитель-

ных и прилагательных это форма именительного падежа единственного числа, 
для глаголов и глагольных форм – форма инфинитива.

	• Лексема – совокупность всех значений и грамматических форм слова. Например, 
словарь, словарем, словарю – это формы одной и той же лексемы, по соглашению 
пишущейся как «словарь».

	• Cловоупотребление – элемент множества контекстов, в которых может использо-
ваться рассматриваемое слово.

	• Словоформа – форма слова, которая формируется в конкретном контекстном 
окружении.

	• Синтаксема – минимальная синтаксическая единица. Синтаксемам приписывают-
ся семантические значения, а сами синтаксемы связываются с другими синтаксе-
мами семантическими отношениями [5].
Пусть имеется два текста с и a . Приведем представление текстовой информа-

ции. Пусть D  – некоторое универсальное множество лемм, B  – множество слово-
форм всех лексем ЕЯ, { }A a=  – множество текстов (где  a  – произвольный текст). 
Текст содержит конечное множество словоупотреблений { }  a

iR r=  и конечное мно-
жество меток { }  iF f= . SR  – множество видов синтаксических связей. Определим 
разбиение множества словоупотреблений на предложения – множество { }a

iS s= ,  
2

aa RS ⊂ , где 2
aR  – булеан множества aR . Пусть ( )av r  – числовая функция, опреде-

ляющая вес словоупотребления в тексте. Roles – конечное множество категориально- 
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семантических значений синтаксем.  aδ − бинарное отношение на множестве слово-
употреблений aR  и D , которое ставит каждому словоупотреблению в соответствие 
его нормальную форму:  : ,a ar R d D r d δ∀ ∈ ∃ ∈ ∈ . Допускается, что одно словоу-
потребление можно нормализовать разными способами и, соответственно, получать 
разные нормальные формы для одного и того же словоупотребления. aψ  – бинар-
ное отношение на множестве aR  и множестве B . Каждое словоупотребление имеет 
единственную форму ( ) ( ) : ,  & : , , a a ar R g B r g g B r g g gψ ψ∀ ∈ ∃ ∈ ∈ ∃ ∈ → =′ ′∈′  
т.е. отношение aψ  функционально по определению. aθ −  бинарное отношение, 
соотносящее словоупотреблению определенную метку (например, гипертексто-
вой разметки). Каждому словоупотреблению соответствует единственная метка: 
( ) : ,  & ( ' :a ar R f F r f f Fθ∀ ∈ ∃ ∈ ∈ ∃ ∈ , ' ) 'ar f f fθ∈ → = , т.е. отношение aθ  
функционально по определению. Óa a aR R⊆ × −  бинарное отношение, которое опре-
деляет всевозможные синтаксические связи между словоупотреблениями, согласно 
работе [2]. Так как в этой работе синтаксические структуры рассматриваются в виде 
деревьев, введенное определение корректно. Будем считать, что в паре    ,   i jr r  пер-
вый элемент – a

ir R∈  – соответствует главному словоупотреблению (ГС), а второй 
элемент – a

jr R∈ – зависимому (подчиненному) словоупотреблению. Ùa a aR R⊆ ×  – 
бинарное отношение, представляющее семантически связанные словоупотребления 
в тексте. aSemRoles  – бинарное отношение, которое ставит в соответствие слово-
употреблениям текста семантические значения синтаксем. Таким образом, каждое 
словоупотребление может иметь 0 и более семантических значений в тексте.

Требуется разработать метод оценки сходства текстов. В результате работы ме-
тода требуется получить числовое значение от нуля до единицы, которое будет отра-
жать сходство текстов.

4. МЕТОД ОЦЕНКИ СХОДСТВА ТЕКСТОВ

Пусть имеется текст-эталон ε  A∈  и сравниваемый с ним текст Aτ ∈ . Чтобы по-
лучить оценку сходства текстов, будем сравнивать их по множествам предложений 
S ε  ( s Sε ε∈ ) и  Sτ ( s Sτ τ∈ ). Если тексты имеют длину менее 3 предложений, то не 
имеет смысла сравнивать их по предложениям, можно сравнить их целиком.

Для сопоставления предложений будем использовать множество 
( ) , { ,  | , , : , &N s s r r R R r s r s d D r dε τ ε τ ε τ ε ε τ τ ε εδ= ∈ × ∈ ∃ ∈ ∃ ∈ ∈ , }r dτ τδ∈  

пар словоупотреблений, которые будем называть соответственными.
Для оценки сходства предложений sε  и sτ  будем использовать нижеописанные 

критерии.
1.	 Для расчета покрытия предложения-эталона предложением сопоставляемого тек-

ста введем формулу:

( )
( )

( )1
, ,

, .
r r N s s

I s s v r
ε τ ε τ

ε τ ε

∈

= ∑

<

<

<

< <<

<
Σа

Ωа

<

>

>

>

> >>

>

>
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Как функция определения весов ( )  v rε может применяться TF-IDF [4; 10] или 
характеристика тематической значимости [11].

Введем ограничение:

				       
( ) ( )1.                                                                            1

r R

v r
ε ε

ε

∈

=∑
	

(1)

2.	 Для определения общей оценки информационной значимости слов предложения- 
эталона в предложении сравниваемого текста используется формула:

	
( )

( )
( ) ( ) ( )2

, ,

, , ' .
r r N s s

I s s f r r v r v r
ε τ ε τ

ε τ ε τ ε τ

∈

= ∑

Здесь ( ),f r rε τ  – это «штраф» за несовпадение форм словоупотреблений ,r rε τ :

где 00  1f≤ ≤  – параметр метода. Как функцию определения весов ( )'v rτ  можно 
выбрать классическую оценку term frequency (TF) [4; 10]. Дополнительное усло-
вие на ( )'v rτ , следующее из ограничения (1) можно записать следующим образом: 

( )0 ' 1v rτ≤ ≤ .
Предположим, что текст синтаксически связный. Тогда имеет смысл рассматри-

вать следующие критерии:
3.	 Для оценки сходства предложения-эталона и предложения сравниваемого текста 

на основе совпадения синтаксических структур введем формулу:

	

где 
 представляет собой множество пар соответствен-

ных словоупотреблений в эталонном предложении sε  и сопоставляемом пред-
ложении s

τ
, для которых совпадают (по нормальным формам лексем) главные 
( ), ,r r N s sε τ ε τ∈

 
и зависимые ( ), ,r r N s sε τ ε τ∈   слова, а сами словоупотребле-

ния связаны в контексте эталонного и сопоставляемого предложения однотипными 
синтаксическими связями: . Знаменатель формулы –  
это совокупный вес словоупотреблений, которые являются главными элементами  
в синтаксически связанных парах словоупотреблений в эталонном тексте.
4.	 Выделим группу слов с семантическими значениями в предложении эталона, для 

которых в сопоставляемом тексте существуют соответствующие слова с теми же 
семантическими значениями:

<< >>
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Тогда сходство предложения-эталона sε  и предложения sτ  сопоставляемого тек-
ста на основе совпадения семантических значений определяется формулой:

( )
( )

4

,
, ,

s s
I s s

WR

ε τ

ε τ
ε

ρ
=

где WRε  – множество всех словоупотреблений, имеющих семантические значения.
Числитель в формуле выражает количество совпавших семантических значений 

у словоупотреблений в предложении эталона и в предложении сопоставляемого тек-
ста. Знаменатель формулы задает условие нормировки на 1 по всем словоупотребле-
ниям, имеющим семантические значения в тексте эталона: ( )40 , 1I s sε τ≤ ≤ .
5.	 Для оценки сходства предложений на основе совпадения семантических свя-

зей введем множество   
значений синтаксем, которые связаны в тексте с раз-

личными семантическими связями. На основе этих связей и определяется сход-
ство между sε  и sτ .

Общая оценка сходства предложения эталона и сравниваемого предложения 
определяется суммой критериев, учитывая их взвешенное значение.

( ) ( )
5 5

1 1

, , , 1.n n n
n n

Sim s s I s sε τ ε τα α
= =

= =∑ ∑

Из всех предложений в сравниваемом тексте выбираются наиболее подходящие к 
предложению-эталону с учетом максимизации оценки:

( ) ( ){ }, max , .
s S

J s Sim s s
τ τ

ε ε ττ
∈

=

Учитывая все вышеперечисленные величины, определим общую оценку сходства 
текста-эталона и сравниваемого текста:

		   	           ( ) ( ) ( ), , .                                                                         2
s S

I J s
τ τ

εε τ τ
∈

= ∑
	  

(2)
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5. ПРИМЕР

Рассмотрим два текста, приведенных в табл. 1.
Таблица 1

Текст-эталон и сравниваемый текст

Текст-эталон Сравниваемый текст
Совет директоров Центробанка РФ 27 октября 
принял решение поднять ключевую ставку 
сразу на 200 базисных пунктов – с 13 до 15 % 
годовых, говорится в сообщении на сайте 
регулятора. Это четвертое подряд повышение 
уровня показателя. 

Известия, Экономика, 27 октября 2023, 13:31

Совет директоров Банка России поднял 
ключевую ставку сразу на 200 б.п. – до 15 % 
годовых, говорится в сообщении регулятора. 
Это четвертое подряд повышение – к 
ужесточению политики ЦБ перешел в июле 
2023 года и один раз даже повышал ставку на 
внеплановом заседании.

РБК, Финансы, 27 октября 2023, 13:30

Для наглядного примера взяты небольшие тексты, поэтому не имеет смысла срав-
нивать их по предложениям, сравним их целиком. Тогда метод завершится на этапе 
подсчета взвешенной суммы всех критериев. 

В качестве функции определения весов ( )  v rε будем применять TF-IDF, которая 
рассчитывается следующим образом: 

( ) ( ), ,                                                                                                       3
n

TF
n

ε

ττ

ε τ =
∑

где nε – число вхождений наименования понятия t в документ; Στnτ – общее число 
наименований понятий в данном документе.

( ),  log ,
{      } |i i

D
IDF D

d D d
ε

ε
=

∈ ∈

где  D – число документов в коллекции (в нашем случае 20); 
 – число документов из коллекции D, в которых встречается ε  

(когда nε ≠  0).
Мера TF-IDF является произведением двух сомножителей:

( ) ( ) ( ),  ,  ,   ,  TF IDF D TF IDF Dε τ ε τ ε− = ×

Рассчитаем покрытие предложения-эталона предложением сопоставляемого тек-
ста. В табл. 2 показан расчет TF-IDF первых 10 слов документа.
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Таблица 2
Расчет TF-IDF

встречаемость  
в документах IDF количество повторений 

слова в тексте-эталоне
TF текста-

эталона TF-IDF

совет 10 0,30103 1 0,03030 0,00912
директоров 10 0,30103 1 0,03030 0,00912
Центробанка 11 0,25964 1 0,03030 0,00787
РФ 6 0,52288 1 0,03030 0,01585
27 5 0,60206 1 0,03030 0,01824
октября 7 0,45593 1 0,03030 0,01382
принял 11 0,25964 1 0,03030 0,00787
решение 12 0,22185 1 0,03030 0,00672
поднять 12 0,22185 1 0,03030 0,00672
ключевую 13 0,18709 1 0,03030 0,00567
…

Тогда величина первого критерия 

( )
( )

( )1
, ,

, 0, 234.
r r N s s

I s s v r
ε τ ε τ

ε τ ε

∈

= =∑

Рассчитаем общую оценку информационной значимости слов предложения- 
эталона в предложении сравниваемого текста. Параметр метода 0  f положим рав-
ным 0.5. Как функцию определения весов ( )'v rτ  выберем TF, рассчитанную по 
формуле (3). В табл. 3 показаны результаты расчета оценки информационной зна-
чимости первых 10 слов документа.

Таблица 3
Расчет оценки информационной значимости слов

TF-IDF TF сравниваемого текста оценка информационной 
значимости слов 

совет 0,00912 0,025 0,000114027
директоров 0,00912 0,025 0,000114027
Центробанка 0,00787 0 0
РФ 0,01585 0 0
27 0,01824 0 0
октября 0,01382 0 0
принял 0,00787 0 0
решение 0,00672 0 0
поднять 0,00672 0,025 0,000084034
ключевую 0,00567 0,025 0,000070866
…
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Получим, что значение второго критерия равняется

( )
( )

( ) ( ) ( )2
, ,

, , ' 0,002.
r r N s s

I s s f r r v r v r
ε τ ε τ

ε τ ε τ ε τ

∈

= =∑

Для подсчета ( )3 ,I s sε τ  выделим синтаксические структуры текстов. Цветом  
покажем главные слова: желтым – совпадающие в двух текстах, зеленым – все 
остальные (табл. 4).

Таблица 4
Выделение синтаксических структур текстов

Совет директоров Центробанка РФ  
27 октября принял решение поднять 
ключевую ставку сразу на 200 базисных 
пунктов – с 13 до 15 % годовых, говорит-
ся в сообщении на сайте регулятора. Это 
четвертое подряд повышение уровня по-
казателя.

Совет директоров Банка России поднял 
ключевую ставку сразу на 200 б.п. – до 
15 % годовых, говорится в сообщении 
регулятора. Это четвертое подряд по-
вышение – к ужесточению политики ЦБ 
перешел в июле 2023 года и один раз 
даже повышал ставку на внеплановом 
заседании.

Тогда значение третьего критерия будет равно

Посчитаем сходство текста-эталона и сравниваемого текста на основе совпадения 
семантических значений предложений:

( )
( )

4

, 18,  0, 643.
28

s s
I s s

WR

ε τ

ε τ
ε

ρ
= = =

Проведем оценку сходства текстов на основе совпадения семантических связей в 
их предложениях:

( ) ( ), ,

5
15 ,  0, 536.
28

r rr r N s s
SemR SemR

I s s
WR

ε τε τ ε τ
ε τ

ε τ
ε

∈
= = =

∑ ∩

Для параметров метода  nα , где { }1, 2, 3, 4, 5n∈  выберем следующие значения 
1  0, 2α = ; 2 0, 05α = ; 3 0,1α = ; 4  0, 4α = ; 5 0, 25.α =  Тогда общая оценка сходства 

текстов будет равна:
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Так как сравниваемые тексты содержат не более 3 предложений, то показатель (2) 
не рассчитывается.

Значит, тексты сходятся с ( ), 0, 474Sim ε τ = . То есть сравниваемый текст повто-
ряет эталонный примерно в половину.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей статье представлен метод оценки схожести текстов, который опре-
деляет соответствие между текстами на основе сравнения предложений. Для опре-
деления близости текстов используются различные критерии, такие как: покрытие 
предложения из эталонного текста предложением из сравниваемого текста, оценка 
информационной значимости слов, сравнение синтаксических структур, семантиче-
ских значений и семантических связей. Общая оценка схожести предложений опре-
деляется с использованием взвешенной суммы этих критериев, вклад в каждый из 
которых вносят параметры метода.
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4.	 Маннинг К., Рагхаван П., Шютце Х. Введение в информационный поиск. – Вильямс,  
2011. – ISBN 978-5-8459-1623-5

5.	 Осипов Г.С., Тихомиров И.А., Смирнов И.В. «Семантический поиск в сети интернет  
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МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ
УДК 519.862.6

Сравнительный анализ эффективности  
методов построения вполне интерпретируемых 

линейных регрессионных моделей

Базилевский М.П.*
Иркутский государственный университет путей сообщения  
(ФГБОУ ВО ИрГУПС), г. Иркутск, Российская Федерация 
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3253-5697
e-mail: mik2178@yandex.ru

Ранее автору удалось свести задачу построения вполне интерпретируемой 
линейной регрессии, оцениваемой с помощью метода наименьших квадратов,  
к задаче частично-булевого линейного программирования. В таких моделях 
знаки оценок соответствуют содержательному смыслу факторов, абсолютные 
вклады переменных в общую детерминацию существенны, а степень 
мультиколлинеарности мала. Оптимальное решение сформулированной задачи 
также может быть найдено методом полного перебора регрессий. Цель статьи 
заключается в проведении сравнительного анализа эффективности этих двух 
подходов. Для проведения вычислительных экспериментов использовано 5 
наборов реальных статистических данных различных объемов. В результате 
с помощью пакета LPSolve в разных условиях было решено более 550 
различных частично-булевых задач. Параллельно оценена эффективность 
решения подобных им задач методом полного перебора в пакете Gretl. Во всех 
экспериментах предложенный нами метод оказался многократно эффективнее 
метода полного перебора. Самая высокая эффективность была достигнута при 
решении задач выбора оптимального числа регрессоров из 103 переменных, 
для решения каждой из которых методом перебора потребовалось бы оценить 
примерно 2103 (10,1 нониллиона) моделей, с чем обычный компьютер не 
справился бы и за 1000 лет. В LPSolve каждая из этих задач была решена за 32–
191 секунду. Предложенным методом за приемлемое время удалось обработать 
выборку данных большого объема, содержащую 40 объясняющих переменных 
и 515345 наблюдений, что подтверждает независимость его эффективности от 
объема выборки. Выявлено, что ужесточение в линейных ограничениях задачи 
требований на мультиколлинеарность и абсолютные вклады переменных 
практически всегда снижает скорость её решения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Процесс построения линейной регрессионной модели условно можно разделить 
на два этапа: 1) выбор структурной спецификации; 2) оценивание неизвестных па-
раметров регрессии. Выбор структурной спецификации, т.е. математической формы 
связи между переменными, в линейной модели означает решение задачи отбора m  
наиболее информативных регрессоров (ОИР) [1,2] из общего их числа l  на основе 
некоторого оптимизационного критерия. Точным методом, гарантирующим опти-
мальное решение задачи ОИР, считается метод полного перебора [1], алгоритм ко-
торого предполагает оценивание m

lC  моделей-претендентов. Например, если 50l = , 
10m = , то потребуется оценить 10272278170 моделей. Таким образом, метод полно-

го перебора и самый трудоёмкий из всех методов решения задач ОИР. Если же число 
отбираемых регрессоров неизвестно, то трудоёмкость метода становится ещё боль-
ше, поскольку своей оценки при достаточном объеме выборки n  требуют уже 2 1l −  
моделей. Самым простым методом оценивания линейных регрессий является метод 
наименьших квадратов (МНК), в рамках которого разработано множество различных 
статистических тестов.

Для решения задач ОИР в линейных регрессиях (см., например, [3–11]) в насто-
ящее время успешно применяется аппарат математического программирования, что 
гораздо эффективнее, чем использование переборных процедур. При этом также 
гарантируется оптимальность построенной модели. В зарубежной литературе за-
дачи ОИР при использовании МНК принято в основном формулировать в виде за-
дач частично-булевого квадратичного программирования (ЧБКП) [3], скорость ре-
шения которых зависит от объема выборки n . Результаты анализа научных статей 
по данной тематике представлены в табл. 1, во втором столбце которой приводятся 
фамилии учёных и год исследования; в третьем – краткая характеристика решае-
мой задачи ОИР; в четвёртом – максимальный объем выборки nmax и максимальное 
число объясняющих переменных lmax , обработанных в результате исследования;  
в пятом – название решателя задачи математического программирования; в шестом – 
информация о системе, в которой проводились вычислительные эксперименты.
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Таблица 1
Результаты анализа научных статей

№  Авторы (год) Особенность задачи (nmax, lmax) Решатель Оборудование

1 Конно, Ямамото 
(2009) [3]

ЧБКП, отбор m регрессоров, 
эвристический алгоритм (1000, 70) CPLEX 10.1 Xeon,

3.73 GHz

2 Мияширо, Така-
но (2015) [4]

ЧБКП, отбор регрессоров 
по критериям AIC, BIC и 
скорректированному коэф-
фициенту детерминации

(1933, 100) CPLEX Xeon

3 Мияширо, Така-
но (2015) [5]

ЧБКП, отбор регрессоров 
по критерию Меллоуза (1993, 100) CPLEX 12.5

Intel Xeon 
W5590, 3.33 

GHz×2,
24 GB RAM

4 Парк, Клабжан 
(2020) [6]

ЧБКП, отбор регрессоров 
по разным критериям MAE, 
MSE и mRMR (минималь-
ной избыточности и мак-
симальной релевантности), 
итерационный эвристиче-
ский алгоритм

(506, 103) CPLEX
Xeon,

2.8 GHz,
15 GB RAM

5 Тамура и др. 
(2019) [7]

ЧБКП, отбор регрессоров с 
контролем мультиколлине-
арности по критерию VIF

(1993, 100) CPLEX

Intel Core i7-
4770,

3.40 GHz,
8 GB RAM

6 Тамура и др. 
(2017) [8]

Полуопределенная ЧБКП, 
отбор регрессоров с контро-
лем мультиколлинеарности 
по числу обусловленности 
корреляционной матрицы

(1066, 65)
Gurobi 5.6,

SCIP-
SDP-2.0.0

Intel Core2 
Quad, 2.66 

GHz,
4 GB RAM

7 Бертсимас, Ли 
(2020) [9]

ЧБКП, отбор значимых 
регрессоров с контролем 
мультиколлинеарности, ho-
listic regression

(9358, 125) Gurobi 8.0
i7-5820k 6-core 

CPU,
16 GB DRAM

8 Чанг, Парк, 
Чонг (2020) [10] ЧБКП, regression diagnostics (1599, 124) Gurobi 9.0

Intel Core i7-
8700 CPU, 3.40 
GHz (8 CPUs),
32 GB RAM

9 Такано, Мияши-
ро (2020) [11]

ЧБКП, отбор регрессоров в 
ридж-регрессии с помощью 
критерия кросс-валидации

(100, 25) CPLEX 12.8
Intel Core i7-

4790 MCU, 3.60 
GHz, 16 GB

По табл. 1 видно, что на сегодняшний день существует множество формулиро-
вок задач ОИР в терминах ЧБКП, позволяющих контролировать в процессе реше-
ния самые разные характеристики линейных регрессий – качество аппроксимации, 
мультиколлинеарность, значимость коэффициентов и пр. Также видно, что исследо-
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ватели избегают решения задач большой размерности, когда объемы выборок более  
10000 наблюдений, а число объясняющих переменных более 150 штук. При этом вы-
числительные эксперименты практически всегда проводятся с использованием доро-
гостоящих пакетов CPLEX и Gurobi на довольно мощных компьютерах.

В [12] автору удалось свести задачу ОИР в линейной регрессии, оцениваемой  
с помощью МНК, к задаче частично-булевого линейного программирования (ЧБЛП). 
Целевой функцией в ней выступает коэффициент детерминации, а количество ли-
нейных ограничений, в отличие от формулировок [3–11], не зависит об объема 
выборки n . В дальнейшем формализованная задача дополнилась ограничениями 
на коэффициенты вздутия дисперсии VIF [13], на t-критерии Стьюдента [14] и пр.  
На данный момент в [15] приведена самая последняя формулировка задачи ЧБЛП, 
решение которой приводит к построению вполне интерпретируемой линейной ре-
грессии с оптимальным по коэффициенту детерминации количеством регрессоров, 
в которой знаки МНК-оценок согласованы со знаками соответствующих коэффи-
циентов корреляции с y , абсолютные вклады переменных в общую детерминации 
не меньше заданного числа θ , а величины интеркорреляций по модулю не больше 
заданного числа r . Тестирование сформулированной в [15] задачи на реальных вы-
борках большого объема никогда ещё не проводилось.

Цель работы заключается в проведении на основе реальных данных различных 
объемов сравнительного анализа эффективности решения задачи построения вполне 
интерпретируемых линейных регрессий методом полного перебора и методом реше-
ния специальным образом сформулированной задачи ЧБЛП.

2. ЗАДАЧА ЧБЛП И ПРОГРАММА  
ДЛЯ ЕЁ АВТОМАТИЧЕСКОГО ФОРМИРОВАНИЯ

Пусть в распоряжении исследователя имеется выборка данных объема n  
для зависимой (объясняемой) переменной y  и l  независимых (объясняющих) 
переменных 1x , 2x , ..., lx . Составим матрицу коэффициентов интеркорреляций

1 2 1

1 2 2

1 2

1

1

1

l

l

l l

x x x x

x x x x
xx

x x x x

r r

r r
R

r r

 
 
 =  
 
 
 





   



,

и вектор ( )1 2 l

T

yx yx yx yxR r r r=   корреляций объясняющих переменных с y .
Сформулируем задачу ЧБЛП для ОИР в линейной регрессии так, как это сделано 

в [15]:

			             

2

1
max

j

l

yx j
j

R r β
=

= ⋅ →∑
,		  (1)
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( ) ( )

1
1 1

j k j

l

j x x k yx j
k

M r r Mδ β δ
=

− − ⋅ ≤ ⋅ − ≤ − ⋅∑ ,  1,j l= ,	 (2)

			             0 j j Mβ δ≤ ≤ ⋅ ,  j J +∈ ,	 (3)

			           0j jMδ β− ⋅ ≤ ≤ ,  j J −∈ ,	 (4)

				         {0,1}jδ ∈ ,  1,j l= ,	 (5)

	                              
àáñ
j jx yx j jC r β θ δ= ⋅ ≥ ⋅

,  1,j l= ,	 (6)

	    	      
( )1

i jx x i jr rδ δ+ − ≤ ,  
( ) ( ){ }

1 21 2, , :
s sx xi j s s r r∈ ≥ ,	 (7)

где 1β , 2β , ..., lβ  – неизвестные параметры линейной регрессии в стандартизованном 
виде; 2R  – коэффициент детерминации; 1δ , 2δ , ..., lδ  – бинарные переменные, 
которые определяются по правилу

M  – большое положительное число; J + , J −  – индексные подмножества, эле-
менты которых удовлетворяют условиям 0

jyx
r >  и 0

jyx
r < ; àáñ

j jx yx jC r β= ⋅  – абсо-
лютный вклад j -й переменной в общую детерминацию 2R ; параметр 0θ ≥  – наи-
меньшая величина абсолютных вкладов входящих в модель переменных; параметр  
0 1r≤ ≤  – наибольшая величина коэффициентов интеркорреляций входящих в мо-
дель переменных.

Решение задачи ЧБЛП (1) – (7) приводит к построению линейной регрессии с 
оптимальным по критерию 2R  количеством объясняющих переменных, в которой 

0
jyx jr β⋅ > , j∈ Φ , вклады àáñ

jx
C θ≥ , j∈ Φ , а интеркорреляции 

i jx xr r≤ , ,i j∈ Φ , 
i j< , где Φ  – множество номеров отобранных объясняющих переменных. Заметим, 
что в построенной регрессии некоторые коэффициенты могут оказаться незначимы-
ми по t-критерию Стьюдента, либо может возникнуть мультиколлинеарность сразу 
между несколькими переменными. Избежать этого можно, дополнив задачу (1) – (7) 
линейными ограничениями из работ [13,14].

Как известно, эффективность решения задачи ЧБЛП (1) – (7) зависит от выбо-
ра большого положительного числа M: если оно слишком велико, то процесс ре-
шения может замедлиться, а если мало, то найденное решение может оказаться не-
оптимальным. Выбор границ параметра M для задачи (1) – (7) обсуждается в [16]. 
Сначала определяются параметры 

j
M β , 1,j l=  для линейных ограничений (3) и (4)  

по формулам:

			            

max
j

jyx

R
M

rβ = ,  1,j l= ,	 (8)

абс

абс

абс
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где maxR  – коэффициент детерминации регрессии, построенной со всеми l  объясня-
ющими переменными. Для удобства можно всегда брать max 1R = .

Затем находятся параметры 
ju

M − , 1,j l=  для линейных ограничений (2). Для это-
го нужно решить серию из l  задач линейного программирования при 1, 2, ...,p l= :

			       1
min

p p k p

l

u x x k yx
k

M r rβ−

=

= ⋅ − →∑ ,	 (9)

			              
0

jj M ββ≤ ≤ ,  j J +∈ ,	 (10)

			             
0

j jM β β≤ ≤ ,  j J −∈ ,	 (11)

				  
max

1
j

l

yx j
j
r Rβ

=

⋅ ≤∑ .	 (12)

После чего аналогично для линейных ограничений (2) находятся параметры 
ju

M + , 
1,j l= . Для этого решается та же серия задач (9) – (12), но с целевыми функциями 

на максимум.
И, наконец, в задаче ЧБЛП (1) – (7) ограничения (2) – (4) нужно заменить на 

следующие:

	                 
( ) ( )

1
1 1

j j k j j

l

j u x x k yx j u
k

M r r Mδ β δ− +

=

− ⋅ ≤ ⋅ − ≤ − ⋅∑ ,  1,j l= ,	 (13)

			           
0

jj j M ββ δ≤ ≤ ⋅ ,  j J +∈ ,	 (14)

			           
0

jj jM βδ β⋅ ≤ ≤ ,  j J −∈ .	 (15)

Формировать задачу ЧБЛП (1), (5) – (7), (13) – (15) по реальной выборке данных 
для программы-решателя вручную не представляется возможным, особенно, если 
эта выборка большого объема. Для этого была разработана программа построения 
вполне интерпретируемых элементарных и неэлементарных квазилинейных регрес-
сионных моделей (ВИнтер-2). Она позволяет в зависимости от выбранных пользо-
вателем начальных параметров автоматически формировать для решателя LPSolve 
IDE задачи ЧБЛП для построения различных, в частности, линейных, регрессион-
ных моделей. Для формирования задачи (1), (5) – (7), (13) – (15) нужно выбрать:  
1) число отбираемых регрессоров (при необходимости); 2) число знаков после запя-
той в действительных числах; 3) параметр θ ; 4) параметр r . Выбор больших чисел 
M осуществляется автоматически. Сформированная задача представляет собой сле-
дующую последовательность блоков: 1) целевая функция (1); 2) левые части двой-
ных неравенств (13); 3) правые части двойных неравенств (13); 4) левые и правые 
части двойных неравенств (14) и (15), содержащие бинарные переменные; 5) левые и 
правые части двойных неравенств (14) и (15), не содержащие бинарных переменных; 
6) ограничения (6); 7) ограничения (7); 8) ограничения типа b12>=-Inf, указываю-
щие на то, что переменные 1β , 2β , ..., lβ  могут быть не только неотрицательными, 
но и отрицательными; 9) ограничения типа d10<=1, указывающие верхние границы  
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целочисленных переменных; 10) ограничение типа int d1,d2,d3, указывающее на би-
нарность целочисленных переменных.

Сформированную задачу нужно вручную открыть в решателе LPSolve, после за-
пуска которого наблюдать за процессом её решения.

3. ОПИСАНИЕ ДАННЫХ И  
ИХ ПРЕДВАРИТЕЛЬНАЯ ОБРАБОТКА

Для проведения вычислительных экспериментов были использованы ста-
тистические данные, представленные в табл. 2. В третьем столбце указан объ-
ем выборки n  и количество объясняющих переменных l . Как видно по табл. 2,  
в каждом наборе данных его объем n  превосходит число объясняющих перемен-
ных l . Поэтому предварительно, чтобы убедиться в корректности данных, в пакете  
Gretl по каждому набору с помощью МНК оценивались модели множественной ли-
нейной регрессии. С наборами данных Data1, Data3 и Data5 проблем не возникло, 
были получены модели без совершенной коллинеарности с коэффициентами детер-
минации 0.620157, 0.737267 и 0.237001 соответственно.

При построении модели по набору Data2 была выявлена функциональная зависи-
мость:

diffSeTime8 = SeTime6 - SeTime7 + 0.5SeTime8 - 0.5SeTime9 - 0.5diffSeTime6,

приводящая к совершенной коллинеарности. При этом установлено, что пе-
ременные diffSeTime2 и diffSeTime8 содержат только 2 отличных от нуля значе-
ния (-0,001 и 0,001). Поэтому было принято решение исключить эти факторы.  
В результате осталось 38 объясняющих переменных. В оцененной по новому набору 
Data2* линейной регрессии нет совершенной  коллинеарности, а её коэффициент де-
терминации составил 0,819211.

Таблица 2
Описание данных и их характеристики

№ 

Название  
(источник);  

описание; зависи-
мые переменные

(n, l) Распределение коэффициентов 
интеркорреляций

Распределение коэффициентов 
корреляции с y

1

Data1
(пакет Gretl, 

встроенный файл 
data7–20.gdt);

данные о 
зарплатах 

игроков НБА;

SALARY

(56, 25)
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№ 

Название  
(источник);  

описание; зависи-
мые переменные

(n, l) Распределение коэффициентов 
интеркорреляций

Распределение коэффициентов 
корреляции с y

2

Data2
(сайт [17]);

данные об 
элеронах 

самолёта F16;

Goal

(13750, 40)

3

Data3
(сайт [18]);

данные о 
критической 
температуре 

сверх-
проводников;

critical_temp

(21263, 81)

4

Data4
(сайт [19]);

данные о 
стоимостях 

строительства 
и ценах продаж 

квартир в Иране;

V-9, V-10

(372, 103)

5

Data5
(сайт [20]);

данные о годах 
выпуска песен;

year

(515345, 
90)

Набор данных Data4 содержит две зависимых переменных – V-9 и V-10. Поэтому 
выборку с зависимой переменной V-9 будем называть Data4a, а с V-10 – Data4b. В 
модели, оцененной по набору Data4a, выявлена совершенная коллинеарность, поэто-
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му Gretl автоматически исключил 29 переменных. Коэффициент детерминации ито-
говой модели составил 0,987584. Аналогично, по набору Data4b было исключено 29 
факторов, а для итоговой регрессии 2 0, 982121R = . Для проведения вычислительных 
экспериментов было принято решение в наборах Data4a и Data4b оставить список из 
103 переменных в полном составе.

4. ОЦЕНКА СКОРОСТИ РЕШЕНИЯ  
ЗАДАЧ ОИР МЕТОДОМ ПОЛНОГО ПЕРЕБОРА

Получить решение задачи ЧБЛП (1), (5) – (7), (13) – (15) можно также тривиаль-
ным способом, организовав полный перебор всех возможных вариантов регресси-
онных моделей. Для того чтобы была возможность сравнивать эффективность двух 
этих подходов, требовалось найти статистическую зависимость скорости v  решения 
задач ОИР полным перебором от заданного числа регрессоров m . Для этого был раз-
работан специальный скрипт для пакета Gretl, реализующий процедуру отбора ровно 
m  регрессоров в линейной регрессии по следующему алгоритму:
1.	 формируется матрица всех возможных комбинаций регрессоров, содержащая m

lC  
строк и m  столбцов;

2.	 по выборке находятся корреляционные матрицы xxR  и yxR ;
3.	 с помощью матрицы комбинаций в цикле с помощью матриц xxR  и yxR  находятся 

стандартизованные оценки линейной регрессии и коэффициенты детерминации 2R ;
4.	 выбирается лучшая модель с наибольшей величиной 2R .

С помощью этого скрипта на персональном компьютере c процессором Intel Core 
i5-4670 CPU (3.40 GHz) и объемом оперативной памяти 8 GB RAM было проведено 
два эксперимента – по набору данных Data3 и Data5. Число m  задавалось равным 2, 
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20, 25, 30, 35, 36, 37, 40, 45, 50, 55, 58, 64, 70  
(при 1m =  задача решается практически мгновенно). Для каждого m  фиксирова- 
лось общее количество обработанных моделей и время решения задачи ОИР (без 
учёта времени формирования матрицы комбинаций) в секундах. В результате 
были найдены скорости v  (моделей/сек), как отношения общего числа моделей ко 
времени. Сразу было установлено, что при переходе с 36m =  на 37m =  в обоих  
экспериментах произошел солидный скачок скорости v  в сторону уменьшения. По-
этому было принято решение строить статистические зависимости отдельно при 

[ ]2, 36m∈  и при 37m ≥ .
На рис. 1 синими точками указаны скорости, полученные при обработке выборки 

Data3, а оранжевыми – Data5. Как видно, эти скорости при равных m  практически не 
отличаются. Кроме того, зависимость v  от m  носит нелинейных характер.

Для построения зависимостей в качестве объясняемой переменной была ис-
пользована средняя скорость v . С помощью МНК оценивалась степенная функция 

1
0v mαα=  при [ ]2, 36m∈  и ( ) 1

0 36v m αα= −  при 37m ≥ . Коэффициенты детермина-
ции оцененных моделей в прологарифмированном виде составили 0,9799 и 0,9856, 
что подтверждает их высокое качество. Итоговая зависимость средней скорости  
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v  решения задач ОИР полным перебором (на конкретном персональном компьюте-
ре) имеет вид:

		            
		  (16)

На рис. 1 черным цветом указаны расчетные по формуле (16) скорости, которые 
практически совпадают с фактическими.

(а) [ ]2, 36m∈ (б) 37m ≥

Рис. 1. Зависимости скоростей от числа m

5. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Вычислительные эксперименты проводились на персональном компьютере  
c процессором Intel Core i5-4670 CPU (3.40 GHz) и объемом оперативной памяти  
8 GB RAM. Решались задачи ЧБЛП (1), (5) – (7), (13) – (15) по наборам данных Data1, 
Data2*, Data3, Data4a, Data4b и Data5 в зависимости от заданных параметров r  и θ .  
Параметр r  для всех выборок задавался равным от 0,1 до 1 с шагом 0,1. Наимень-
шее значение параметра θ  равно 0, а наибольшее maxθ  выбиралось так, чтобы при 

maxθ θ=  и 0,1r =  происходил отбор одного или двух регрессоров. Для формирования 
задач ЧБЛП была использована программа ВИнтер-2, точность действительных чи- 
сел – 12 знаков после запятой. Большие числа M в ограничениях (13) – (15) ВИнтер-2 
определяет автоматически по формулам (8) при max 1R =  и как результат решения 
серий задач линейного программирования типа (9) – (12). Решателем задач ЧБЛП 
выступает пакет LPSolve IDE с настройками по умолчанию. Лимит времени на ре-
шение задачи составляет 1800 секунд (полчаса). Все эксперименты проводились  
в предположении, что знаки коэффициентов корреляции объясняющих переменных 
с y  согласуются с содержательным смыслом факторов.

Результаты вычислительных экспериментов по данным Data1 представлены  
в табл. 3.
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Таблица 3
Результаты вычислительных экспериментов по набору данных Data1

r
θ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0
4

0,2653
0,476

5
0,2655
1,241

7
0,3106
2,791

8
0,3236
4,650

10
0,3899
5,601

10
0,3899
12,041

11
0,4124
10,716

11
0,4335
28,438

11
0,4335
35,705

14
0,4446
53,507

0,001
4

0,2653
0,505

4
0,2653
1,168

6
0,3097
2,467

7
0,3231
4,080

8
0,3869
5,119

8
0,3869
9,790

9
0,4118
10,741

9
0,4335
24,513

9
0,4335
33,431

11
0,4439
30,999

0,005
4

0,2653
0,466

4
0,2653
0,900

6
0,3097
1,632

6
0,3225
2,120

6
0,3819
2,604

6
0,3819
4,492

8
0,4116
4,580

8
0,4314
9,258

8
0,4314
12,051

8
0,4314
17,781

0,01
2

0,2495
0,400

2
0,2495
0,737

3
0,2925
1,220

4
0,3062
1,588

5
0,3807
1,919

5
0,3807
3,010

6
0,4044
3,189

7
0,4256
5,875

7
0,4256
7,675

7
0,4256
10,781

0,05
1

0,2416
0,239

1
0,2416
0,310

1
0,2416
0,607

1
0,2416
0,794

2
0,2674
0,910

2
0,2674
1,390

2
0,2674
1,511

2
0,2674
2,588

2
0,2674
3,284

2
0,2674
4,400

В табл.3 для каждой пары значений параметров r  и θ  указано количество ото-
бранных переменных m , коэффициент детерминации 2R  найденной модели, вре-
мя t  решения задачи в секундах. По этой таблице видно, что, во-первых, во всех 
50 случаях получено оптимальное решение в установленный получасовой лимит. 
Во-вторых, больше всего времени (53,507 с) ушло на решение задачи при 0θ =  и 

1r =  (при полном отсутствии требований на вклады переменных и мультиколли-
неарность), а меньше всего (0,239 с) – при 0, 05θ =  и 0,1r =  (при самых жестких 
требованиях на вклады переменных и мультиколлинеарность). В целом по табл. 3 
можно наблюдать, что увеличение θ  (ужесточение требования на вклады) и умень-
шение r  (ужесточение требования на мультиколлинеарность) практически всегда 
снижает время решения задачи.

Решить любую задачу из табл. 3 можно методом полного перебора. Причём, при 
0θ = , 0.001, 0.005, 0.01 для этого пришлось бы оценить 252 1 33554431− =  моделей. 

С помощью формулы (16) установлено, что на это потребовалось бы (без учёта вре-
мени на формирование матриц комбинаций и проверки условий) примерно 3206,46 
с. Отсюда следует, что эффективность решения задач ОИР представленным спо-
собом в LPSolve оказалась в 59,9–8016,1 раз выше, чем методом полного перебора 
в Gretl. Поскольку значение 2R  для модели со всеми 25 переменными составляет

0,620157, то при 0, 05θ =  максимальное число регрессоров 0, 620157 12
0, 05

m  
= = 

 
,

поэтому пришлось бы оценить только 
12

25
1

16777215i

i
C

=

=∑  моделей, на что потребу-

ется примерно 1232,81 с. В этом случае эффективность решения задач ОИР нашим 
методом оказалась в 280,2–5158,2 раз выше, чем методом полного перебора.
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Результаты вычислительных экспериментов по данным Data2* представлены в 
табл. 4.

Таблица 4
Результаты вычислительных экспериментов по набору данных Data2*

r
θ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0
5

0,5893
12,863

9
0,6996
33,198

13
0,7159
72,437

11
0,8129
103,799

11
0,8129
149,199

14
0,8129
150,915

15
0,8147
204,339

15
0,8147
248,128

15
0,8147
247,745

18
0,8148
365,958

0,0005
3

0,5887
8,019

7
0,6995
17,779

10
0,7154
29,021

6
0,8128
40,145

6
0,8128
53,399

7
0,8128
55,803

7
0,8143
73,818

7
0,8143
80,246

7
0,8143
79,919

11
0,8145
88,751

0,001
3

0,5887
6,959

5
0,6970
15,336

8
0,7127
22,617

5
0,8122
31,016

5
0,8122
41,017

6
0,8123
43,394

7
0,8139
56,285

7
0,8139
60,167

7
0,8139
59,634

8
0,8142
57,594

0,01
2

0,5857
5,513

4
0,6956
8,093

4
0,6956
9,199

4
0,8104
10,514

4
0,8104
15,558

4
0,8104
16,499

4
0,8104
18,942

4
0,8104
19,330

4
0,8104
19,161

6
0,8107
21,441

0,05
2

0,5857
1,982

3
0,6435
2,840

3
0,6435
2,758

3
0,7514
3,836

3
0,7514
5,242

3
0,7514
5,455

3
0,7514
5,508

3
0,7514
5,509

3
0,7514
5,418

5
0,7518
5,257

Как видно, снова во всех 50 случаях получено оптимальное решение в установ-
ленный получасовой лимит. И вновь в большинстве случаев чем выше θ  и ниже r , 
тем меньше время решения задачи. Больше всего времени (365,958 с) ушло на реше-
ние задачи при 0θ =  и 1r = , а меньше всего (1,982 с) – при 0, 05θ =  и 0,1r = . За-
мечено, что, например, при 0θ =  с ростом r  число отобранных регрессоров может 
убывать.

При 0θ = , 0.0005, 0.001, 0.01 методом перебора пришлось бы оценить 
382 1 274877906943− =  (275 миллиардов) моделей, на что потребовалось бы при-

мерно 48138036,2 с или 557 суток непрерывной работы компьютера. Таким обра-
зом, эффективность решения задач ОИР представленным способом в LPSolve ока-
залась в 131540–8731732 раз выше, чем методом полного перебора в Gretl. При 

0, 05θ =  максимальное число регрессоров 0,819211 16
0, 05

m  
= = 

 
, поэтому пришлось

бы оценить 
16

38
1

57407177581i

i
C

=

=∑  моделей, на что потребуется примерно 6903730,63 с. 

В этом случае эффективность решения задач ОИР нашим методом в 1253173–3483214 
раз выше, чем методом полного перебора.

Вычислительные эксперименты по набору данных Data3 проводились в четы- 
рех разных условиях: 1) прямой порядок объясняющих переменных от 1 до 81;  
2) обратный порядок объясняющих переменных от 81 до 1; 3) обратный порядок 
объясняющих переменных и задача ЧБЛП (1) – (7) с параметрами M=50; 4) обратный 



Bazilevskiy M.P.
Comparative Analysis of the Effectiveness…

Modelling and Data Analysis 2023. Vol. 13, no. 4.

71

порядок объясняющих переменных, задача ЧБЛП (1) – (7) с параметрами M=50 и 
дополнительными ограничениями на 2R :

			   1
1

j

l

yx j
j
r β

=

⋅ ≤∑ ,  *

1
j

l

yx j
j
r rβ

=

⋅ ≥∑ ,		  (17)

где *r  – нижняя граница коэффициента детерминации. Это значение всегда можно 
брать равным максимальному из коэффициентов детерминации однофакторных 
линейных регрессий. В данном случае в условиях № 4 таблица результатов 
формировалась построчно слева направо, начиная с нижнего левого угла ( 0,1θ = ,  

0,1r = ). При этом значение *r  для активных àêòθ  и àêòr  выбиралось равным 
максимальному из коэффициентов детерминации моделей, полученных на 
предыдущих шагах при àêòθ θ>  и àêòr r< . Точность величины *r  составляла 6 знаков 
после запятой.

Результаты вычислительных экспериментов по данным Data3 представлены в 
табл. 5.

Таблица 5
Результаты вычислительных экспериментов по набору данных Data3

r
θ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Условия № 1. Прямой порядок переменных

0
2

0,5397
197,767

4
0,5666

1621,51

8
0,5994
1800

11
0,6165
1800

13
0,6554
1800

14
0,6453
1800

17
0,6446
1800

19
0,6437
1800

22
0,6185
1800

–
–

1800

0,01
2

0,5397
201,172

5
0,5665

1273,26

6
0,5894
1800

9
0,6022
1800

9
0,6022
1800

11
0,5787
1800

13
0,6184
1800

15
0,6121
1800

15
0,6121
1800

16
0,6314
1800

0,05
1

0,5202
133,713

1
0,5202

502,107

5
0,5817
1268,24

4
0,5881
1800

7
0,5376
1800

–
–

1800

–
–

1800

–
–

1800

–
–

1800

–
–

1800

0,07
1

0,5202
110,147

1
0,5202

332,869

2
0,5582
631,762

5
0,5749
1103,64

4
0,6113
1467,54

4
0,6119
1704,19

4
0,6119
1800

4
0,6119
1800

4
0,6119
1800

4
0,6119
1800

0,10
1

0,5202
80,43

1
0,5202

175,849

1
0,5202
304,19

1
0,5202
454,936

3
0,5835
574,821

4
0,5983
617,37

4
0,5983
629,754

4
0,5983
618,929

4
0,5983
728,914

4
0,5983
655,219

Условия № 2. Обратный порядок переменных

0
2

0,5397
188,246

4
0,5666

1679,87

8
0,5994
1800

12
0,6176
1800

13
0,6552
1800

14
0,6392
1800

18
0,6367
1800

–
–

1800

–
–

1800

–
–

1800

0,01
2

0,5397
167,225

5
0,5665

1209,17

5
0,5948
1800

9
0,6297
1800

11
0,6180
1800

12
0,6341
1800

14
0,6420
1800

14
0,6420
1800

–
–

1800

–
–

1800

0,05
1

0,5202
93,31

1
0,5202

385,996

5
0,5817
666,43

4
0,5881
878,796

5
0,6160
826,987

5
0,6273
715,434

7
0,6393
677,096

7
0,6393
695,793

7
0,6393
878,9

7
0,6393
903,362

акт акт

акт акт
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r
θ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0,07
1

0,5202
81,226

1
0,5202

241,379

2
0,5582
431,757

5
0,5749
457,4

4
0,6113
407,74

4
0,6119
393,263

4
0,6119
384,443

4
0,6119
396,190

4
0,6119
434,534

4
0,6119
443,542

0,10
1

0,5202
59,355

1
0,5202

174,296

1
0,5202
269,955

1
0,5202
267,461

3
0,5835
223,619

4
0,5983
203,14

4
0,5983
192,821

4
0,5983
198,769

4
0,5983
216,876

4
0,5983
211,203

Условия № 3. Обратный порядок переменных, M=50

0
2

0,5397
122,945

4
0,5666

1350,71

8
0,5994
1800

12
0,6176
1800

12
0,6199
1800

14
0,6392
1800

18
0,6430
1800

–
–

1800

–
–

1800

16
0,5957
1800

0,01
2

0,5397
97,617

5
0,5665

884,315

5
0,5948
1800

9
0,6297
1800

11
0,6180
1800

12
0,6341
1800

14
0,6420
1800

14
0,6420
1800

–
–

1800

–
–

1800

0,05
1

0,5202
58,057

1
0,5202
262,76

5
0,5817
401,332

4
0,5881
575,673

5
0,6160
586,709

5
0,6273
471,719

7
0,6393
430,101

7
0,6393
432,044

7
0,6393
534,787

7
0,6393
522,983

0,07
1

0,5202
51,048

1
0,5202

159,867

2
0,5582
287,328

5
0,5749
354,384

4
0,6113
372,046

4
0,6119
355,241

4
0,6119
324,892

4
0,6119
318,005

4
0,6119
332,508

4
0,6119
346,67

0,10
1

0,5202
44,343

1
0,5202

133,396

1
0,5202
224,789

1
0,5202
283,247

3
0,5835
294,821

4
0,5983
260,734

4
0,5983
249,054

4
0,5983
247,104

4
0,5983
276,976

4
0,5983
271,1

Условия № 4. Обратный порядок переменных, M=50, доп. ограничения на R2

0
2

0,539710
108,714

4
0,566696
772,040

8
0,599489

1800

–
–

1800

13
0,655216

1800

–
–

1800

18
0,662074

1800

18
0,662192

1800

16
0,666679

1800

–
–

1800

0,01
2

0,539710
99,664

5
0,566547
1085,624

6
0,589429

1800

9
0,629783

1800

10
0,650646

1800

11
0,654328

1800

12
0,655761

1800

12
0,655761

1800

11
0,659170

1800

–
–

1800

0,05
1

0,520231
54,256

1
0,520231
249,392

5
0,581710
335,111

4
0,588120
462,939

5
0,616071
358,06

5
0,627385
318,455

7
0,639385
288,019

7
0,639385

1800

7
0,639385

1800

7
0,639385

1800

0,07
1

0,520231
40,110

1
0,520231
112,673

2
0,558250
118,839

5
0,574943
185,496

4
0,611381
123,995

4
0,611953
107,23

4
0,611953
132,089

4
0,611953
125,089

4
0,611953
150,584

4
0,611953
144,08

0,10
1

0,520231
26,751

1
0,520231
48,796

1
0,520231
60,380

1
0,520231
71,449

3
0,583520
35,280

4
0,598350
35,910

4
0,598350
32,866

4
0,598350
30,728

4
0,598350
31,091

4
0,598350
30,568

В табл. 5 для наглядности серым цветом выделены ячейки, для которых за полчаса 
либо не доказана оптимальность решения задачи, либо вообще не получено решение. 
Для сравнения результатов вычислительных экспериментов, проведенных в четырех 
условиях, была составлена табл. 6. Во втором её столбце для каждого условия ука-
зан процент оптимальных решений 50 задач, в третьем – процент задач без решения  
в установленный лимит времени, в четвертом – общее время решения 50-ти задач,  
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в пятом – среднее время поиска оптимального решения, в шестом – среднее значение 
2R  для моделей с доказанной и не доказанной оптимальностью.

Таблица 6
Показатели эффективности решенных  

по данным Data3 задач в зависимости от условий

Условие Оптимальные 
решения,  %

Решения без 
результата  

за 30 мин,  %

Общее время  
решения  

50-ти задач, с

Среднее время на 
поиск оптималь-
ного решения, с

Среднее 
качество 

моделей по R2

1 46 12 63988,33 669,95 0,584779
2 68 10 44455,58 460,45 0,591822
3 68 8 40719,31 350,56 0,591276
4 62 8 39976,28 186,33 0,597076

По табл. 6 можно сделать следующие выводы.
1. 	 Порядок следования объясняющих переменных в исходной выборке может су-

щественно влиять на скорость решения задачи ЧБЛП. Оказалось, что изменение 
порядка следования переменных с прямого (от 1 до 81) на обратный (от 81 до 
1) увеличило процент оптимальных решений на 22 %, снизило процент решений 
без результата на 2 %, уменьшило общее время решения 50-ти задач на 19533  
с (примерно на 5,5 часов) и среднее время на поиск оптимального решения на 
209,5 с, а также увеличило среднее качество моделей по R2 на 0,007043.

2.	 На скорость решения задачи ЧБЛП могут существенно влиять выбранные зна-
чения больших чисел M . Получилось, что по выборке с обратным порядком 
следования переменных изменение в задаче (1), (5) – (7), (13) – (15) всех боль-
ших чисел на 50M =  уменьшило процент решений без результата на 2 %, об-
щее время решения 50-ти задач на 3736,27 с, среднее время на поиск оптималь-
ного решения на 109,89. При этом процент оптимальных решений не изменился,  
а среднее качество моделей по R2 снизилось на 0,000546.

3.	 Внедрение ограничений (17) может существенно влиять на скорость решения за-
дачи ЧБЛП. Последовательное проведение экспериментов в условиях № 4 ока-
залось самым эффективным. По сравнению с экспериментами в условиях № 3 
уменьшилось общее время решения 50-ти задач на 743,03 с, среднее время на по-
иск оптимального решения на 164,23 с, увеличилось среднее качество моделей по 
R2 на 0,0058. Процент решений без результата не изменился, а процент оптималь-
ных решений снизился на 6 % из-за задач при 0, 05θ = , 0.8, 0.9, 1r = .
Для сравнения с методом перебора была взяты результаты вычислительных экс-

периментов (только оптимальные решения), полученные в условиях № 3. Тут снова 
прослеживается снижение времени решения задач при больших θ  и малых r .

При 0θ =  методом перебора пришлось бы оценить 
812 1 2417851639229258349412351− =  (2,4 септиллиона) моделей примерно 

за 214, 27 10⋅  с; при 0, 01θ =  – примерно то же самое; при 0, 05θ =  – 



Базилевский М.П.
Сравнительный анализ эффективности…
Моделирование и анализ данных. 2023. Том 13. № 4.

74

14

81
1

2283695211364530i

i
C

=

=∑  (2,3 квадриллиона) моделей примерно за 112, 47 10⋅

с (7853 года); при 0, 07θ =  – 
10

81
1

2175273626013i

i
C

=

=∑  (2,1 триллионов) 

моделей примерно за 144911622 с (4,6 лет); при 0,1θ =  – 
7

81
1

3829130793i

i
C

=

=∑  

(3,8 миллиарда) моделей примерно за 151981 с (42,2 часов).
Таким образом, эффективность решения задач ОИР нашим методом в LPSolve 

при 0θ =  в 183,16 10⋅  – 193, 47 10⋅  раз, при 0, 01θ =  в 184,82 10⋅  – 194, 37 10⋅  раз, 
при 0, 05θ =  в 420992349–4254439602 раз, при 0, 07θ =  в 389499,2–2838732,6 
раз, при 0,1θ =  в 515,5–3427,4 раз выше, чем методом полного перебора в Gretl. 
Подтверждают эффективность и дополнительные эксперименты при 0, 01θ =  и 

0.3, 0.4, 0.5, 0.6r = . Эти задачи были решены за 3278,48 с, 7383,34 с, 11866,6 с и 
12386,7 с соответственно. Количества отобранных переменных и коэффициенты 
детерминации построенных моделей оказались следующие: (5, 0.5948), (9, 0.6297),  
(10, 0.6520) и (11, 0.6543).

Вычислительные эксперименты по набору данных Data4a проводились в двух 
разных условиях: 1) без ограничений на R2; 2) с ограничениями (17) на R2, * 0, 95r = . 
Результаты представлены в табл. 7.

Таблица 7
Результаты вычислительных экспериментов по набору данных Data4a
r

θ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Условия № 1a. Без ограничений на R2

0
3

0,9586
254,802

6
0,9590

1044,10

7
0,9613
284,86

9
0,9621
363,74

10
0,9636
534,326

10
0,96412
450,241

10
0,96412
753,755

11
0,96416
727,38

11
0,96416
903,586

11
0,96416
771,539

0,005
2

0,9586
204,809

2
0,9586

1574,24

4
0,9609
545,858

6
0,9615
960,526

9
0,9634
1477,09

10
0,5124
1800

13
0,5194
1800

14
0,5188
1800

14
0,5188
1800

14
0,5188
1800

0,007
2

0,9586
190,126

2
0,9586

1189,97

3
0,9605
810,467

3
0,9605
1375,36

9
0,6942
1800

10
0,6982
1800

12
0,7092
1800

11
0,7128
1800

14
0,7133
1800

15
0,7134
1800

0,01
2

0,9586
167,112

2
0,9586

868,475

2
0,9586
968,963

2
0,9586
1557,69

10
0,6981
1800

9
0,6965
1800

10
0,7090
1800

11
0,6836
1800

12
0,7131
1800

13
0,7132
1800

0,015
1

0,9534
174,815

1
0,9534

554,243

1
0,9534
788,331

1
0,9534
1169,25

4
0,9564
1423,2

8
0,6822
1800

8
0,7031
1800

12
0,6817
1800

10
0,6743
1800

8
0,5689
1800

Условия № 2a. С ограничениями на R2

0
3

0,9586
31,949

6
0,9590
47,057

7
0,9613
73,006

9
0,9621
101,18

10
0,9636
160,98

10
0,96412
160,675

10
0,96412
191,21

11
0,96416
173,251

11
0,96416
165,566

11
0,96416
117,857

0,005
2

0,9586
58,102

2
0,9586
83,709

4
0,9609
106,131

6
0,9615
115,674

9
0,9634
108,645

8
0,9638
108,432

8
0,9638
115,711

9
0,9638
103,331

9
0,9638
94,869

9
0,9638
64,817
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r
θ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0,007
2

0,9586
55,209

2
0,9586
76,711

3
0,9605
89,198

3
0,9605
101,247

8
0,9632
90,868

7
0,9635
90,318

8
0,9636
91,7

8
0,9636
79,838

8
0,9636
71,328

8
0,9636
48,881

0,01
2

0,9586
46,585

2
0,9586
66,94

2
0,9586
75,757

2
0,9586
83,938

6
0,9620
75,291

6
0,9632
76,675

6
0,9633
77,701

6
0,9633
67,239

6
0,9633
59,494

6
0,9633
40,978

0,015
1

0,9534
38,231

1
0,9534
57,707

1
0,9534
70,649

1
0,9534
88,668

4
0,9564
70,492

5
0,9584
68,855

5
0,9584
69,151

5
0,9584
59,99

5
0,9584
52,417

5
0,9584
35,984

По табл. 7 видно, что в обоих условиях процент решений без результата составля-
ет 0 %. Оказалось, что введение ограничений на R2 увеличило процент оптимальных 
решений с 56 % до 100 %, снизило общее время решения 50-ти задач с 61688,85 с 
до 4260,19 с (примерно в 14,5 раз) и среднее время на поиск оптимального решения  
с 788,88 с до 85,2 с (примерно в 9,2 раза), увеличило среднее качество моделей по  
R2 c 0,824478 до 0,960828.

Для сравнения с методом перебора была взяты результаты вычислительных экс-
периментов, полученные в условиях № 2a. Снова прослеживается снижение времени 
решения задач при больших θ  и малых r . Но в этот раз оно менее выраженное.

При 0, 0.005, 0.007θ =  методом перебора пришлось бы оценить 
1032 1 10141204801825835211973625643007− =  (10,1 нониллиона) моделей примерно 

за 283 10⋅  с (без учёта времени на формирование матриц комбинаций и проверки ус-
ловий); при 0.01, 0.015θ =  – примерно то же самое.

Таким образом, эффективность решения задач ОИР нашим методом в LPSolve  
в 261, 569 10⋅  – 269, 39 10⋅  раз выше, чем методом полного перебора в Gretl.

Вычислительные эксперименты по набору данных Data4b проводились в двух 
разных условиях: 1) без ограничений на R2; 2) с ограничениями (17) на R2, параметр 

60M = , значение *r  с шестью знаками после запятой выбиралось так же, как при 
экспериментировании по выборке Data3 при условиях № 4. Результаты представле-
ны в табл. 8.

Таблица 8
Результаты вычислительных экспериментов по набору данных Data4b

r
θ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Условия № 1b. Без ограничений на R2

0
1

0,9279
476,549

4
0,9579

1456,01

6
0,9589
1800

9
0,9606
1800

10
0,9615
1800

8
0,9630
1800

11
0,9660
1800

13
0,9665
1800

14
0,9665
1800

19
0,9666
1800

0,01
1

0,9279
407,725

2
0,9576

1223,05

4
0,8503
1800

9
0,8445
1800

10
0,8418
1800

9
0,8834
1800

13
0,8891
1800

10
0,8883
1800

12
0,8908
1800

15
0,8932
1800
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r
θ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0,02
1

0,9279
262,429

2
0,9576

925,852

2
0,9576
1732,88

10
0,8666
1800

10
0,8636
1800

10
0,9060
1800

11
0,9072
1800

10
0,8507
1800

10
0,8519
1800

11
0,8524
1800

0,03
1

0,9279
244,271

2
0,9576
761,42

2
0,9576
1260,54

2
0,9576
1800

9
0,8738
1800

9
0,9089
1800

8
0,8958
1800

8
0,8900
1800

7
0,7390
1800

8
0,7099
1800

0,04
1

0,9279
204,977

2
0,9576

496,809

2
0,9576
762,148

2
0,9576
1033,84

2
0,9576
1446,00

2
0,9576
1384,48

9
0,9152
1800

9
0,8881
1800

9
0,8881
1800

8
0,8878
1800

Условия № 2b. M=60, с ограничениями на R2

0
1

0,927989
46,401

4
0,957929

1800

6
0,958979

1800

9
0,960627

1800

10
0,961561

1800

–
–

1800

11
0,967157

1800

13
0,967616

1800

–
–

1800

19
0,967702

1800

0,01
1

0,927989
52,337

2
0,957639
98,446

2
0,957639
234,152

3
0,958815
262,537

7
0,960867
265,578

8
0,963793
281,362

8
0,966249
526,623

10
0,967416
947,019

10
0,967416
1033,387

12
0,967487
759,165

0,02
1

0,927989
36,52

2
0,957639
69,071

2
0,957639
100,474

2
0,957639
123,127

2
0,957639
122,061

4
0,960368
116,364

6
0,964694
183,657

7
0,966500
164,036

7
0,966500
145,346

8
0,966540
110,548

0,03
1

0,927989
31,049

2
0,957639

54,54

2
0,957639
71,537

2
0,957639
84,363

2
0,957639
81,779

4
0,959505
83,223

4
0,961506
128,814

4
0,961806
123,908

4
0,961806
105,228

4
0,961806
76,214

0,04
1

0,927989
25,434

2
0,957639
46,274

2
0,957639
52,513

2
0,957639
62,761

2
0,957639
66,221

2
0,957639
72,432

3
0,961018
97,052

3
0,961018
85,535

3
0,961018
77,604

3
0,961018
55,490

По табл. 8 было установлено, что в условиях № 2b процент решений без резуль-
тата увеличился с 0 % до 4 %, процент оптимальных решений увеличился с 32 % до 
82 %, общее время решения 50-ти задач уменьшилось с 75279 с до 23360,2 с, среднее 
время на поиск оптимального решения уменьшилось с 879,9 с до 174,6 с, среднее 
качество моделей по R2 увеличилось с 0,91034 до 0,957776.

Для сравнения с методом перебора была взяты результаты вычислительных экс-
периментов, полученные в условиях № 2b. Судить о влиянии θ  и r  на время реше-
ния задач не правомерно, поскольку все они были решены при разных *r .

При 0θ =  методом перебора пришлось бы оценить 1032 1−  моделей при-
мерно за 283 10⋅  с; при 0.01, 0.02θ =  – примерно то же самое; при 0, 03θ =  – 

32
26

103
1

7, 76988 10i

i
C

=

= ⋅∑  (0,777 октиллиона) моделей примерно за 232, 7909 10⋅  с; 

при 0, 04θ =  – 
24

23
103

1
2, 52555 10i

i
C

=

= ⋅∑  (0,252 септиллиона) моделей примерно за 
196, 0142 10⋅  с.

Таким образом, эффективность решения задач ОИР нашим методом в LPSolve при 
0, 0.01, 0.02θ =  в 252, 903 10⋅  – 268, 215 10⋅  раз, при 0, 03θ =  в 212,166 10⋅  – 218, 989 10⋅  
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раз, при 0, 04θ =  в 176,197 10⋅  – 182, 364 10⋅  раз выше, чем методом полного перебо-
ра в Gretl.

Вычислительные эксперименты по самому крупному набору данных Data5 
предварительно проводились по ненулевым значениям θ  и низким значениям r .  
В установленные получасовые лимиты были получены следующие результаты: 
1) при 0, 0075θ =  и 0,1r =  отобрано 3 регрессора, 2 0, 06R = , оптимальность не 
доказана; 2) при 0, 0075θ =  и 0, 2r =  нет результата; 3) при 0, 01θ =  и 0,1r =  
отобрано 2 регрессора, 2 0, 0525R = , оптимальность не доказана; 4) при 0, 01θ =   
и 0, 2r =  нет результата.

Таким образом, установленного получасового лимита оказалось недостаточно 
для решения задач по выборке Data5. Тем не менее, в некоторых случаях довольно 
быстро получаются близкие к оптимальным, а, возможно, и оптимальные, решения.

Далее было принято решение упорядочить объясняющие переменные по убыва-
нию модулей их коэффициентов корреляции с y  и из первых 40 факторов сфор-
мировать новую выборку Data5*. Для линейной регрессии со всеми 40 переменны-
ми 2 0,179946R = . Результаты вычислительных экспериментов по набору данных 
Data5* представлены в табл. 9.

Таблица 9
Результаты вычислительных экспериментов по набору данных Data5

r
θ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

0
8

0,0729
52,382

17
0,1001

1335,40

19
0,1359
1800

19
0,1482
1800

20
0,1690
1800

20
0,1691
1800

20
0,1691
1800

20
0,1691
1800

21
0,1694
1800

21
0,1694
1800

0,0025
6

0,0708
38,411

12
0,0990

564,321

13
0,1328
1493,81

14
0,1465
1761,19

12
0,1663
1417,78

12
0,1663
1635,9

12
0,1663
1655,63

12
0,1663
1663,39

12
0,1663
1681,36

12
0,1663
1661,53

0,005
4

0,0654
26,289

9
0,0918

214,816

7
0,1233
432,443

8
0,1363
595,44

7
0,1566
609,035

7
0,1566
667,344

7
0,1566
672,059

7
0,1566
695,564

7
0,1566
671,565

7
0,1566
670,639

0,0075
3

0,0600
22,405

4
0,0717
150,41

4
0,1073
286,088

5
0,1166
440,173

5
0,1493
440,781

5
0,1493
484,955

5
0,1493
487,463

5
0,1493
504,33

5
0,1493
483,014

5
0,1493
503,118

0,01
2

0,0525
21,002

3
0,0665

128,272

3
0,1032
239,305

4
0,1103
350,11

4
0,1394
358,752

4
0,1394
397,330

4
0,1394
396,758

4
0,1394
404,456

4
0,1394
397,752

4
0,1394
397,8

По табл. 9 можно сделать вывод, что оптимальных решений – 84 %, решений без 
результата – 0 %, общее время решения 50-ти задач – 41510 с, среднее время на поиск 
оптимального решения – 645,5 с, среднее качество моделей по R2 – 0,1339. Значения 
в табл. 9 подтверждают, что с ростом θ  и уменьшением r  скорость решения задач 
практически всегда возрастает.
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При 0θ =  методом перебора пришлось бы оценить 402 1−  моделей примерно за 
207409219 с (6,57 лет); при 0.0025, 0.005θ =  – примерно то же самое; при 0, 0075θ =  – 

23
11

40
1

9, 52 10i

i
C

=

= ⋅∑  моделей примерно за 168933865 с (5,35 лет); при

0, 01θ =  – 
17

11
40

1
2, 36 10i

i
C

=

= ⋅∑  моделей примерно за 31076852 с (1 год).

Таким образом, эффективность решения задач ОИР нашим методом в LPSolve 
при 0, 0.0025, 0.005θ =  в 117766–7889582 раз, при 0, 0075θ =  в 334967–7540007 раз, 
при 0, 01θ =  в 76836–1479709 раз выше, чем методом полного перебора в Gretl.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подчеркнем основные результаты, полученные в данной работе.
Экспериментально доказано, что построение вполне интерпретируемой линейной 

регрессии предложенным методом, состоящим в решении задачи ЧБЛП (1), (5) – (7), 
(13) – (15), многократно эффективнее метода полного перебора. Для набора данных 
Data1 наш подход оказался эффективнее в 59,9–8016,1 раз; для Data2* – в 131540–
8731732 раз; для Data3 – в 515,5 – 194, 37 10⋅  раз; для Data4a – в 261, 569 10⋅  – 269, 39 10⋅  
раз; для Data4b – в 176,19 10⋅  – 268, 21 10⋅  раз; для Data5* – в 76836–7889582 раз.

Среди полученных за получасовой промежуток времени 550-ти решений, 
представленных в табл. 3, 4, 5, 7, 8, 9, оптимальных оказалось 399 (72,6 %), обыч- 
ных – 130 (23,6 %), отсутствующих – 21 (3,8 %). Таким образом, за приемлемое вре-
мя в большинстве случаев были найдены оптимальные или близкие к ним решения.

Эффективность предложенного метода не зависит от объема выборки n , поэто- 
му удалось обработать набор данных Data5*, содержащий 40 объясняющих пере- 
менных и 515345 наблюдений. Так, например, в работах [3–11] зарубежных  
авторов максимальный объем выборки для решения подобных задач составил всего  
9358 наблюдений, т.е. примерно в 55 раз меньше.

Замечено, что выбор параметров θ  и r  может существенно влиять на скорость ре-
шения задачи ЧБЛП. Причём, с увеличением θ  (ужесточение требований на вклады 
переменных) и уменьшением r  (ужесточение требований на мультиколлинеарность) 
время решения задачи в большинстве случаев снижается, т.е. вполне интерпретиру-
емая линейная регрессия строится быстрее, чем реализуется обычный ОИР без огра-
ничений на θ  и r .

Установлено, что на эффективность решения задачи ЧБЛП может существен-
но влиять порядок следования объясняющих переменных в выборке, параметр M,  
а также дополнительные ограничения (17) на коэффициент детерминации. Меха-
низм влияния этих и других параметров на скорость решения задачи ЧБЛП требует 
дальнейших исследований.
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Previously, the author managed to reduce the problem of constructing a quite 
interpretable linear regression, estimated using ordinary least squares method, 
to a mixed-integer 0–1 linear programming problem. In such models, the signs of 
the estimates correspond to the substantive meaning of the factors, the absolute 
contributions of the variables to the overall determination are significant, and the 
degree of multicollinearity is small. The optimal solution to the formulated problem 
can also be found by generating all subsets method. The purpose of this article is 
to conduct a comparative analysis of the effectiveness of these two approaches. To 
conduct computational experiments, 5 sets of real statistical data of various volumes 
were used. As a result, more than 550 different mixed-integer 0–1 problems were 
solved using the LPSolve package under different conditions. At the same time, 
the efficiency of solving similar problems using the generating all subsets method 
in the Gretl package was assessed. In all experiments, our proposed method turned 
out to be many times more effective than the generating all subsets method.  
The highest efficiency was achieved in solving the subset selection problem from  
103 variables, solving each of which by generating all subsets would require estimating 
approximately 2103 (10.1 nonillion) models, which a conventional computer would 
not have been able to cope with in 1000 years. In LPSolve, each of these problems 
was solved in 32–191 seconds. The proposed method was able to process a large data 
sample containing 40 explanatory variables and 515,345 observations in an acceptable 
time, which confirms the independence of its effectiveness from the sample size. It 
has been revealed that tightening the requirements for multicollinearity and absolute 
contributions of variables in the linear constraints of the problem almost always 
reduces the speed of its solution.
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В статье рассматривается задача построения полиэдральной аппроксимации 
множеств 0-управляемости линейной дискретной системы с линейными 
ограничениями на управление. Для проведения аппроксимации предлагается 
использование двух эвристических алгоритмов, нацеленных на уменьшение 
числа вершин произвольного многогранника при сохранении точности 
описания в смысле расстояния Хаусдорфа. Продемонстрировано сведение 
задачи вычисления расстояния между вложенными многогранниками к 
задаче выпуклого программирования. Исследованы вопросы оптимальности 
полученных аппроксимаций. Приведены примеры.

Ключевые слова: линейная дискретная система, множество управляемости, 
многогранник, метрика Хаусдорфа, полиэдральная аппроксимация, 
квадратичное программирование.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Использование множеств достижимости и управляемости в теории управления 
является довольно широкой практикой, начиная с фундаментальных монографий  
[1, 2, 9] и заканчивая современными работами в данной тематике [3, 4, 11, 13–21]. 
Они могут быть использованы как для анализа заданной системы на управляемость 
[11, 14, 17, 18, 21], так и для формирования оптимального позиционного управления 
[3, 4, 16] в различных задачах синтеза. В последнем случае множества управляемости 
и достижимости определяют набор ограничений в задачах выпуклого программиро-
вания, к которым сводится решение задачи оптимального управления.

В большинстве работ рассматриваются вопросы построения точного описания 
множеств управляемости [3, 4, 13, 18] либо исследования их общих свойств [11, 14, 
15, 17, 19]. При этом построение точного описания в случае наличия ограничений на 
управление может быть весьма трудоемкой задачей с вычислительной точки зрения. 
Так при наличии исключительно линейных ограничений на управление все множе-
ства управляемости линейной дискретной системы представляют собой выпуклые 
многогранники [3], число вершин которых растет с экспоненциальной скоростью  
в зависимости от рассматриваемого временного горизонта [22]. В свою очередь, на-
пример, при решении задачи быстродействия для линейной дискретной системы вы-
числение оптимального позиционного управления в случае линейных ограничений 
сводится к решению ряда задач линейного программирования, размерность которых 
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совпадает с числом крайних точек множества 0-управляемости [3], представляющего 
собой многогранник. Этот факт делает процедуру решения соответствующей задачи 
оптимального управления фактически нереализуемой стандартными средствами.

Известен подход, направленный на проведение аппроксимации множеств управ-
ляемости в случае их сложной структуры. Для этих целей используются, как правило, 
полиэдральные [20] и эллипсоидальные оценки [21]. Недостаток последних связан  
с недостаточным порядком точности и сложностью их применения для решения 
задач оптимального управления. Известные методы полиэдральной аппроксима- 
ции [5], наоборот, нацелены на достижение произвольной заранее заданной точности  
без учета сложности результирующей оценки.

В связи с этим оказывается актуальной адаптация методов полиэдральной ап-
проксимации множеств управляемости многогранниками с меньшим числом вершин 
при сохранении заданного порядка точности. Подробно методы полиэдральной ап-
проксимации выпуклых компактных тел с критерием качества в форме расстояния 
Хаусдорфа рассмотрены в [5]. Однако в отличие от классического подхода, наце-
ленного на построение аппроксимирующего многогранника за минимальное время,  
в данной статье предлагается минимизировать число вершин результирующего мно-
гогранника при фиксированном ограничении на погрешность аппроксимации, что 
позволит значительно снизить временные затраты на решение различных задач оп-
тимального управления.

Целью данной работы является применение адаптивных методов полиэдральной 
аппроксимации для построения минимальной в смысле описания внутренней оцен-
ки множества 0-управляемости линейной дискретной системы с заданной точностью  
в смысле расстояния Хаусдорфа. Существенным является сохранение полиноми-
альной сложности рассматриваемых алгоритмов, что во многом базируется на их 
адаптивном характере [5] и сведении вычисления расстояния Хаусдорфа между вло-
женными многогранниками к задачам квадратичного программирования [6].

Обозначения
Для произвольного ⊂ nX   обозначим через conv X  выпуклую оболочку мно-

жества X  – наименьшее по включению выпуклое множество, содержащее  X  в ка-
честве подмножества. Через int X  обозначим множество внутренних точек X , через 
Ext X  – множество крайних точек, которое для многогранника совпадает с множе-
ством его вершин. Под card X  будем подразумевать мощность множества X , что  
в случае конечного X  является числом его элементов.

Пространство n  будем рассматривать в качестве евклидового со скалярным 
произведением, определяемым соотношением

( )
1

, , , .
n

n
i i

i

x y x y x y
=

= ∈∑ 

Под нормой вектора nx∈ , если не оговорено иное, будем понимать норму, 
ассоциированную со скалярным произведением: ( )x x, x= . Диаметр множества  
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X  – расстояние между наиболее удаленными друг от друга его элементами – обозна-
чим, через diam X .

Для произвольных X , n⊂  и   n nA ×  введем сумму по Минковскому и образ 
множества следующим образом:

{ } { }      :  ,    ,    A  A  :  x u x u u u+ = + ∈ ∈ = ∈X  X    .

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается линейная дискретная система управления (A,  ):

( ) ( ) ( )1 ,x k Ax k u k+ = +

( ) ( ) { } ( )00 , , 0 , # 1x x u k U k N= ∈ ∈ ∪
где ( ) nx k ∈ – вектор состояния, ( ) nu k ∈  – управляющее воздействие,    n nA ×  – 
матрица системы, n⊂   – множество допустимых значений управлений. Предпо-
лагается, что   – выпуклый многогранник, содержащий 0 в качестве относительно 
внутренней точки:

			              { } ( )1 , , . # 2MU conv u u= …
	 (2)

Без ограничения общности будем далее полагать, что { }1 , , M nu u… ⊂   совпадает 
с множеством вершин многогранника:

{ }1Ext   , , .Mu u= …

Рассматривается задача построения класса множеств 0-управляемости ( ){ } 0N
N

∞

=
X  

системы (1), где каждое ( )NX  состоит из тех начальных состояний, из которых си-
стему (1) возможно перевести в начало координат за N  шагов посредством выбора 
допустимого управления:

	       	 (3)

Как продемонстрировано в [4, лемма 1], в случае невырожденной матрицы систе-
мы множества 0-управляемости допускают следующее описание.

Лемма 1 ([4, лемма 1]). Пусть det   0A≠ , класс множеств ( ){ } 0N
N

∞

=
X  определя-

ется соотношениями (3). Тогда для всех  N   справедливо представление

( )
1

  ,
N

i

i

N A−

=

=−∑X 

( ) ( ) ( )1 11 .N A N A− −= − + −X X 

(1)
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Согласно лемме 1 построение множеств 0-управляемости в случае (2) сводится к 
вычислению суммы по Минковскому линейных преобразований многогранника  . 
Согласно [10] верхняя оценка множества вершин многогранника ( ) NX может быть 
получена явно:

( ) ( )1
1

 ,   , , 1, ,  . # 4i

N
ji

N
i

Ext X N A u j j M N N−

=

 
⊂ … = 

 
∑ ò

Однако использование оценки (4) зачастую неприемлемо для описания множе-
ства, так как число ее элементов растет экспоненциально в зависимости от номера 
шага N :

1
1

,   , , 1, ,  .i

N
ji N

N
i

card A u j j M M N N−

=

 
… = = 

 
∑ ò

В общем случае для построения точного описания ( )Ext NX  к оценке (4) при-
меняются соответствующие алгоритмы, например, алгоритм быстрой оболочки [12]. 
Явное выражение для вычисления ( )card Ext NX  при произвольном  n  неиз-
вестно, как правило, используются экспоненциальные оценки [22, теорема 4.1.2].

Тем не менее, даже в случае построения точного множества вершин ( )Ext NX  
сложность его описания может быть неприемлемой с точки зрения решения по-
следующих оптимизационных задач. По этой причине оказывается актуальной 
задача построения внутренней полиэдральной аппроксимации ( )ˆ NX  множества 

( )NX , обладающей наиболее простым описанием при сохранении заданного по-
рядка точности. В качестве критерия точности описания рассматривается рассто-
яние Хаусдорфа [7, 10].

Формально данная задача может быть представлена следующим образом:

( )card Ext ˆ minN →X

			           ( )ˆ(H Nρ X , ( )) ,N ε≤X  	  (5)

( ) ( )Ext Ext ˆ N N⊂X X
,

где 0ε >  – заданная допустимая погрешность аппроксимации, через ( ),Hρ X   
обозначено расстояние Хаусдорфа между компактными множествами , n⊂X   :

3. РАССТОЯНИЕ ХАУСДОРФА МЕЖДУ 
МНОГОГРАННИКАМИ

Как следует из постановки, для решения задачи ( )5  необходимо вычислить рас-
стояние Хаусдорфа ( ) ( )( ), .ˆ

H N Nρ X X При этом в случае ( )2  множества ( )ˆ NX  и 

(4)ϵ

ϵ
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( )  NX представляют собой вложенные многогранники. Сведем задачу вычисления 
расстояния Хаусдорфа между вложенными многогранниками к задаче квадратично-
го программирования.

Везде далее в разделе 3 будем полагать, что

{ } { }1 1conv ,  ,  ,  Ext ,  ,  ,N Nx x x x= … = …X  X 

{ } { }1 1conv ,  ,  ,  Ext ,  ,  .M My y y y= … = …   

Лемма 2. Пусть  ⊂X  . Тогда

( )
\

, sup inf ||   sup inf || .H x xy y
x y x yρ

∈ ∈∈ ∈
= − = −

X X  X
X 

Доказательство. Поскольку для каждого x∈ ⊂X   верно

inf 0,
y
x y x x

∈
− ≤ − =



то

sup inf   0.
yx
x y

∈∈
− =

X

Отсюда следует утверждение леммы 2.

Лемма 3. Пусть функция : nd →X     определяется соотношением

( ) inf .
x

d y x y
∈

= −X X

Тогда dX  – выпуклая на 
n  функция.

Доказательство. Пусть для произвольного  ny∈

	
( )*  arg min .

x
x y x y

∈
= −

X

Выберем произвольные В силу выпуклости  Xверно вклю-
чение

Тогда
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Теорема 1. Пусть ⊂X  . Тогда

( )
1,

 , max inf .jH xj M
x yρ

∈=
= −

X
X 

Доказательство. В силу леммы 2

( ) ( )  , sup inf sup .H xy y
x y d yρ

∈∈ ∈
= − = XX 

X 

Так как в силу леммы 3 dX  выпукла и определена на n , то согласно [10, След-
ствие 32.3.4] dX  достигает своего максимума на выпуклом компактном множестве 
  в одной из его крайних точек:

( ) ( ) ( )
1, 1,Ext

  sup sup max max inf .j j

xj M j My y
d y d y d y x y

∈= =∈ ∈
= = = −X X X X 

Следствие 1. Пусть ( )1
1, (   ) , , . TN n N N

NX x x λ λ λ×⊂ = … ∈ = … ∈X     Тогда

Доказательство. В силу теоремы 1

( ) 2

1, 1,
  ,   max inf   max infj j

H x xj M j M
x y x yρ

∈ ∈= =
= − = − =

X X
X 

что эквивалентно утверждению следствия 1.
Согласно теореме 1 и следствию 1 вычисление расстояния Хаусдорфа между дву-

мя вложенными многогранниками сводится к решению M  задач квадратичного про-
граммирования с N  неотрицательными переменными и одним ограничением вида 
равенство, M и N  – число вершин большего и меньшего по включению многогран-
ников соответственно.
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4. АЛГОРИТМЫ ПОЛИЭДРАЛЬНОЙ  
АППРОКСИМАЦИИ МНОГОГРАННИКА

Очевидный способ решения задачи (5) заключается в полном переборе всех воз-
можных подмножеств Ext ( )NX . Данный подход позволяет вычислить точное ре-
шение поставленной задачи с экспоненциальной временной сложностью, что для 
множеств ( )NX  с большим числом вершин неприемлемо в силу значительных вы-
числительных затрат. В разделе 4 рассмотрим два эвристических алгоритма, облада-
ющих полиномиальной временной сложностью, которые позволяют строить множе-
ство ( )ˆ NX  достаточно близкое к оптимальному.

Везде далее в разделе 4 будем полагать, что 0 n∈ ⊂X   и верно представление

{ } { }1 1conv ,  ,  ,  Ext ,  ,  N Nx x x x= … = …X  X 
.

Введём обозначения для произвольного { }1, , N⊂ … :

( ) { }i : ,  ,
  

0,   .
ˆ conv x i I I

I

 ∈ ≠ ∅=
= ∅

X J

Тогда задача (5) может быть преобразована в эквивалентный вид:

{ }
( )

( )
1, , ,

 min # 6
N

card I
ε ε
⊂ …

≤

→
J



Будем называть набор индексов * ⊂J  { }1, , N… : оптимальным, если он является 
точкой минимума задачи (6). Сложность решения задачи (6) заключается в том, что 
оптимальный набор индексов, вообще говоря, может быть не единственным.

Пример 1. Пусть . Рас-
смотрим в качестве ε  расстояние от вершины X  до отрезка, соединяющего две 
смежные вершины:

{ }( ) i 1 i 1

i i 1 i 1 i

conv{ , }
  ,  conv ,   inf ,  1, .

x x x
x x x x x i Nε ρ

− +

− +

∈
= = − =

Здесь предполагается, что 0  Nx x= .
Поскольку X  представляет собой правильный многогранник, вписанный в 

окружность радиуса 1, то для всех   1,i N=

{ }i 1 i 1

i 1 i 1
i i

conv ,
inf     

2x x x

x xx x xε
− +

+ −

∈

+
= − = − =

(6)
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Положим N = 8. Тогда для любого { }  1, , 8 ,⊂ …J   card J  = 3 верно неравенство  
ε(J )>ε. При этом . Откуда следует опти-
мальность наборов {1, 3, 5, 7} и {2, 4, 6, 8}.

Лемма 4. Пусть { }1 2 1, , .N⊂ ⊂ …J J  Тогда ( ) ( )1 2ε ε≥J J .
Доказательство. Доказательство леммы 4 следует непосредственно из определе-

ния расстояния Хаусдорфа и включения ( ) ( )1 2
ˆ .ˆ ⊂ ⊂X J X J X

Допустимым набором индексов { }1, , N′ ⊂ …J  будем называть такой набор ин-
дексов, что выполнены следующие два условия:
1.	 ε ( )å ε′ ≤J ;
2.	 ( )ε ε′ >J , для всех ,′ ′⊂ ≠J J J J .

Из определения следует, что любой оптимальный набор индексов *J  также яв-
ляется допустимым. Построение оптимального набора *J  в общем случае затруд-
нительно и сводится к полному перебору. Приведем два алгоритма, нацеленных на 
построение допустимых наборов индексов, которые могут служить оценкой опти-
мальных наборов.

Алгоритм 1. 
1.	 Положить { }' 1, ,N N= …J  и   k N= .
2.	 Если   0k = , то завершить алгоритм.
3.	 На основе следствия 1 вычислить

4.	 Если { }( )' \k kjε ε>J , то завершить алгоритм.
5. 	 Иначе положить { }' '

1 \k k kj− =J J , уменьшить k на 1 и перейти к шагу 2.
Алгоритм 2. 
Положить ''

0 = ∅J  и   0k = .
На основе следствия 1 вычислить ( )''

kε J . Если ( )''
kε ε≤J , то положить ' ''

k k=J J  
и перейти к шагу 2 алгоритма 1.
1.	 Исходя из расчетов, проведенных в пункте 2, вычислить

{ } ( )'' ''1 ˆ, ,
arg max inf .

k k

i
k

i N x
i x x

∈ … ∈

 
= − 

  X 

Положить { }'' ''
1k k ki+ = ∪J J , увеличить k на 1 и перейти к шагу 2.

Обозначим через *k  значение индекса k, на котором завершаются алгоритмы 1 и 
2. Согласно определению алгоритм 1 возвращает в ходе работы допустимый набор 
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индексов *
'
k

J . При этом величина *N k−  является числом итераций алгоритма 1,  
а *k  является числом вершин аппроксимирующего многогранника:

( )*
* card Ext .ˆ

k
k = X J

С учетом того, что алгоритм 2 завершается вызовом алгоритма 1, то полученный 
в результате набор индексов *

'
k

J  также будет допустимым. При этом для алгоритма 
2 переход в пункте 2 к алгоритму 1 является существенным, так как без данного пе-
рехода окончательный набор индексов может оказаться недопустимым. Для демон-
страции данного факта рассмотрим следующий пример.

Пример 2. Пусть ( )0.9, 0 Ty = , рассмотрим следующий набор точек 6 2
1{ }i ix = ⊂  :

1 2 31 1 0
, ,  , 

0 0 1
x y x y x y

−     
= − = − = −     

     

Пусть { }1 6conv , ,x x= …X . Тогда также верно, что { }1 6Ext , , , 0 int x x= … ∈X X . 
Выберем ε=0.1 и применим алгоритм 2 к многограннику X .

Получим следующие результаты, проиллюстрированные на рисунке 1:
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Построенный набор ''
6J  не является допустимым, так как

Замечание 1. Алгоритм 2 представляет собой модификацию алгоритма уточне-
ния оценок, рассмотренного в [5, Гл. 4 раздел 4.1]. Отличие заключается в исходном 
описании многогранника X : в данной работе многогранник рассматривается как 
выпуклая оболочка конечного числа вершин, в то время как в [5] используется описа-
ние многогранников через систему линейных неравенств. Также в общем случае алго-
ритм уточнения оценок используется для полиэдральной аппроксимации произволь-
ного выпуклого компакта и не предполагает сходимость за конечное число итераций.

Рис. 1. Аппроксимация X̂  двухмерного многогранника X  на основе алгоритма 2, 
рассмотренного в примере 2.

Вычислительная сложность алгоритмов 1 и 2 сводится к числу решаемых задач 
квадратичного программирования вида

к которым сводится вычисление величины ε(J ) согласно следствию 1 и теореме 1.  
Обозначим через ( )QP N  временную сложность решения задачи (7). Поскольку  

(7)
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матрица Гессе 2 TX X  критериальной функции является симметрической и положи-
тельно определенной, то согласно [6] задача (7) может быть решена за полиномиаль-
ное время, например, методом эллипсоидов. Сложность алгоритмов 1 и 2 определим 
в терминах функции ( )QP N .

Теорема 2. Пусть *k  – значение индекса k, при котором завершится алгоритм 1 
для многогранника X  и заданного  0ε > .

Тогда применение алгоритма 1 потребует решение следующего числа задач  
вида (7) сложности не более ( )1QP N − :

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *

1

2 2 1 1 2
.

6 6

N k N k N k N N N
C N

+ − + − + + +
= ≤

Доказательство. Для каждого * ,k k N=  на шаге 3 происходит перебор по 
'
kcard k=J  числу различных индексов для вычисления kj . При этом для каждого 

'
kj∈   происходит вычисление величины { }( )( )'ˆ \,H k jJρ X X , что согласно след-

ствию 1 сводится к проектированию { } { }( )( )'c \ard 1, , \ 1kN j N k… = − +J  различ-
ных точек на многогранник { }( )ˆ '\k jX J  c  1 k −  вершиной. Таким образом на k-м 
шаге алгоритма 1 решается ( )    1 k N k− +  задач квадратичного программирования 
сложности ( ) 1 QP k − .

Тогда

Наихудший в смысле сложности случай получается при . Однако с учетом 
шага 2 алгоритма 1 вычисления при данном значении индекса k не проводятся, то 
есть наибольшее число решенных задач вида (7) определяется значением :

Теорема 3. Пусть **k  – значение индекса k, при котором в алгоритме 2 проис-
ходит переход к шагу 2 алгоритма 1 для многогранника X  и заданного  0ε > , *k  – 
значение индекса k, при котором завершится вызванный алгоритм 1.

Тогда применение алгоритма 2 потребует решение следующего числа задач  
вида (7) сложности не более ( )**QP k :

( )
( ) ( ) ( ) ( )** ** ** **2 ** * *

2

1 2 2 3 1 1

2 6 2

N k k k k k Nk k
C N

+ + + + −
= − − +

( ) ( ) ( )* *2 *3 2 1 5
.

3 6

k k k N N N− + + +
+ ≤

(8)
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Доказательство. Для каждого **0,k k=  на шагах 2 и 3 происходит перебор по 
{ }( )'card 1, , kN N k… = −J  числу различных индексов для вычисления ki . При этом 

для каждого { } '1, , ki N∈ … J  происходит проектирование вершины ix  на много-
гранник ( )''ˆ

kX J  c k вершинами. Таким образом на k-м шаге алгоритма 1 решается 
( )  N k−  задач квадратичного программирования сложности ( )QP k . В алгоритме 1 
индекс k меняется от **k  до *k , что аналогично соотношению (8) приводит к следу-
ющему результату:

( ) ( ) ( )
** **

*
2

0

1
k k

k k k

C N N k k N k
= =

= − + − + =∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )** ** ** **2 ** * * * *2 *1 2 2 3 1 1 3 2
.

2 6 2 3

N k k k k k Nk k k k k+ + + + − − +
= − − +

Наихудший в смысле сложности случай получается при * 0k =  и **k N= .

( ) ( ) ( )
2

1 5
.

6
N N N

C N
+ +

≤

Следствие 2. Алгоритмы 1 и 2 принадлежат классу сложности  , то есть име-
ют полиномиальную сложность по N .

Доказательство. Из теорем 2 и 3 следует, что временная сложность алгоритмов 
1 и 2 составляет ( )( )3 1N QP N − . При этом согласно [6] ( ) 1 QP N −  – полиномиаль-
ная функция. Отсюда следует полиномиальность алгоритмов 1 и 2.

Замечание 2. Алгоритм 2 имеет в худшем случае большую сложность, чем 
алгоритм 1, что связано вызовом алгоритма 1 на шаге 2 алгоритма 2. Однако в 
предположении, что полиэдральная аппроксимация исходного многогранника X  
целесообразна, величина **k  ожидается значительно меньше N, а величина ** *k k−  
оценивается близкой к 0. При этом сложность решаемых задач вида (7) будет 
ограничена сверху ( )**QP k , что сделает сложность алгоритма 2 ниже сложно-
сти алгоритма 1. Напротив, если число *k  предполагается достаточно большим, 
то алгоритм 1 потребует меньшего числа итераций и расчетов, чем алгоритм 2.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  
И ИССЛЕДОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Продемонстрируем эффективность алгоритмов 1 и 2 на примере полиэдральной 
аппроксимации различных многогранников.

Пример 3. Рассмотрим следующий многогранник 2⊂X  :

1.5 1 0 2 1 0 1
, , , , , , .

0 1 1 0 2 3 1.75
 − − −               =               − − −               

X
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Пример работы алгоритмов 1 и 2 для ε=0.32 представлен на рисунке 2, где через 
1 2 3, ,x x x  обозначены вершины X , исключенные алгоритмом 1 в порядке их исклю-

чения, через 1 2 3 4, , ,y y y y  обозначены вершины X , добавленные алгоритмом 2 в по-
рядке их добавления.

Рис. 2. Результаты примера 3

Можно заметить, что оба алгоритма построили единственный оптимальный на-
бор индексов.

Также проведем сопоставление результатов данной статьи с теоретической оцен-
кой оптимальной погрешности при приближении произвольных выпуклых тел мно-
гогранниками, полученной в [23]. Для различных двумерных многогранников, сгене-
рированных случайным образом, представим результаты работы алгоритмов 1 и 2 в 
таблице 1.

Таблица 1

card ExtX 120 109 100 100 94 90 80 65 22 17

/ diamε X 0.05 0.02 0.02 0.02 0.02 0.2 0.2 0.2 0.01 0.3

1card Ex  ˆtX 11 18 21 18 20 5 6 6 7 6

1card Ex  ˆtX 11 18 17 17 17 5 6 5 6 6

Можно заметить, что алгоритм 2 на тестовых примерах демонстрирует резуль-
таты не хуже, чем алгоритм 1. Также на рисунках 3, 4 представлены зависимости 
величин погрешности аппроксимации ( )''å kJ  в алгоритме 2 от числа включенных 



Мохначева А.А., Герасимова К.В., Ибрагимов Д.Н.
Методы построения оптимальной полиэдральной аппроксимации…
Моделирование и анализ данных. 2023. Том 13. № 4.

98

в аппроксимацию вершин исходного многогранника k в сравнении с теоретической 
оценкой оптимальной погрешности [23]. Для достаточно точного описания множе-
ства требуется сравнительно небольшое число его вершин. При этом порядок по-
грешности соответствует оптимальному значению.

Рис. 3. Зависимость величины погрешности  
аппроксимации ( )''

kε J  двухмерного многогранника в алгоритме 2  
от числа включенных в аппроксимацию вершин k. Пунктирной линией  

обозначена теоретическая оценка оптимальной погрешности
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6. ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ  
ПРИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

МНОЖЕСТВ 0-УПРАВЛЯЕМОСТИ

Алгоритмы 1 и 2 позволяют при допущениях ( )2  произвести аппроксимацию 
произвольного множества 0-управляемости системы ( )1 . Однако в общем случае 
этого может быть недостаточно. Построение множеств 0-управляемости, как прави-
ло, производится рекуррентно в соответствии с леммой 1. При достаточно больших 
значениях N ∈  этот процесс может оказаться чересчур трудозатратным с вычис-
лительной точки зрения. В таком случае предлагается производить аппроксимацию 
многократно на различных шагах по мере того, как число вершин текущего много-
гранника становится неприемлемо большим.

Через (X, ε) обозначим результат аппроксимации многогранника n⊂X  , произ-
веденный с точностью ε > 0. Т.е. Approx(X, ε) определяется из условий

Для некоторого  m∈ выберем 11 mN N< < … <  – номера шагов, на которых про-
изводится аппроксимация множества 0-управляемости в соответствии с алгоритмами 
1 или 2. Точность каждой аппроксимации при этом составляет  соответ-
ственно. Определим аппроксимирующую последовательность рекуррентно:

При этом в ходе последовательной аппроксимации итоговая погрешность 
( ) ( )( )1 , , ,ˆ

mH N N N Nρ …X X  может накапливаться. Рассмотрим задачу вычисления 
ее априорной оценки. Для этого в дальнейших рассуждениях под нормой матрицы 

 n nA ×∈  будем понимать ее операторную норму:

1
sup || || .
x

A Ax
≤

=

Лемма 5. Пусть , , ,n n nA ×∈ ⊂ X    – компактные множества. Тогда

( ) ( ), , .H HA A Aρ ρ+ + ≤X    X 

Доказательство. Верны соотношения

( ) , max sup inf || | ; sup inf || |H y A x Ax A y A
A A x y x yρ

∈ + ∈ +∈ + ∈ +

 
+ + = − − = 

  

 

  

  X X   
X   

(9)
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2 11 2

1 2 1 2max sup inf ; sup inf
y Y x Xx X y Y
u U u Uu U u U

Ax u Ay u Ax u Ay u
∈ ∈∈ ∈
∈ ∈∈ ∈

 
 = + − − + − − ≤ 
 
 

( ) ( )
2 11 2

1 2 1 2max sup inf   || ||; sup inf   || ||
y Y x Xx X y Y
u U u Uu U u U

A x y u u A x y u u
∈ ∈∈ ∈
∈ ∈∈ ∈

 
 ≤ − + − − + − = 
 
 

( ) ( )max sup inf || ; sup inf ||
y xx y

A x y A x y
∈ ∈∈ ∈

  = − − ≤ 
   XX 

  max sup inf ||  ; sup inf ||  
y xx y

A x y A x y
∈ ∈∈ ∈

  ≤ − − = 
   XX 

( )  max sup inf || ; sup inf || , .Hy xx y
A x y x y A ρ

∈ ∈∈ ∈

  = − − = 
   XX 

X 

Лемма 5 доказана.
Лемма 6. Пусть 1 , , 0mε ε… >  и 11 , mN N< < … < для системы (1) верно, что 

1det 0, . A Aα −≠ = Тогда для любых mN N≥  верна оценка

Доказательство. При  1 m=  лемма 6 следует непосредственно из лемм 1 и 5.
Пусть 2. m ≥ Согласно лемме 1 для всех 2,k m=  верно представление

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 .k kN N

k k k kN A N N N−− −
− −= + −X X X

Также из (9) следует, что

( ) ( ) ( ) ( )1

1   1 1   1, , , , 1 1
ˆ ˆ .k k

k k

N N
N N k N N k k kN A N N N−

− −

− −
… … − −= + −X X X

Тогда в силу леммы 5 справедлива оценка

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

1   1 1   1, , , , 1 1,ˆ , ˆk k

k k

N N
H N N k k H N N k kN N A N Nρ ρ−

− −

− −
… … − −≤ ≤X X X X

( ) ( )( )1

1   1, , 1 1
ˆ  á , .k k

k

N N
H N N k kN Nρ−

−

−
… − −≤ X X

Учтем неравенство треугольника и получим цепочку неравенств

( ) ( )( )1 , ,
ˆ ,

mH N N N Nρ … =X X

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 , , ,ˆm m

m

N N N N
H N N m m mA N N N A N N Nρ − − − −

…= + − + − ≤X X X X

α
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1, , , ,, ˆ ,ˆ ám m

m m

N N N N
H N N m m H N N m mA N N N Nρ ρ− − −

… …≤ ≤ ≤X X X X

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 1 1 1 1, , , , , ,á ,ˆ ˆ ,ˆm

m m m

N N
H N N m N N m H N N m mN N N Nρ ρ

− −

−
… … …≤ + ≤X X X X

( ) ( )( )( )1 1, ,
ˆá å ,m

m

N N
m H N N m mN Nρ

−

−
…≤ + ≤X X

( ) ( )( )1

1 1, , 1 1á å á ,ˆám m m m

m

N N N N N N
m H N N m mN Nρ−

−

− − −
… − −≤ + ≤X X

( ) ( )( )(1

1 1 1 2, , 1 , , 1
ˆá , ˆå ám m

m m

N N N N
m H N N m N N mN Nρ−

− −

− −
… − … −≤ + +X X

( ) ( )( ))1 2, , 1 1
ˆ ,

mH N N m mN Nρ
−… − −+ ≤X X

( ) ( )( )1 1

1 21 , , 1 1á å á å á ˆ ,m m m

m

N N N N N N
m m H N N m mN Nρ− −

−

− − −
− … − −≤ + + ≤ … ≤X X

( ) ( )( )1 1

11 1 1
ˆá å á å á ,m mN N N N N N

m m H N N Nρ−− − −
−≤ + +…+ ≤X X

1 1
1 1á å á å á åm mN N N N N N

m m
−− − −

−≤ + +…+ .

Лемма 6 доказана.
Следствие 3. Пусть в условиях леммы 6 верно, что 1 mε ε ε= … = = . Тогда для 

любых mN N≥  верна оценка

( ) ( )( )1 , ,
1

  ,ˆ åá á .k
m

m
NN

H N N
k

N Nρ −
…

=

≤ ∑X X

Доказательство. В силу леммы 6 верны соотношения

Следствие 3 доказано.
Основными результатами леммы 6 и следствия 3 является тот факт, что для фик-

сированного  m∈  погрешность при последовательной аппроксимации составляет 
( )á N . При этом согласно леммам 1 и 5 справедлива оценка

Т.е. 
Таким образом порядок погрешности аппроксимации на шаге N  совпадает с по-

рядком увеличения размера множества 0-управляемости при переходе на шаг  1 N + .
Это гарантирует, что если требуется для некоторого 0  nx ∈ определить наимень-

шее  N∈ , удовлетворяющее включению ( )0x N∈X , то погрешность при исполь-
зовании аппроксимирующей последовательности (9) может быть ограничена сверху 

α

α

α ε

α

α

α

α

α

ε

ε

ε

ε

ε

α

α

α

α

α α

α

α

αε

ε

ε

ε

ε

α

α

α
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некоторой константой. Разрешение подобного условия представляет интерес, напри-
мер, при решении задачи быстродействия [3, 4].

7. АППРОКСИМАЦИЯ МНОЖЕСТВ 0-УПРАВЛЯЕМОСТИ 
СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЕМ СПУТНИКА

Проведем численное моделирование множеств 0-управляемости системы управ-
ления движением спутника, расположенного в окрестности круговой орбиты. Пред-
полагается, что коррекция движения осуществляется посредством двигателей им-
пульсной тяги, корректирующие импульсы исполняются без ошибок через равные 
промежутки времени ∆Ä   0t > . Свободное движение спутника описывается системой 
дифференциальных уравнений [8]:
где r  – расстояние от начала координат до спутника, θ – угол поворота в полярной 

системе координат, Rv  и Tv  – радиальная и трансверсальная составляющие скорости 
спутника, рассматриваемого как материальная точка.

Круговая орбита описывается значениями переменных 0 0 0, , .R Tr v v  При рассмо-
трении задачи коррекции – перевода траектории движения спутника на круговую 
орбиту – значение переменной θ  не представляет интереса, что позволяет перейти к 
линеаризованной трехмерной системе, записанной относительно малых отклонений 
от параметров круговой орбиты [8]:

Предположение об импульсном характере управления позволяет перейти от рас-
смотрения непрерывной траектории ξ(t) к ее значениям в моменты времени k∆t, не-
посредственно предшествующие k -й коррекции:

(10)
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Тогда на основе построения аналитического решения системы линейных диффе-
ренциальных уравнений (10) можно перейти к рекуррентным соотношениям:

где ( ) ( )1 2,v k v k  – корректирующие импульсы, направленные вдоль радиальной и 
трансверсальной составляющих вектора скорости соответственно, αmaxá 0>  – вели-
чина, ограничивающая максимальную тягу импульсного двигателя, Ф( ) 3 3Ö  t ×∈  – ма-
трица фундаментальной системы решений системы (10):

Положим

Тогда дискретные соотношения (11) примут эквивалентный вид (1), что позволяет 
провести численное моделирование множеств 0-управляемости системы управления 
движением спутника на основе леммы 1. Без ограничения общности можно положить 
αmaxá 1= , как множество допустимых значений управлений   и множества 0-управ-
ляемости ( ) 0{ }NN ∞

=X  пропорциональны величине maxα . Примем ∆Ä   0.25t = .
Поскольку card Ext 4M = = , для любого { } 0N ∈ ∪  множество 0-управляе-

мости ( )NX  представляет собой многогранник с числом вершин, не превосходящим 
4N . Точное значение числа вершин, определенное при помощи алгоритма быстрой 
оболочки [12], для 1, 7N =  представлено в таблице 2, множество ( )7X  изображено 
на рисунке 4.
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Таблица 2
N 1 2 3 4 5 6 7

( )card Ext NX 4 14 32 58 92 134 184

Рис. 4. Множество 0-управляемости за 7 шагов X(7) дискретной системы управления 
движением спутника, расположенного на околокруговой орбите.

Проведем аппроксимацию множества ( )7X . Выберем ( )å 0.05 diam 7 1.638.= ⋅ =X  
Внутренние оценки ( )1

ˆ 7X и ( )2
ˆ 7X , полученные при помощи алгоритмов 1 и 2 соот-

ветственно, имеют следующий вид:

( )1

7.7337 8.5733 5.1665 2.2481
7 conv 7.2044 , 9.9901 , 0.0402 , 9.5813 ,

0.7337 7.5733 8.1665 4.7519

ˆ
 − − −       
       = −       
       − − −       

X

9.1873 7.7337 8.5733 5.1665 2.2481 9.1873
  12.8974 , 7.2044 , 9.9901 , 0.0402 , 9.5813 , 12.8974 ,

2.1873 0.7337 7.5733 8.1665 4.7519 2.1873

− −            
           − − − −            
           − −           

( )2

9.1873 2.4278 7.5001 3.6114
7 conv 12.8974 , 3.8361 , 7.2635 , 11.0447 ,

4.1873 7.4278 8.5001 3. 886

ˆ

3

 − −       
       = − − −       
       −       

X
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6.3704 9.1873 2.4278 7.5001 3.6114 6.3704
5.7410 , 12.8974 , 3.8361 , 7.2635 , 11.0447 , 5.7410 .
0.6296 4.1873 7.4278 8.5001 3.3886 0.6296

− − −            
           − −            
           − − − −           

Графически множества ( )1
ˆ 7X  и ( )2

ˆ 7X  представлены на рисунках 5 и 6.

Рис. 5. Оценка ( )1
ˆ 7X , построенная на основе алгоритма 1

Рис. 6. Оценка ( )2
ˆ 7X , построенная на основе алгоритма 2
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8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложены два алгоритма, позволяющих снизить описательную сложность 
данных множеств на основе проведения полиэдральной аппроксимации. Особен-
ностью данных алгоритмов является то, что они гарантируют заданную точность 
аппроксимации в смысле расстояния Хаусдорфа. При этом полученные оценки яв-
ляются субоптимальными, то есть не допускают дальнейшего упрощения при сохра-
нении текущей точности.

В виде теоремы 1 и следствия 1 доказано, что вычисление расстояния Хаусдорфа 
между вложенными многогранниками сводится к решению ряда задач квадратич-
ного программирования с неотрицательно определенной матрицей квадратичной 
формы. В виде теорем 2 и 3 сформулированы оценки сложности разработанных ал-
горитмов. В форме следствия 2 доказано, что данные алгоритмы обладают полино-
миальной временной сложностью.

Проведены численные эксперименты работы алгоритмов для двумерных много-
гранников. На основе полученных результатов проведена аппроксимация множе-
ства 0-управляемости системы управления движением спутника, расположенного  
в окрестности круговой орбиты.

Разработанные алгоритмы могут быть использованы при анализе различных 
линейных дискретных моделей на предмет управляемость и достижимости. Также  
в силу полиномиальной временной сложности при помощи их можно проводить 
численное моделирование областей достижимости различных дискретных объектов.
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В статье рассматривается информационная система, являющаяся прототипом 
адаптивного тренажёра, созданного на основе реализации марковских 
процессов для психологической диагностики, адаптирующего трудность и 
сложность заданий в соответствии с диагностической оценкой в реальном 
времени. Представлено описание системы для адаптивной диагностики уровня 
подготовки пользователей на основе марковских моделей. Система позволяет 
оценить уровень готовности пользователя путем предоставления ему заданий 
различной сложности и трудности в соответствии с марковским процессом. 
Сформирован алгоритм по созданию заданий с высоким порядком детализации 
градиента сложности, на примере предметной области профессионального 
консультирования, с целью диагностики способностей. При неправильных 
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ответах или превышении временных ограничений пользователь попадает в 
«ловушку», где получает более простые задания с подсказками. Приведены 
примеры, иллюстрирующие применения информационной системы, а также 
результаты апробации.

Ключевые слова: компьютерный адаптивный тренажёр, марковский процесс, 
психологическая диагностика, информационная система, искусственный 
интеллект
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1. ВВЕДЕНИЕ

В данной работе затрагивается то измерение образования, от которого зависит его 
включающий, то есть инклюзивный потенциал. Инклюзию принято характеризовать 
как конструкцию системы образования, которая признает разнообразие учащихся  
в общих группах и принимает ответственность за него [9]. Современная концепция 
инклюзии на первое место ставит задачу адаптации общества к особенностям состав-
ляющих его индивидов.

Адаптивные технологии, представляя перспективное направление современной на-
уки и образования [1, 6, 7, 9, 10, 14], в сочетании с марковскими моделями позволяют  
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дать более точную диагностическую оценку способностей. Это связано с учётом 
параметра времени [11] и некоторыми другими преимуществами по сравнению  
с классической и современной теориями тестирования (CТТ и IRT) [15]. Представ-
ляемая информационная система демонстрирует следующую последовательность 
операций. Пользователю предлагаются задания определённого порядка сложности 
по различным темам предметной области различной трудности. При даче правиль-
ного ответа, алгоритм предоставляет пользователю задания темы, трудность кото-
рых уже более высокого порядка, а также параллельно возрастает и порядок слож-
ности формулировок заданий.

Главным преимуществом разработки является то, что диагностическая процеду-
ра с применением идентифицируемых вероятностных марковских моделей позволя-
ет идентифицировать пользователя как принадлежащего к одному из трёх классов 
по временным порогам прохождения с установленными вероятностными оценками 
переходов по состояниям системы, а именно к классам: «готов», «условно готов»  
и «не готов». Процесс обхода состояний продолжается пока не установятся оценки 
по основным состояниям системы.

В случае неверного ответа, алгоритм предоставляет пользователю задания той 
же темы, но более низкого порядка сложности, что соответствует попаданию в «ло-
вушку» в данной паре состояний. Состояния «ловушки» системы позволяют при 
сохранении трудности темы уменьшить сложность формулировок заданий, созда-
вая соответствующие условия для отработки пользователем в недостаточной сте-
пени усвоенного материала. Состояния «ловушки» пропускаются в случае, когда 
пользователь укладывается во временные пороги ответа на задания и отвечает вер-
но, таким образом позволяя быстро закончить тренировку в случае очевидно высо-
кого уровня подготовки. 

Группировка заданий по трудности позволяет сделать процедуру тренировки 
более случайной внутри каждой пары состояний и тем самым устранить возмож-
ность списывания. Дополнительная градация по сложности формы задания позво-
ляет подготовить пользователя к решению наиболее сложносочинённых заданий. 
Временные оценки прохождения позволяют подготовленному пользователю с лёг-
костью миновать длительную диагностическую процедуру тренировки.

2. ПОСТРОЕНИЕ АДАПТИВНОЙ  
ДИАГНОСТИЧЕСКОЙ ОЦЕНКИ С ПОМОЩЬЮ 

ИДЕНТИФИЦИРУЕМЫХ МАРКОВСКИХ МОДЕЛЕЙ

В разработанном адаптивном тренажёре профориентационной работы адаптив-
ная диагностическая процедура представляет математическую модель, разработан-
ную и реализованную для решения широкого спектра задач. В работах Л.С. Ку-
равского и соавторов [4; 5; 6; 7; 8; 9; 12; 13]. В реализованной информационной 
системе марковский процесс имеет следующий вид: 
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Рис. 1. Марковский процесс с дискретными состояниями и непрерывным временем, 
представляющий динамику оценки: {xi}i=0,…,n и {xi*}i=0,…,n – состояния процесса , 

 – упорядоченное множество интенсивностей 
переходов между состояниями для уровня подготовки испытуемого l 

Функциональные состояния «ловушек» предлагают пользователю для отработ-
ки материал, соответствующий его текущему уровню подготовки («ловушки» рис. 1 
представлены состояниями xk*). Также эти состояния исключают вероятность угады-
вания правильного ответа, так как для выхода из состояния необходимо не только уло-
житься по времени, но и дать два правильных ответа подряд. Завершение тренировки 
предполагает прохождение пользователем всех основных состояний xk. Интенсив-
ности переходов между основными состояниями соответствуют λk. Интенсивности 
переходов между основным состоянием и состоянием «ловушки» соответствуют µk.

В рамках модели процедура диагностики представляет собой получение данных 
об интенсивности переходов для испытуемого l, и сопоставление их с усреднённы-
ми выборочными интенсивностями переходов для различных по уровню подготов-
ки выборок. 

Информационная система на основе данной модели записывает данные множе-
ства интенсивностей переходов между состояниями пользователя и упорядочивает 
их, а затем их соотносят с апробационными выборочными оценками.

Предполагаемые значения интенсивности переходов между состояниями соот-
ветствующие различным уровням подготовки испытуемых могут быть получены из 
наблюдений в виде временных порогов прохождения состояний системы.

3. ПРЕДОСТАВЛЕНИЕ ЗАДАНИЙ С ВЫСОКОЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЦИЕЙ СЛОЖНОСТИ

Задания внутри состояний предоставляются отдельно по группам с заданными 
темами разной трудности, данные о которой получены в результате апробации. 
Для каждой темы предназначено своё основное состояние и соответствующее со-
стояние «ловушки». Задания предоставляются пользователю в случайном порядке  
с целью устранить возможность списывания. 
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Таблица 1
Соответствие понятий области  

профконсультирования определённым уровням сложности

Понятия уровень сложности Слож-
ность-1

Слож-
ность-2

Слож-
ность-3

1 Базовые понятия профориентации +

 

 

2 Роль школьных консультантов по вопросам карьеры +

3 Этические принципы и профессиональные стандарты +

4 Мотивы выбора профессии +

5 Ценности и черты характера +

6 Интересы и склонности в выборе профессии + +

7 Профессиограммы и профориентационные тесты + +

8 Самооценка и уровень притязаний

 

+

9 Оценка мотивов выбора профессии +

10 Профориентационные игры и упражнения +

11 Психологические барьеры и уровень внутренней свободы + +

12 Выявление и анализ родительских установок + +

13 Знания о современном рынке труда

 

+

14 Соответствующие возрасту личностные тесты +

15 Профессиональный и личностный рост +

Помимо возрастания порядка трудности темы, по мере успешного прохожде-
ния, возрастает и порядок сложности предоставляемых заданий по форме. Теоре-
тические вопросы по соотнесению понятий и определений могут считаться элемен-
тарными заданиями в рамках выбранной предметной области. Более высокий по-
рядок сложности по форме включает кейс-задания, позволяющие диагностировать 
на основе соответствия временных порогов принадлежность пользователя к задан-
ным классам по уровню способности к единичным операциям и простым навыкам  
в рамках практики, соответствующей предметной области. Наибольший же поря-
док сложности включает экспертные кейс-задания, требующие комплексного вни-
мательного рассмотрения, затрагивающие пройденные ранее темы в совокупности, 
которые могут быть расценены как более сложные по количеству элементарных 
смыслов и операций в рамках решения.
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Рис. 2. Схема адаптации заданий разной сложности и трудности в соответствии с 
марковским процессом. Состояния ловушек сложности k* включают предоставление 

заданий более простых формулировок ответов

Уровень сложности формы ответов на задание уже понижается при попадании в со-
стояние xk*, в случае дачи ошибки в задании, либо в случае несоответствия временным  
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рамкам для прохождения основного состояния. В таком случае, предлагаются бо-
лее очевидные формулировки для заданий той же темы, на которых пользователь 
получает также подсказку, позволяющую усвоить дидактический материал и дать 
правильный ответ, после чего вновь быть перенаправленным в соответствующее 
основное состояние диагностического процесса и использовать оставшееся время  
на прохождение остальных состояний. 

По завершении времени, отведённого на тренировку, формируется сводка про-
хождения, с подробной информацией о результатах. Данные результаты применимы 
для составления итоговой диагностической оценки при обработке в соответствии  
с моделью марковского процесса, а именно путём сопоставления ожидаемых частот 
пребывания в состояниях для каждого из диагностических уровней, для проверки 
вероятности принадлежности данных прохождения пользователя к тому или иному 
диагностическому уровню среди заданных. Данные результаты представляют из себя 
единичные диагностические оценки на каждой теме рассматриваемой предметной 
области, и в связи со временем пребывания в состояниях могут быть построены и 
приведены в согласованность наблюдений и диагностического уровня байесовские 
оценки типа «xk+xk*» (k=0,1,...,n). Добавим, что, в дальнейшем, может быть произведе-
но преобразование марковских моделей в квантовые представления для исследования 
диагностического процесса с помощью квантового спектрального анализа [3 ,7; 8; 13].

4. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ ПО РЕАЛИЗАЦИИ ТРЕНАЖЕРА 
ПРОФОРИЕНТАЦИОННОЙ РАБОТЫ

Программная реализация тренажера профориентационной работы психологов- 
консультантов включает в себя серверную и интерфейсную часть.
− 	 Серверная часть реализована через веб-фреймворк CakePHP с дополнительными 

модулями Authentication и Authorization предоставляющий функционал для до-
ступа пользователей к публичной и административной части тренажера. В каче-
стве языка программирования используется PHP версии 8.2.1.

− 	 Интерфейсная часть реализована через фреймворк Bootstrap с набором шрифтов 
и значков Font Awesome. Также для предоставления редакторам более гибких 
возможностей по управлению содержимым тренажера в административной части 
был задействован платформонезависимый JavaScript HTML WYSIWYG редактор 
TinyMCE с дополнительным реализованным функционалом по загрузке файлов.
Для развертывания тренажера был задействован сервер с операционной системой 

Debian и веб-сервер Nginx. В качестве базы данных был задействован PostgreSQL.

5. ПРОХОЖДЕНИЕ ТРЕНАЖЕРА  
ПРОФОРИЕНТАЦИОННОЙ РАБОТЫ

Тренажер считается пройденным при прохождения всех состояний Марковского 
процесса. Пользователю на это выделяется 20 минут после чего происходит закры-
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тие сеанса тестирования. Для тренажера профориентационной работы проиллюстри-
рована схема марковского процесса, представляющего процесс его прохождения  
(Рис. 3). В нем нижние ячейки представлены 7 состояниями и разделены на 3 уровня 
сложности: элементарный (2 состояния), основной (3 состояния) и экспертный (2 со-
стояния). К каждому состоянию подключены группы с заданиями повышенной слож-
ности из которых пользователь случайно получает задание. Верхние ячейки содер-
жат ловушки, в которые пользователь прибывает при даче неверного ответа или если 
он не уложился в ограничения по времени для данной задачи. К ним подключены 
группы с заданиями пониженной сложности с подсказками по их выполнению. Для 
выхода из ловушек пользователь должен выбрать верный вариант ответа и уложится 
во временные ограничения.

Рис. 3. Схема марковского процесса

Для начала сеанса прохождения тренажера профориентационной работы поль-
зователь переходит по URL-ссылке. Здесь он должен ввести данные своей учетной 
записи, полученной от редактора или администратора. Введя учетные данные, поль-
зователь изучает инструкцию тренажера и переходит к прохождению своего первого 
задания в «Элементарном состоянии 1» марковского процесса (Рис. 4).

На рисунке представлено название тренажера в данном варианте «Тренажер 
профориентационной работы». Потом, специальное окно с подсказкой, выделенное 
другим цветом, возникающее, когда пользователь попадает в состояние ловушки 
марковского процесса и ему требуется дополнительная помощь для выбора верного 
варианта ответа. После подсказки идёт инструкция, содержащая указания по реше-
нию выбранной задачи. Далее идет текст задачи, на которую пользователю предстоит 
ответить и 4 варианта ответа. Задача считается решенной если пользователь верно 
выбрал вариант ответа и уложился строго в отведенное на выполнение задачи время.

После выбора варианта ответа система проверяет решение задачи и при пра-
вильном результате отправляет пользователя в следующие состояние марковско-
го процесса. Если выбран неверный вариант ответа или пользователь не уложился 
во временные ограничения он переводится в ловушку для данного состояния. Для 
выхода из неё пользователь должен верно решить задачу и вернуться в обычное 
состояние. Сохранение результатов в базу данных происходит при каждом выборе 
варианта ответа и при начале сеанса прохождения тренажера. Если пользователь 
хорошо подготовлен, то он пройдёт тренажер за 7 правильно решенных заданий 
без попадания в ловушки. По мере прохождения состояний марковского процесса 
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растёт сложность и трудность заданий, которые предоставляются пользователю. 
Плохо подготовленный пользователь начинает застревать на определенном этапе 
прохождения постоянно переходя из обычного состояния в состояния ловушки и 
наоборот. Это приводит к исчерпанию времени отведенного на прохождение тре-
нажера с последующим закрытием сеанса.

Рис. 4. Интерфейс тренажера для пользователя

Далее, приведём гистограммы распределений вероятностей итогового результата 
прохождения тренажёра для каждого из семи состояний. На рисунках 5-11 представ-
лены данные о вероятности присваиваемого типа пользователя при условии выхода 
из текущего состояния в следующее, для каждого из семи состояний. 

Рис. 5. Значения вероятности 
принадлежности пользователя к 
определённому классу при выходе из 

состояния 1 (элементарное состояние-1)

Рис. 6. Значения вероятности 
принадлежности пользователя к 
определённому классу при выходе из 

состояния 2 (элементарное состояние-2)
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Рис. 7. Значения вероятности 
принадлежности пользователя к 
определённому классу при выходе из 
состояния 3 (основное состояние-1)

Рис. 8. Значения вероятности 
принадлежности пользователя к 
определённому классу при выходе из 
состояния 4 (основное состояние-2)

Рис. 9. Значения вероятности 
принадлежности пользователя к 
определённому классу при выходе из 
состояния 5 (основное состояние-3)

Рис. 10. Значения вероятности 
принадлежности пользователя к 
определённому классу при выходе из 
состояния 6 (экспертное состояние-1)

Рис. 11. Значения вероятности принадлежности пользователя  
к определённому классу при выходе из состояния 7 (экспертное состояние-2)
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Данные гистограммы распределений вероятностей демонстрируют, как со време-
нем увеличивается дифференциация принятия решений между отнесением пользова-
телей к определённому классу. В элементарном состоянии-2 и основном состоянии-1 
дифференциация по классам достаточно слабая, в отличии от последующего основ-
ного состояния-2, где наблюдается гораздо более явная дифференциация. Получа-
ется, что этот рост также отражает рост диагностической ценности перехода между 
состояниями.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработанная информационная система на основе марковских моделей демон-
стрирует эффективность в решении задач адаптивной психологической диагностики. 
Использование данного подхода позволяет получить более точную и объективную 
оценку уровня подготовки и способностей пользователей за счет учета динамики от-
ветов и временных показателей.

Представленный в статье алгоритм формирования заданий с высокой степенью 
дифференциации по сложности и трудности обеспечивает постепенный рост нагруз-
ки в процессе тестирования. Это позволяет подготовить пользователя к решению 
сложных комплексных задач.

Результаты апробации подтверждают эффективность разработанной информаци-
онной системы в оценке уровня подготовки пользователей. Дальнейшее совершен-
ствование системы на основе марковских и квантовых моделей открывает перспекти-
вы применения данного подхода в различных областях обучения и психодиагностики.
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Информационная система для комплексной  
оценки эмоционального состояния
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В работе рассматриваются вопросы разработки информационной системы 
диагностики эмоционального состояния. Определены средства разработки, 
требования к ним.

Ключевые слова: тест, тестирование, информационная система, проектирование, 
самооценка, психическое состояние
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1. ВВЕДЕНИЕ

Эмоциональное состояние – это особая форма психического состояния человека, 
которая выражается в эмоциональном реагировании на окружающую действитель-
ность и самого себя [15].

Эмоции влияют на общее состояние здоровья и психики человека. Они высту-
пают в роли регулятора поведения и активности. Длительно пребывание под воз-
действием негативных эмоций способно привести к нервным срывам, нарушениям  
в работе всех систем организма [2].

Диагностика эмоциональных состояний позволяет вовремя отслеживать:
−	 неврозы;
−	 страхи;
−	 агрессивность;
−	 тревожность;
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−	 суицидальные настроения;
−	 депрессию.

Чем ранее будет выявлена проблема, тем больше шансов на ее успешное разре-
шение.

Существует огромное количество методик диагностики эмоциональных состоя-
ний. Были выбраны две методики: «Самооценка психических состояний» Г. Айзенка 
и «Самооценка эмоциональных состояний» А. Уэссмана, Д. Рикса.

Методика самооценки психических состояний относится к одному из личностных 
опросников. Личностные опросники Г. Айзенка обладают высокими коэффициента-
ми надежности и валидности, что позволяет широко их применять в практической 
психодиагностике. 

Тест самооценки психических состояний ориентирован на исследование психоло-
гического состояния человека путем диагностики таких психических состояний, как 
тревожность, фрустрация, агрессивность и ригидность.

Тревожность относится к психологическим особенностям человека индивидуаль-
ного характера. Ее проявления связаны со склонностью человека испытывать силь-
ную тревогу из-за весомых и незначительных поводов. Фактически, тревожность 
является психологическим состоянием эмоционального напряжения, повышенного 
беспокойства человека. 

Под фрустрацией понимается психическое состояние, которое характеризуется 
внутренним дискомфортом, досадой, тревогой. Оно проявляется в отсутствии собы-
тий, ожидаемых человеком, не исполнения надежд, появления преград на пути к цели.

Агрессия является поведением человека, характеризующимся чрезмерной пси-
хологической активностью, стремление к лидерству за счет использования силы  
по отношению к другим людям.

Ригидность (твердость, жесткость) означает неготовность человека к модификации 
программы действий согласно новым появляющимся ситуационным требованиям.

Другим опросником для самооценки эмоциональных состояний является методи-
ка, разработанная американскими психологами А. Уэссманом и Д. Риксом.

Методика применяется для самооценки эмоциональных состояний и степени 
бодрствования. Данная методика эффективна, если необходимо выявить изменение 
эмоционального состояния человека на протяжении определенного периода времени. 

По результатам оценки исследуемый получает данные по уровням эмоциональ-
ных состояний:
−	 спокойствие – тревожность;
−	 энергичность – усталость;
−	 приподнятость – подавленность;
−	 уверенность в себе – беспомощность.

И также комплексную оценку путем сложения всех результатов.
Разработанная информационная система позволяет быстро провести тестирова-

ние, анализ результатов психического состояния.
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2. ВЫБОР ИНСТРУМЕНТОВ РЕАЛИЗАЦИИ 
ИНФОРМАЦИОННОЙ СИСТЕМЫ

Базы данных для прохождения теста Г. Айзенка «Самооценка психических со-
стояний» предполагает использование реляционной базы данных для хранения и 
обработки данных. 

В качестве сравнительных характеристик баз данных выбирались следующие 
параметры (таблица 1):
−	 обеспечение хранения больших объемов данных в связи с постоянным ростом ко-

личества пользователей, прошедших тестирование в соответствии с предложен-
ной методикой;

−	 варианты реализуемых в рамках СУБД технологий защиты данных, в том числе  
с использованием специализированных протоколов (особенности теста Г. Айзен-
ка «Самооценка психических состояний» требуют использования дополнитель-
ных технологий защиты каналов передачи данных);

−	 варианты используемых операционных систем для расширения возможностей по 
организации интеграции с другими информационными системами;

−	 технологии доступа к серверу и стандарт SQL для возможности поддержки реше-
ния и дальнейшей его интеграции в ИТ-инфраструктуру.
Выбор в пользу MS SQL Server 2018 осуществляется не только в связи с наличием 

бесплатного решения, но и с учетом возможности использования современного про-
токола шифрования TLS. 

Данный протокол обеспечивает более высокий уровень защиты, кроме этого, 
предусмотрено множество встроенных простых и удобных инструментов настройки 
защиты сервера MS SQL Server 2018 и каналов передачи.

Разработка клиентской части системы для разработки системы теста Г. Айзенка 
«Самооценка психических состояний» и теста А. Уэссмана, Д. Рикса «Самооценка 
эмоциональных состояний» предполагает использование высокоуровневого языка 
программирования, поддерживающего объектно-ориентированную методологию.

Реализация работы клиентского приложения совместно с базой данных осущест-
вляется посредством встроенных компонентов и драйверов. Варианты реализации 
разного вида компонент для выбранных СУБД представлены ниже (таблица 1).

Применение скриптовых языков в данном случае будет требовать установки 
веб-сервера IIS или его компонентов для реализации работы СУБД. К тому же мно-
гоуровневая архитектура более уязвима. Работа пользователей, имеющих доступ  
в интернет и использующих его в своей работе, может быть связанна с передачей 
конфиденциальной информации и может стать источником прорех в защите в случае 
использования для доступа браузера. 
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Таблица 1
Принципы организации работы с сервером базы данных

Сервер Компоненты Классы Драйверы

Oracle MySQL 
Enterprise

API для Delphi, C, C++,  
Эйфель, Java, Лисп, Perl, 
PHP, Python, Ruby,

API для Delphi, C, C++, 
Эйфель, Java, Лисп, 
Perl, PHP, Python, Ruby

ODBC, MyODBC

MS SQL Server 
Enterprise 2016 C/C++, С# Для ADO, ODBC,

JDBC OLE DB

Postgres Pro 
Enterprise 

C, C++, Java  
(через модуль PL/Java)

Поддержка для  PL/
Lua, PL/LOLCODE, 
PL/Perl, PL/PHP, PL/
Python, PL/Ruby

Поддержка для PL/Lua, 
PL/LOLCODE, PL/Perl, 
PL/PHP, PL/Python,  
PL/Ruby

Наиболее оптимальным будет использование RAD-среды Microsoft Visual Studio 
2019, в рамках которой можно вести разработку на нескольких языках, например на 
С# и легко управлять версиями программного обеспечения.

Для проведения сравнительного анализа языков программирования в рамках вы-
бранной предметной области выбираются следующие параметры:
−	 простота взаимодействия с выбранной СУБД MSSQL Server и наличие простых 

инструментов получения доступа к СУБД;
−	 возможность разработки запросов к базе данных в рамках RAD-среды;
−	 возможность построения сложного интерфейса с использованием элементов 

управления;
−	 возможность использования UML-диаграмм в рамках среды;
−	 простота использования, которая предполагает оценку сложности и громоздкости 

используемых технологий для реализации;
−	 наличие бесплатных решений с широкими функциональными возможностями.

3. ОПИСАНИЕ СТРУКТУРЫ БАЗЫ ДАННЫХ

Структура базы данных строится на базе проведенного анализа технологии реа-
лизации теста Айзенка «Самооценка психических состояний» и теста А. Уэссмана, 
Д. Рикса «Самооценка эмоциональных состояний». Основными сущностями, необ-
ходимыми для хранения данных выступают:
−	 пользователи системы, выполняющие прохождение теста или его подготовку в 

зависимости от наделенных прав;
−	 оцениваемые эмоциональные состояния;
−	 вопросы теста с разделением по оцениваемым состояниям;
−	 результаты прохождения тестирования;
−	 утверждения, необходимые для управления тестом А. Уэссмана, Д. Рикса;
−	 анализ результатов прохождения тестирования.

Особенности построения теста А. Уэссмана, Д. Рикса «Самооценка эмоциональ-
ных состояний» не позволяют его унифицировать для применения формата теста 
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https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=PL/Lua&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=PL/LOLCODE&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/wiki/PL/Perl
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=PL/PHP&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/wiki/PL/Python
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=PL/Ruby&action=edit&redlink=1
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Г. Айзенка «Самооценка психических состояний». Хранение данных осуществляется 
в формате каждого теста. 

Полученная в результате формирования физическая структура базы данных пред-
ставлена на рисунке 1. 

Рис. 1. Физическая структура базы данных, реализованная в MSSQL Server 2018

Анализ_результатов

Код_анализа int
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Оценка_состояния nvarchar(150)
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Имя столбца Тип данных Разрешить ...

Спецификация_результатов

Код_спец_результатов int
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4. РАЗРАБОТКА ИНТЕРФЕЙСА

Разработанное приложение имеет многооконный интерфейс. За навигацию отве-
чает главная форма приложения.

Структура интерфейса разработанного приложения приведена на рисунке 2.

Рис. 2. Структура интерфейса приложения

5. ТЕСТИРОВАНИЕ И ОТЛАДКА ПРИЛОЖЕНИЯ

После запуска приложения на экране появляется форма авторизации (рис. 3). 
Пользователь должен выбрать свой логин из выпадающего списка и ввести пароль. 

Если количество попыток ввода превысит максимально допустимое (на данный 
момент оно установлено равным 5), на экране появится соответствующее уведомле-
ние и программа завершит свою работу.

Если пароль введен корректно, открывается главная форма приложения. Посколь-
ку в системе тестирования реализована политика разделения прав, пользователю  

Главное меню

Пройти 
тестирование

Выбор теста

Просмотр результатов 
теста

Запись результатов теста 
в БД

Редактирование БД

Пользователи

Состояния

Вопросы (Тест
 Г. Айзенка)

Результаты теста

Анализ результатов

О программе

Вывод информации о 
приложении

Выход

Утверждения (тест
А. Уэссмана и Д. Рикса)

Прохождение теста Г. 
Айзенка

Прохождение теста А. 
Уэссмана и Д. Рикса

Отчеты

Анализ корректности 
эмоциональной оценки
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с правами администратора будут доступны все функциональные возможности про-
граммы, тогда как обычные пользователи не будут иметь доступа к пункту главного 
меню «Редактирование БД».

Рис. 3. Форма авторизации

Для лучшего понимания возможностей приложения в дальнейшем будет иметься 
в виду, что осуществлен вход пользователя, наделенного правами администратора. 
Главная форма имеет вид, показанный на рисунке 4.

Рис. 4. Главная форма приложения

Пользователь может перейти к тестированию, выбрав пункт главного меню 
«Пройти тестирование», либо нажав на кнопку «Тестирование».

Произойдет открытие формы выбора теста (рис. 5).

Рис. 5. Форма выбора теста
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Пользователю необходимо выбрать требуемый тест и нажать кнопку «Начать  
тестирование». Далее открывается форма тестирования. Пример такой формы для 
теста Г. Айзенка приведен на рисунке 6.

Рис.6. Форма тестирования (тест Г. Айзенка)

На вкладке «Прохождение теста» указаны номер текущего вопроса, его текст и 
варианты ответов. После выбора нужного варианта ответа необходимо нажать кноп-
ку «Следующий вопрос», после чего произойдет фиксация ответа и переход к следу-
ющему вопросу. На любом вопроса, кроме первого, пользователь может откатиться 
назад для изменения ответов на ранее заданные вопросы. Для этого требуется нажа-
тие кнопки «Назад».

После ответа на последний вопрос на экран будет выведено сообщение о завер-
шении теста. После этого на вкладке «Результаты теста» будут находиться итоги осу-
ществленного пользователем тестирования (рис. 7).

По нажатию кнопки «Сохранить результаты теста в БД» будет осуществлена за-
пись полученных результатов в соответствующие таблицы базы данных для дальней-
шего просмотра. После успешного сохранения кнопка «Сохранить результаты теста 
в БД» станет недоступной.

Аналогично, при выборе теста А. Уэссмана, Д. Рикса открывается форма прохож-
дения тестирования (рис. 8).

На вкладке «Прохождение теста» приведены четыре категории. По каждой из них 
пользователю из выпадающего списка необходимо выбрать наиболее соответствую-
щее своему эмоциональному состоянию утверждение.

После выбора всех утверждений требуется нажатие кнопки «Подтвердить вы-
бранные ответы по всем предложенным шкалам». После этого на вкладке «Резуль-
таты теста» будут находиться итоги осуществленного пользователем тестирования 
(рис.9). Выдается сумма баллов по каждой из четырех шкал оценки эмоционального 
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состояния, а также итоговая сумма баллов. Итоговая сумма баллов находится в диа-
пазоне [4; 40] баллов, а каждая из шкал оценки ранжирована в интервале [1; 10].

Рис. 7. Результаты тестирования (тест Г. Айзенка)

Рис. 8. Форма тестирования (тест А. Уэссмана, Д. Рикса) 

По нажатию кнопки «Сохранить результаты теста в БД» будет осуществлена за-
пись полученных результатов в соответствующие таблицы базы данных для дальней-
шего просмотра. После успешного сохранения кнопка «Сохранить результаты теста 
в БД» станет недоступной.
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Рис. 9. Результаты тестирования (тест А. Уэссмана, Д. Рикса)

Форма справочника «Состояния» имеет вид, показанный на рисунке 10. В нем 
указана характеристика психического состояния, а также краткое описание каждой 
из характеристик.

Рис. 10. Форма справочника «Состояния»

Пользователь с правами администратора может просмотреть статистику резуль-
татов тестирования пользователей. Для этого предусмотрена форма «Результаты те-
ста» (рис. 11). В верхней таблице содержатся сведения о дате тестирования, номере 
тестирования и ФИО пользователя, прошедшего тест. 

В системе тестирования предусмотрена отчетность. При выборе пункта меню 
«Отчеты -> Анализ корректности эмоциональной оценки» на экран выводится форма 
отчета (рис. 12). 
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Рис. 11. Форма «Результаты теста»

Пользователь должен выбрать из выпадающих списков ФИО исследуемого лица, 
а также первое и второе эмоциональное состояния, между которыми будет осущест-
вляться поиск корреляции. Пример формы результатов отчета можно увидеть на 
рисунке 12.

Рис. 12. Результат отчета «Анализ корректности эмоциональной оценки»
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Представлены графики набранных баллов по каждому из выбранных состояний 
по каждому тесту, а также рассчитан коэффициент корреляции между выбранными 
состояниями.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработанная информационная система предоставляет пользователям проходить 
тестирование и оперативно получать данные об эмоциональном состоянии с целью 
снижения уровня тревожности. 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Облигации являются основой инвестиционного портфеля ключевых институци-
ональных инвесторов, таких как страховые компании и негосударственные пенси-
онные фонды. Облигация – это долговая ценная бумага, гарантирующая держате-
лю получение фиксированной суммы, называемой номиналом, в момент погашения  
облигации, а также промежуточных процентных выплат, называемых купонами, 
если они предусмотрены для конкретной облигации. Облигации позволяют компа-
нии их выпустившей – эмитенту – получить финансирование в большем объеме и 
на более привлекательных условиях, в сравнении с банковскими кредитами, если на 
облигации этого эмитента будет спрос. В свою очередь, для инвестора – покупателя 
облигаций – это способ вложить средства зачастую под более высокую ставку, чем 
на банковском вкладе, и при этом иметь возможность практически в любой момент 
времени продать облигацию и получить свои деньги без потери процентного дохода. 

Для бескупонных облигаций и облигаций с фиксированным купоном все будущие 
выплаты заранее известны владельцу облигации, если пренебречь риском неиспол-
нения обязательств со стороны эмитента. Риск полного или частичного неисполне-
ния обязательств также называется кредитным риском. При этом, даже в отсутствие 
кредитного риска, облигации нельзя рассматривать как полностью безрисковый 
инструмент. Причина кроется в колебаниях рыночных цен облигаций во времени 
вплоть до момента их погашения. Инвестор не может заранее определить цену, по 
которой он сможет продать или купить облигации в произвольную дату до момента 
их погашения. Основным фактором, влияющим на рыночные цены уже существую-
щих облигаций является рыночная ставка заимствований, отражающая доходность 
вложений денежных средств в текущий момент времени. Эта же ставка определяет 
доходность новых выпусков облигаций на рынке. Рост рыночной ставки означает 
появление новых выпусков облигаций с более высокой доходностью и, как след-
ствие, к снижению цен уже обращающихся на рынке бумаг. Снижение цен облига-
ций в свою очередь приводит к росту их доходности (для новых владельцев), что в 
итоге компенсирует изменение ставок. Напротив, снижение рыночных ставок ведет 
к росту цен старых выпусков облигаций и снижению их доходности, так как ку-
понные ставки по ним будут предпочтительнее в сравнении с новыми выпусками. 
Формирование портфеля из облигаций с разным сроком до погашения и разными ку-
понными ставками может помочь инвестору снизить риски существенного снижения 
цены портфеля при колебаниях ставки.

Задачам формирования оптимального портфеля ценных бумаг посвящено огром-
ное количество книг и статей. Основополагающие результаты были получены Гарри 
Марковицем в 1952 году [1]. Он математически сформулировал задачу формирова-
ния портфеля ценных бумаг с учетом ожидаемой доходности и риска. Доходность 
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портфеля рассматривалась как случайная величина, зависящая от случайных же до-
ходностей отдельных активов, входящих в портфель. Мерой риска являлась диспер-
сия доходности итогового портфеля. 

Постановка задачи и результаты Марковица открыли множество вопросов для 
дальнейшего исследования. Каким образом моделировать доходности активов в 
портфеле? Каким образом учитывать возможности ребалансировки портфеля, то есть 
изменения его структуры во времени? Какой критерий оптимальности портфеля или 
меру риска выбрать? Мера риска в форме дисперсии доходности имеет очевидный 
недостаток – если отклонения доходности от средней в меньшую сторону нежела-
тельны для инвестора, то отклонения в большую сторону для инвестора выгодны. 
Минимизация же дисперсии ограничивает отклонения в обе стороны. С течением 
времени одним из наиболее популярных критериев стал VaR-критерий (value-at-risk), 
также называемый квантильным критерием [2,3]. Квантильный критерий в задачах 
формирования оптимального портфеля ценных бумаг отражает либо минимальный 
уровень дохода, который будет получен с заданной вероятностью, или же макси-
мальный уровень потерь, который будущие потери не превзойдут с той же задан-
ной вероятностью. Схожим по смыслу и подходам к исследованию является вероят-
ностный критерий, который отражает вероятность того, что доходность окажется не 
меньше заданного уровня, или же что потери не превысят заданный порог. Подробно 
свойства и взаимосвязь квантильного и вероятностного критериев описаны в [5].

Для моделирования доходностей финансовых активов также разработаны раз-
личные подходы. В [4] для моделирования доходностей двух рисковых активов ис-
пользуется равномерное распределение, являющееся наихудшим для вероятностного 
критерия [5]. В [6] для моделирования цен акций использовался аппарат копул, при 
этом задача формирования оптимального портфеля не исследовалась. В [7] исследу-
ется оценка VaR-критерия для негауссовского распределения доходностей активов. 

Важно отметить, что наибольшее число исследований посвящено задачам форми-
рования оптимального портфеля акций или производных финансовых инструментов, 
когда основная часть средств направляется на приобретение рисковых активов без 
гарантий дохода и возврата средств, но с более высокой ожидаемой доходностью. 
При этом предполагается возможность вложения части средств в безрисковый актив. 
Ставка доходности безрискового актива в целях упрощения, как правило, полагается 
известной и постоянной. Это допущение становится неадекватным в случае, когда 
портфель преимущественно или полностью состоит из облигаций. В этом случае не-
обходимо учитывать рисковую природу вложений в облигации, то есть зависимость 
цен от динамики процентных ставок. Одной из основных моделей процентных ставок 
является модель Васичека [7], а ее развитием – модель Кокса-Ингерсолла-Росса [8].

В [9] представлено решение задачи формирования оптимального портфеля бес-
купонных облигаций по вероятностному критерию. Однако, рассмотренная в [9] 
модель имеет ряд существенных ограничений. Во-первых, в портфель облигаций 
не включались купонные облигации, хотя именно такие бумаги наиболее распро-
странены на рынке. Во-вторых, изменения цен облигаций во времени упрощенно 
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моделировались с помощью многомерного гауссовского вектора. В-третьих, для 
решения задачи исходный функционал доходности заменялся на его линейную ап-
проксимацию. Таким образом, влияние изменений рыночной ставки заимствований 
учитывалось лишь косвенно (через допущение о возможной зависимости компонент 
гауссовского вектора), а модель динамики рыночной ставки не учитывалась вовсе.

В данной статье рассматривается модель портфеля купонных облигаций, упоря-
доченных по сроку до погашения, в которой все промежуточные выплаты – суммы 
купонов и номинала при погашении – инвестируются в бумагу с максимальным сро-
ком до погашения, аналогично [9]. Для моделирования процентной ставки и измене-
ний цен облигаций используется модель Кокса-Ингерсолла-Росса. Поскольку цены 
покупки самой «длинной» облигации в даты промежуточных выплат заранее неиз-
вестны, такой портфель также подвержен рыночному риску. Итоговое количество 
наиболее длинных облигаций в портфеле на момент погашения заранее неизвестно. 
Для минимизации негативного влияния рыночного риска рассматривается задача 
формирования оптимального портфеля облигаций по вероятностному критерию – то 
есть задача формирования такого портфеля, для которого вероятность превышения 
заданного уровня итоговым капиталом будет максимальна.

В первой части статьи приводятся основные допущения модели, описывается про-
цесс динамики процентной ставки и формула расчета рыночной цены облигации с за-
данными параметрами. Во второй части статьи описывается модель портфеля обли-
гаций и формулируется задача стохастического программирования с вероятностным 
критерием. В третьей части описывается подход к решению задачи стохастического 
программирования, основанный на гладкой аппроксимации функции вероятности и 
ее градиента. В четвертой части приводится пример расчетов.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Перечислим основные допущения, используемые в модели портфеля облигаций:
1) 	все ценные бумаги бесконечно делимы, то есть существует возможность купить 

или продать нецелое количество облигаций;
2) 	отсутствуют комиссии за сделки и задержки в исполнении сделок;
3) 	единичная сделка не оказывает влияния на рыночные цены независимо от объема;
4) 	отсутствуют кредитный и инфраструктурный риски;
5) 	все выплаты реинвестируются в облигацию с максимальным сроком до погаше-

ния;
6) 	портфель удерживается до погашения всех облигаций;
7) 	выплаты купонов и номинала облигаций происходят в дискретные моменты вре-

мени с заданным шагом;
8) 	«короткие» продажи запрещены;
9) 	динамика процентных ставок описывается процессом Кокса-Ингерсолла-Росса 

(CIR процесс).
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Допущения 1–3 обеспечивают возможность проведения сделок любого объема на 
рыночных условиях. Допущение 7 позволяет снизить размерность задачи, а также 
пренебречь расчетом накопленного купонного дохода по облигации при ее покупке. 

Модель CIR динамики процентной ставки задается стохастическим дифференци-
альным уравнением [8]:

где µ  – равновесная (средняя) ставка, 0r  и r  – начальная и текущая ставки заимство-
ваний, a  – скорость возвращения к средней ставке, σ  – коэффициент волатильно-
сти, tW  – винеровский процесс. 

Модель Кокса-Ингерсолла-Росса является примером однофакторной модели, 
поскольку учитывает лишь один источник неопределенности будущих ставок че-
рез винеровский процесс. Как и модель Васичека, обладает свойством возвращения  
к среднему. Это важное свойство, поскольку оно не допускает ни бесконечного 
роста процентных ставок, ни снижения ставок ниже уровня, при которым инве-
стиции становятся невозможными. Отрицательные ставки в рамках модели Кокса- 
Ингерсолла-Росса невозможны.

Модель CIR позволяет аналитически найти цену бескупонной облигации как 
функцию от текущей процентной ставки, оставшегося срока до погашения облига-
ции и параметров процесса. Для заданной текущей процентной ставки ( )r t  цена бес-
купонной облигации со сроком до погашения T  вычисляется по формулам:

Стоимость купонной облигации может быть определена как стоимость портфеля 
бескупонных облигаций с идентичным денежным потоком, когда бескупонная обли-
гация с заданным сроком погашения «подменяет» в расчете купонную выплату в ту 
же дату:
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3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПОРТФЕЛЯ ОБЛИГАЦИЙ

Для модели портфеля облигаций примем следующие обозначения:
N  – количество видов облигаций, упорядоченных по сроку погашения;
NT  – горизонт инвестирования (в купонных периодах);
iu  – количество облигаций i-го вида в момент формирования портфеля;
iT  – срок до погашения i-й облигации;
ic  – ставка купона i-й облигации;
K  – первоначальный капитал.

Без ограничения общности положим номинал всех облигаций равным 1.
Цена последней облигации в момент времени t определяется как приведенная 

стоимость будуших выплат по этой облигации (купонных платежей и номинала) в 
соответствии с формулой (6):

Общая сумма поступлений от облигаций i-го вида определяется выражением:

Задав все параметры можно рассчитать итоговый капитал инвестора для заданной 
начальной структуры портфеля:

Случайный вектор ( ) ( ) ( )( )1 , 2 , ,N N N NS S S S T= …  состоит из цен N-й облигации 
в заданные моменты времени. Первая часть суммы соответствует сумме выплаты но-
минала по последней облигации, приобретенной как в начальный момент времени 
так и на средства от погашения остальных облигаций в портфеле в заданные момен-
ты времени, без учета купонных платежей. Второе слагаемое соответствует количе-
ству N-х облигаций, приобретенных на поступившие купонные платежи.

Сформулируем оптимизационную задачу. В качестве критерия будем использо-
вать функцию вероятности [5]. В данной задаче функцию вероятности определим как 
функционал, зависящий от вектора u, значение которого равно вероятности того, что 
итоговый капитал превысит заданный уровень:

Получаем задачу максимизации функции вероятности

( ) ( )
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с ограничениями

Задача (11) с ограничениями (12) и (13) является задачей стохастического про-
граммирования с вероятностным критерием. Область допустимых стратегий пред-
ставляет собой многомерный тетраэдр с вершиной в начале координат и ребрами, 
лежащими на осях координат, а в случае двух видов облигаций в портфеле – треу-
гольник.

4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СТОХАСТИЧЕСКОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Для решения задачи стохастического программирования будем использовать ме-
тод проекции градиента. Для оценки градиента будем использовать гладкую аппрок-
симацию [10] функции вероятности и ее производных. Основная идея аппроксима-
ции – замена разрывной функции Хевисайда в интегральном представлении функции 
вероятности на сигмоидальную функцию (сигмоиду). Сигмоида является функцией 
распределения случайной величины, распределенной по логистическому закону с ну-
левым средним и конечной дисперсией:

где параметр 0θ   определяет крутизну кривой в окрестности нуля и точность ап-
проксимации. 

Аппроксимация функции вероятности принимает вид:

где G  – носитель распределения случайного вектора S.
Введем обозначение для производной сигмоиды:

Аппроксимация частных производных по компонентам вектора управления iu  
при 1,i m=  и частной производной по уровню потерь принимают вид:
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В [10–11] доказана поточечная сходимость аппроксимаций функции вероятности 
и ее производных для любого 1,i m=  при θ → ∞ :

В исследуемой задаче нельзя в явном виде записать плотность распределения 
вектора цен облигаций в моменты ее покупки. Более того, размерность вектора цен 
будет расти при увеличении количества купонных периодов и количества различных 
облигаций, включаемых в портфель. Высокая размерность вектора случайного век-
тора затрудняет получение точных оценок функции вероятности и ее производных 
численными методами интегрирования.

Для вычисления приближенных значений функции вероятности и ее произво-
дных будем использовать метод Монте-Карло. Для этого необходимо сгенерировать 
пучок траекторий процесса CIR. Далее для каждой траектории определить значения 
процентной ставки в моменты получения купонных выплат и погашения облигаций 
в портфеле. По выборке значений процентной ставки в заданные моменты времени 
рассчитать стоимость последней облигации для заданной ставки в эти моменты вре-
мени Таким образом, из пучка траекторий получается выборка реализаций случай-
ного вектора S. Значения функции вероятности и ее производных вычисляются как 
математические ожидания соответствующих функций на полученной выборке. 

5. РЕАЛИЗАЦИЯ И ПРИМЕР

Для решения исследуемой задачи разработана программа на языке Python, ис-
пользующая модули программного комплекса [12]. Входными данными для работы 
программы являются параметры процесса CIR, сроки облигаций и их купонные став-
ки. Знание сроков облигаций и купонных ставок позволяет рассчитать денежные по-
токи от каждой облигации и от портфеля в целом в каждый момент времени. По этим 
данным можно сформировать функцию итогового капитала по формуле (9), завися-
щую от случайных цен последней облигации, и функцию ограничений по формуле 
(12). Построение функций по исходным данным, расчет функции вероятности и огра-
ничений, а также расчет их производных осуществляется автоматически. Отметим, 
что функция (9) является линейной по компонентам вектора u.
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Для наглядности и простоты интерпретации результатов рассмотрим пример 
портфеля облигаций двух видов со сроками до погашения 2 и 5, которые приобрета-
ются при размещении на первичном рынке по цене номинала, то есть по цене 1. Став-
ку купона по второй облигации положим равной 5 % и проанализируем зависимость 
структуры оптимального портфеля от ставки купона по первой облигации. Зададим 
следующие параметры CIR-процесса:

05%, 0.5, 2, 15%.a rµ σ= = = =

При заданных параметрах ставка с начального значения 15 % будет снижаться и 
стремиться к равновесному значению 5 %, что будет приводить к росту цены второй 
облигации, ее покупка на промежуточные выплаты будет обходиться дороже, чем в 
начальный момент времени. Первоначальный капитал положим равным 10, а желае-
мый уровень итогового капитала определим как

( )5.10 1 0.06ϕ = + ,

то есть доходность вложений на 5 периодов (например, лет) должна на 1 процентный 
пункт превышать равновесную ставку 5 %.

Для расчета функции вероятности и ее производных по заданным параметрам сге-
нерировано 20 000 траекторий CIR-процесса и сформирована выборка реализаций 
случайного вектора S. Значение параметра θ  примем равным 5. На рис. 1 представ-
лена зависимость оптимального количества облигаций первого типа в момент фор-
мирования портфеля и значения вероятностного критерия. Видно, что с ростом став-
ки купона по первой облигации вероятность получения капитала не ниже заданного 
сперва остается неизменной, поскольку эта облигация не включается в портфель, а 
затем растет. Оптимальная структура портфеля в зависимости от ставки купона пред-
полагает либо вложение всех средств во вторую облигацию, либо только в первую с 
последующей покупкой второй. 

Рис. 1. График зависимости структуры портфеля от ставки купона
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Из приведенного примера следует особенность вероятностного критерия в зада-
че формирования оптимального портфеля ценных бумаг – оптимальная структура 
портфеля может не предполагать диверсификации вложений в разные ценные бума-
ги. Более того, если два портфеля с разной ожидаемой доходностью обеспечивают 
равную (или очень близкую) вероятность достижения требуемой доходности, то по 
вероятностному критерию более доходный вариант не окажется предпочтительным. 
Таким образом, на основе полученных результатов следует продолжить исследова-
ние различных постановок задач. Например, можно перейти к задаче максимизации 
ожидаемой доходности при ограничении на вероятность достижения минимальной 
требуемой доходности. Для этого могут быть использованы уже разработанные 
программные модули. Другой вариант может быть связан с использованием функ-
ции интегральной квантили (CVaR) в качестве критерия, для которого аналогичные 
инструменты пока не разработаны. Отметим также, что в случае когда облигации 
в начальный момент времени приобретаются по рыночной цене, а не номинальной 
стоимости как при первичной продаже эмитентом, ожидаемые изменения ставки и 
цены облигации уже будут заложены в ее начальную стоимость, то есть ожидаемая 
доходность вложений в каждую облигацию при отсутствии кредитного риска будет 
одинаковой. В этом случае влияние структуры портфеля на значение вероятностного 
критерия будет слабым и трудно интерпретируемым. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье исследована модель портфеля облигаций, в котором все промежуточные 
поступления от купонных выплат и погашения облигаций направляются на покупку 
облигации с максимальным сроком до погашения. Динамика процентных ставок и 
цен облигаций моделируется с помощью процесса Кокса-Ингерсолла-Росса. Для та-
кой модели составлена задача стохастического программирования с вероятностным 
критерием и предложен подход к ее решению. То есть впервые получено решение 
задачи формирования портфеля купонных облигаций по вероятностному критерию 
с учетом особенностей динамики процентных ставок и ценообразования облигаций. 
Численный пример показывает адекватные изменения в структуре портфеля при из-
менении ставок купона. Также из примера следует, что использование вероятност-
ного критерия может приводить к отсутствию диверсификации вложений, что на 
практике представляется нежелательным. Предполагается дальнейшее исследование 
модели в части учета кредитного риска по облигациям и в части влияния критерия 
оптимальности на итоговую структуру портфеля.
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Предлагается метод формализации учебного текста в онтологию. Предлагается 
сохранять передачу содержащего в тексте смысла за счет оперирования 
минимальными учебными элементами: определениями конкретных сущностей, 
описанием ее свойств, производимых действий, правил, формул и тому 
подобные фрагментов знаний. Представляющая учебный текст формальная 
структура, которую можно рассматривать как ориентированный граф, вершины 
которого составляют описывающие учебные элементы фреймы, обеспечивает 
возможность разработки моделей и алгоритмов, позволяющие эффективно 
решать целый ряд задач в сфере образования. Эта же структура позволяет 
разработать модель содержательного наполнения рабочей программы, 
посвященной изучению находящихся в данном учебном тексте знаний. 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Знания, как отраженный результат познавательной деятельности, передаются 
от поколения к поколению в процессе обучения. Если обучение осуществляется в 
рамках некоторого учреждения, то оно осуществляется в соответствии с конкретной 
образовательной программой, представляющей собой набор документов, в которых 
определено основное содержание подлежащих освоению знаний, умений и навыков 
(ЗУН) и сформулированы требования к результатам обучения [1]. 

Основу образовательной программы составляет упорядоченная последователь-
ность отдельных учебных дисциплин, для каждой из которых указан отводимый 
ресурс учебного времени, форма отчетности и ряд других параметров. В свою оче-
редь для учебной дисциплины разрабатывается так называемая рабочая программа, 
служащая ориентиром для ведущих эту дисциплину преподавателей. Разработаны 
подлежащие к исполнению требования к структуре рабочей программы. Последняя 
может быть сформирована, если будут определены: последовательность освоения и 
содержание каждого раздела, отводимое на них учебное время и ориентиры по уров-
ню освоения учебного материала. Несомненно, это требует высокой компентности 
разработчиков и творческого отношения к такой деятельности [2, 3]. 

Помимо собственно разработки рабочих программ требуется их регулярная кор-
ректировка. Все эти факторы влекут за собой необходимость осуществления целого 
ряда бюрократических действий. Естественно поставить вопрос, решение каких во-
просов при разработке рабочих программ целесообразно и возможно обеспечить с ис-
пользованием вычислительной техники и имеющихся информационных технологий.

В большинстве вузов имеются информационные системы, которые ориентиро-
ваны на решение задач автоматизированного формирования рабочих программ, их 
систематизацию и хранение, обладают удобным интерфейсом для последующего ис-
пользования и корректуры рабочих программ и т.п. [4]. Однако, при этом не затраги-
ваются вопросы содержательного манипулирования информацией. 

По своей сути учебный процесс представляет собой усвоение конкретного набо-
ра знаний, приобретение умений и навыков, причем таких, которые в перспективе в 
известной мере обеспечат осуществление определенной деятельности. В организа-
ционном плане учебный процесс регламентирован набором различного рода доку-
ментов (законов, постановлений, приказов, стандартов, программ и т.п.). В условиях 
конкретного учебного заведения подготовка ведется по определенным технологиям, 
описанным в соответствующей образовательной программе, которая содержит: ка-
лендарный учебный график, рабочие программы учебных дисциплин (модулей), оце-
ночные и методические материалы. 
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Из перечня включенных в данную образовательную программу дисциплин и от-
водимого на их освоение объема учебного времени можно составить лишь общее 
представление о содержании изучаемого материала. Наиболее полные сведения об 
этом находится в рабочих программах. Именно они в наиболее полной мере содер-
жат сведения о том, что, как долго и как конкретно следует изучать и осваивать.

Источниками, из которых черпается необходимая для этого информация, высту-
пают, как правило, различного рода книги. Профессорско-преподавательский состав 
кафедры решает, какие разделы из каких конкретно источников подлежат изучению в 
рамках формируемой программы. Кстати, рабочие программы содержат список источ-
ников, на основе которых предполагается изложение преподавателем учебного мате-
риала по данной учебной дисциплине. В этой связи можно считать, что содержание 
рассматриваемой учебной дисциплины заключено в едином текстовом массиве, кото-
рый для удобства будем называть обобщенным учебником или просто «учебником». 

В данной статье делается попытка описать метод, обеспечивающий в автоматизиро-
ванном режиме формирование рабочей программы данной учебной дисциплины на ос-
нове содержательной обработки подлежащих освоению знаний. Источником этих зна-
ний является определенный массив текста, названный выше обобщенным учебником.

Учебный материал обычно изложен в виде упорядоченной последовательности 
ряда составляющих его разделов (частей, глав). Разделы также представляют собой 
последовательность еще более мелких фрагментов знаний и т.д. [5]. Предполагается, 
что текст учебника отображает и целостную картину деятельности обучаемого, обе-
спечивая ему потенциальную возможность освоения заключающихся в нем знаний 
как с преподавателем, так и самостоятельно [6]. 

Эти обстоятельства способствуют возможности представлять учебный текст в 
виде структуры, которую образуют самые малые находящиеся в определенных от-
ношениях для данного изложения порции знаний и отношения между ними. Каждая 
такая порция, в педагогической литературе ее называют учебным элементом, пред-
ставляет собой часть текста, где даны: определение конкретной сущности, описание 
ее свойств, действий, правил, формул и тому подобные фрагменты знаний. Выделен-
ный учебный элемент, который несет уникальную в рамках данного текста единицу 
информации будем трактовать как имеющий свое имя квант знаний (KZi).

Исследования показывают, что каждый учебный текст может быть формализован 
в виде ориентированного графа, описывающего структуру содержащихся в нем пред-
ставленных на естественном языке знаний [7]. Представленный в виде формальной 
структуры (математической модели) учебный материал обеспечивает возможность 
разработки моделей и алгоритмов, позволяющих эффективно решать целый ряд за-
дач в сфере образования. В этой связи базовой является задача трансформации в фор-
мальную модель структуры представленного на естественном языке учебного текста.
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2. ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ СТРУКТУРЫ ЗНАНИЙ

Ставится задача: разработать метод трансформации представленного на есте-
ственном языке учебного текста в формальную знаниевую структуру. 

Решение этой задачи предлагается осуществлять в ходе пошагового конструктив-
ного процесса, каждый шаг которого заключается в выявлении и фиксации в фор-
мальной форме очередного учебного элемента и его связей с другими элементами. 
Этот процесс можно интерпретировать как формирование онтологии, представ-
ляющей собой формальную (математическую) модель структуры представленных 
в тексте знаний [8]. Выбор такого способа реализации семантических технологий 
обусловлен тем, что манипулирование знаниями, представленными в виде онтоло-
гий, может обеспечить проведение процедур логического вывода в автоматическом 
режиме [9, 10]. 

Поскольку онтологию можно представить в виде ориентированного графа, то да-
лее будем пользоваться терминологией из теории графов, что позволяет более на-
глядно описывать процесс формирования модели.

Изложим процесс построения формальной модели представленного в вербальном 
виде учебного текста более детально. Пусть по мере прочтения рассматриваемого 
учебного текста в нем обнаруживается введение «нового», т.е. еще не введенного, 
кванта kKZ . В учебных текстах при описании кванта знаний используются ранее вве-
денные кванты знаний, в том числе и те, которые относятся к так называемым базо-
вым (входным) знаниям, т.е. к тем, которые предполагаются известными обучаемому 
до начала освоения данного материала. Пусть в рассматриваемом фрагменте текста 
дается описание кванта kKZ , в котором используется некоторое множество других 
квантов знаний { },  i ikKZ x  , где ikx  – признак того, что квантор  iKZ  непосредствен-
но используется при описании kKZ . 

Каждому вводимому кванту знаний отвечает определенная вершина формируе-
мого графа. Для ее формализованного описания предлагается использовать соответ-
ствующий фрейм, куда вносятся название вводимого фрагмента знаний ( )kKZ , пары 
из { },  i ikKZ x , т.е. информация о том, какие кванты знаний использованы при описа-
нии { iKZ } и в каком отношении они находятся, для удобства сюда целесообразно 
вводить собственно фрагмент текста, описывающий квант kKZ . Тем самым оказыва-
ется построен фрагмент формируемой модели (ее подграф)

( ) { iG k KZ∆ =< }, , kKZ { , } i k >,

отображающей описание квантора знаний  kKZ и его строение. Этот фрагмент имеет 
характерную структуру, определенный паттерн, из которых будет построена модель 
рассматриваемого учебного текста в целом (см. рис.1.). Подчеркнем, в нем оказыва-
ются связанными только часть фрагментов знаний, которые использованы при вве-
дении  kKZ . 
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Рис. 1. Структура модели, описывающий квант знаний kKZ

Одновременно, благодаря выявлению связей из множества { , } i k происходит ав-
томатическое наращивание формируемой модели

( ) ( ) ( )1   G k G k U G k= − ∆ ,

поскольку i∀ : { }iKZ ⊂  ( )1 .G k −
Примечание. Возможны ситуации, когда среди включенных в ( )G k∆  есть те 

кванты, которые еще не вошли в ( )1  G k − и не относятся к базовым. Это означает, 
что при описании  kKZ используются кванты, которые в рассматриваемом тексте 
еще не введены, т.е. использованы понятия, которые еще не были описаны (наруше-
на логика изложения), либо они вообще в данном учебнике не вводятся (неполнота 
излагаемого учебного материала), т.е. в учебном тексте обнаружен брак. 

Для фиксации таких ситуаций можно поступать таким образом. Если при форма-
лизации кванта знаний kKZ  выявлен квант, на рис. 1. это выделенный квант hKZ , 
 который не присутствует в ( )1 ,G k −  то в ( )G k∆  включается «пустая вершина». 
В отображающем ее фрейме фиксируется лишь имя пустого кванта  hKZ и делается 
соответствующая отметка. Имя каждого пустого кванта также заносится в специаль-
ный в список проблемных мест рассматриваемого учебного текста. 

После рассмотрения всех n присутствующих в рассматриваемом тексте квантов 
знаний модель этого текста ( )G n  оказывается сформированной.

Данная модель может быть использована для построения инструментария для 
решения ряда учебно-методических вопросов. Это, например, оценивание соответ-
ствующих учебников на предмет их полноты и наличия искажения логики изложения 
материала, а также создавать системы активной поддержки процессов самоподготов-
ки студентов [11]. 

3. МОДЕЛЬ ФОРМИРОВАНИЯ РАБОЧЕЙ ПРОГРАММЫ

Пусть рассматривается задача разработки модели рабочей программы изуче-
ния данной учебной дисциплины. Как уже отмечалось, разработан широкий спектр 
программных продуктов для формирования рабочих программ, по структуре отве-
чающих требованиям руководящих документов. Вместе с тем не решены вопросы  
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автоматического определения содержательных компонентов. Это, в первую оче-
редь, какие темы изучать, в какой последовательности и каково отводимое на это 
время. По-видимому, полноценное решение такого рода вопросов под силу только 
опытному преподавателю, что называется «вручную». Вместе с тем наличие фор-
мальной структуры подлежащего освоению учебного материала обеспечивает по-
строение модели, использование которой позволяет в значительной мере автомати-
зировать этот процесс.

Не вызывает сомнения следующее суждение: при прочих равных условиях, уро-
вень освоения фиксированного объема знаний существенно зависит от объема, от-
водимого на это времени, причем, чем больше затрачивается времени на освоения 
данного раздела, тем выше может быть ожидаемый уровень его освоения. Однако на 
изучение учебной дисциплины всегда отводится ограниченный временной ресурс, 
обозначим его через время T . Следовательно, естественной выглядит попытка отве-
дения на изучение каждого фрагмента знаний наибольшего объемы учебного време-
ни в рамках, отводимых учебных часов на данную дисциплину в целом.

Предположим, что для каждого фрагмента учебного материала на основе анализа 
опыта преподавания данной учебной дисциплины построены функции, описываю-
щие уровень освоения ( )iW t , в зависимости от отпущенного на это времени. Это 
неубывающая монотонная зависимость, качественный вид которой представлен на 
рис.2, где 0    it  минимальное время, которое должно быть отпущено для освоения  
i -го кванта знаний на минимально допустимом уровне. 

Рис. 2. Зависимость уровня освоения учебного материала как функции времени.

Пусть для выбранного учебника по вышеизложенной методике построена модель, 
представляющую собой онтологию, элементы которой описывают содержание упо-
мянутые в учебнике кванты знаний и связи между ними. Кроме того, сформировано 
множество функций времени ( ){ }iW t , описывающих ожидаемый уровень освоения 
каждого кванта знаний. Благодаря этому, во фреймы, описывающие квант знаний, 
могут быть введены так называемые исходные значения уровня его освоения kW  и 
отпускаемое на это учебное время. Наиболее просто это осуществить, причем в ав-
томатическом режиме, вводя их минимальные значения, т.е. ( )0k k kW W t=  и 0 .kt  Это 
означает, что для достижения минимально приемлемого уровня освоения кванта зна-
ний  kKZ отводится время 0kt .
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Разработка рабочей программы по учебной дисциплине с необходимостью 
должна быть адаптирована под удовлетворение условий по крайней мере в двух 
аспектах: временных и содержательных. Так, если из построенной онтологии, зада-
ющей исходное состояние объекта моделирования следует, что Σ∀k ( )0k k

k

argW t T
∀

>∑  
и/или ( )0k : k k kW W t∃ < , то при введенных ограничениях удовлетворительный вари-
ант рабочей программ не может быть разработан. В противном случае имеет смысл 
поставить вопрос о разработке рабочей программы, обеспечивающей более высо-
кий уровень освоения. 

Естественно потребовать, чтобы за отпущенное время можно было обеспечить 
наиболее высокий уровень освоения каждого кванта знаний при гарантии достиже-
ния приемлемого уровня. Такой постановке задачи отвечает следующая математиче-
ская модель

	 	 	                 ∀k: kW max→  	 (1)

при условиях:

				     
( )k

k

argW t T
∀

≤∑  	 (2) 

			               ( ) ( )0k : k k kW t W t∀ ≥  	 (3)

Задача (1–3) представляет собой задачу нелинейного программирования очень 
высокой размерности, что существенно ограничивает применение известных мето-
дов ее решения. 

Заметим, функция ( )kW t  описывает уровень освоения соответствующего фраг-
мента программы за время t в целом. При более строгой постановке задачи целесо-
образно отдельно учитывать временные затраты на приобретение знаний, умений и 
навыков. Это приведет к необходимости вместо одной функции ( )kW t  формировать 
три функции . Кроме того, существенно возрастет 
и размерность задачи. 

Обсудим возможные пути практического преодоления трудностей применения 
традиционных методов решения такого рода задач математического программирова-
ния. Во-первых, можно использовать прием, который неявно применяется на практи-
ке: исходя из каких-то соображений (обычно основываясь на своем опыте), учебный 
материал курса разделяют на ряд достаточно крупных разделов и на освоение каж-
дого из них выделяется определенный объем учебного времени (в пределе на осво-
ение данной учебной дисциплины отводимый бюджет учебного времени попросту 
назначается). При этом обоснованность принятого решения существенно снижается 
и применение модели (1–3) становится бессмысленной.

Можно предложить и иной подход. Его суть заключается в поиске тех квантов 
знаний, которые представляются более важными и на их освоение выделяют больше 
учебного времени.
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Для учебных текстов характерно использование ранее введенных квантов зна-
ний для описания квантов последующих, лишних же фрагментов знаний в учебники 
обычно не вводят. Иначе говоря, все они считаются необходимыми. Но можно ли 
ввести на их множестве обоснованную «оценку относительной полезности»? 

При анализе построенного графа ( )G n  можно заметить, что одни и те же кванты 
знаний используются при введении целого ряда квантов, причем как непосредствен-
но, так и опосредованно. Например, как следует из рис.3. квант iKZ  непосредствен-
но используется при введении и кванта ,rKZ  и кванта kKZ , а квант jKZ  с квантом 

 vKZ  связан лишь опосредованно через .kKZ

Рис. 3. Иллюстрации вариантов повторного  
использования одних и тех же квантов знаний

В этой связи для каждого кванта знаний kKZ  можно ввести меру оценки отно-
сительной полезности km , равную количеству квантов, в которых он использован 
непосредственно, 

km = | 1ik ik
i

x x
∀

=∑ .

Эта мера вводится во все фреймы, описывающие введенные кванты знаний. По-
скольку собственно величина  km характеризует только часть полезности кванта, то 
в предыдущую модель целесообразно вводить величины k k kq c m=  , где kc  – коэф-
фициент, который впоследствии может использоваться, как настроечный параметр

Теперь модель примет вид 

	 	 	           ∀k: k kq W max→  	 (4)

при условиях:

			               
( )k

k

argW t T
∀

≤∑  	 (5) 

			           ( ) ( )0k : k k kW t W t∀ ≥  	 (6)

Для некоторых квантов знаний, относительно которых есть устоявшееся мнение о 
достаточном уровне их освоения, можно ввести дополнительные ограничения iWM , 
и ввести дополнительное условие

●

●
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			          ( ) ( )0: i i i i ii W t W t WM∃ ≤ ≤  	 (7)

Для модели (4–7) появляется возможность построить конструктивный алгоритм 
выделения дополнительных (относительно минимальных) временных ресурсов на 
освоение тех квантов знаний, которые предпочтительнее по фактору учета «мощно-
сти непосредственной связи» . kq  

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Особенности учебных текстов обусловливают возможность построения формаль-
ных структур, отображающих их содержание в достаточной для практики степени. 
Наиболее подходящим их представлением являются популярные в настоящее время 
онтологические модели.

Разработан алгоритм формирования онтологической модели учебного текста, 
которая отображает присутствующие в тексте кванты знаний и связи между ними. 
Онтологические модели удобно представлять в виде взвешенных графов (графов зна-
ний). Вершины этих графов целесообразно формировать в виде паттернов фреймов, 
в которых фиксируются сведения о квантах знаний, как наиболее малых порциях 
содержательной информации. 

Наличие формальной модели учебного текста обеспечивает возможность реше-
ния целого ряда задач с автоматизированным учетом содержания текста. Среди них, 
в частности, оценка ряда качеств учебных текстов и формирование рабочих про-
грамм изучения учебных дисциплин в процессе решения соответствующих задач ма-
тематического программирования.
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Моделирование длительности  
жизни выдающихся ученых математиков, 

родившихся в 20 веке в СССР и в странах мира
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Выполнено математическое моделирование и проведена сравнительная оценка 
долголетия, рожденных в 20-м столетии известных ученых-математиков 
СССР и стран мира, активная жизнь которых длилась в период существования 
СССР. Для моделирования сформирована выборка статистических данных, 
на основании которой построены таблицы частот и функция распределения 
вероятности смерти ученых-математиков, рожденных и работавших в СССР 
и в странах мира. Моделирование осуществлено с помощью полиномиальных 
функций инструментом «Регрессия» ППП Excel. Осуществлен сравнение 
функций распределения вероятности смерти известных ученых-математиков 
СССР и ученых-математиков, проживавших в разных странах мира в период 
существования СССР.

Ключевые слова: Ученые математики, модель, вероятность, возраст, показатель 
прожития. 
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1. ВВЕДЕНИЕ

Как известно в геронтологии смерть человека, а соответственно и продолжи-
тельность жизни человека, определяется предельной временной точкой процесса 
старения. Вместе с тем, как показали исследования, на продолжительность жизни 
человека оказывает влияние кроме генетических факторов также место проживания  
в горной местности или на равнине, уровень доходов, доступность медицинской по-
мощи, образование, профессия, социально-экономический статус, творческий харак-
тер жизни, достигнутый интеллект и др. [1]. Влияние ряда из названных факторов 
освещены в работах [1–6].

Многолетние научные исследования показывают, что причина долгой жизни 
обусловлена условиями и образом жизни. Она составляет три четвертых всех про-
центов и только одна четвертая оставшиеся часть процентов заложены в генах. 
Полагают, что если человеку будут обеспечены оптимальные жизненные условия, 
влияющие на долголетие, то он будет иметь возможность максимально увеличить 
продолжительность жизни в отведенных ему биологией пределах [7]. Очевидно, 
что годы войн нарушают нормальные жизненные условия и ускоряют старения,  
а соответственно снижают длительности жизни человека.

Цель настоящей работы направлена на изучение влияния различных факторов 
на процесс старения у творческих людей Советского Союза, живших в условиях 
войн и проживших более шестидесяти лет. Исследованию подвергались ученые, 
которые сформировались и достигли выдающихся научных успехов в области ма-
тематики. Одновременно сравнивалась продолжительность их жизни с длительно-
стью прожития выдающихся ученых-математиков других стран, которые проживали  
в период существования СССР. 

Как известно опыт последних столетий наглядно показывает, сколь велико значение 
математики в мировом развитии. Одновременно известно, что для математиков харак-
терен свой особый режим труда, не связанный с временем суток. Дополнительно иссле-
дованиями установлено, что высокий интеллект, свойственный выдающимся ученым- 
математикам, способствует большей продолжительности жизни и долголетию [8, 9]. 

Родившиеся в начале 20-го века многие выдающиеся математики СССР с пер-
вых дней войны принимали участие в защите страны: призывались в армию, за-
писывались в народное ополчение, шли на фронт добровольцами. Нелегкая доля 
досталась многим из них. Все, чья жизнь была сохранена, как в гражданскую, так  
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в Великую Отечественную войну, продолжили учебу и совершенствовали свои зна-
ния, добиваясь в смертельных условиях новых научных результатов мирового уров-
ня. Достижения ученых-математиков в области военной техники являются значимой 
частью победы в войне. 

Необходимо отметить, что в период Великой Отечественной войны техника тре-
бовала совершенных математических расчетов. Прежде всего это необходимо было 
для увеличения скорости полета самолетов не только за счет повышения мощности 
двигателей, но и выбора оптимального профиля фюзеляжа и крыльев. Решения мно-
гих математических вопросов позволило достичь блестящих результатов в совер-
шенствовании боевых самолетов: А.С. Яковлеву и С.А. Лавочкину создать грозные 
истребители, С.В. Илюшину – неуязвимые штурмовики, А.Н. Туполеву и Н.Н. Поли-
карпову – мощные бомбардировщики.

Выдающийся советский математик М.В. Келдыш и возглавляемый им коллектив 
ученых исследовали опасные явления, возникающих при маневрах самолетов, что 
позволило советской авиационной науке своевременно защитить конструкции ско-
ростных самолетов от появления опасных вибраций.

А.Н. Крылову, чьи труды легли в основу математической теории непотопляемо-
сти и качки кораблей, позволившие использовать в нашем Военно-морском флоте 
корабли с высокой живучестью.

Теория функции действительного переменного и аксиоматика теории вероятно-
стей академика С.Н.  Бернштейна позволила рассчитать таблицы для определения  
местонахождения судна по радиопеленгам, что дало возможность ускорять штур- 
манские расчеты во много раз.

Член – корреспондент АН СССР Н.Г. Четаев в результате решения сложной ма-
тематической задачи определил оптимальною крутизну нарезки стволов орудия, что 
позволило обеспечивать максимальную кучность боя. 

Один из крупнейших наших математиков, академик А.Н. Колмогоров, используя 
свои работы по теории вероятности, разработал теорию минимального рассеивания 
артиллерийских снарядов. 

Приведенные примеры можно продолжить, однако для этого потребуется осветить 
дела всех выдающихся ученых-математиков СССР, которые представлены в табл. 1  
в качестве выборки для проведения исследования. Следует отметить, что выборка по-
строена по данным «Библиографического словаря» [10], которые дополнялись данны-
ми о смерти тех ученых в выборке, чья жизнь завершалась после издания словаря.

Таблица 1 
Выборка ученых-математиков СССР, проживших более 60-и лет

ФИО год рожд. лет ФИО год рожд лет
Бари Н.К. 1901 60 Мисюркеев И.В. 1917 79
Морозов В.В. 1910 60 Рвачев В.Л. 1926 79
Ширшов А.И. 1921 60 Векуа Н.П. 1913 80
Венков Б.А. 1900 62 Лаврентьев М.А. 1900 80
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ФИО год рожд. лет ФИО год рожд лет
Гельфанд А.О. 1906 62 Мергелян С.Н. 1928 80
Ляпунов А.А. 1911 62 Понтрягин Л.С. 1908 80
Фильчаков П.Ф. 1916 62 Лаврентьев М.А. 1900 80
Белоусов В.А. 1925 63 Бирман М.Ш. 1928 81
Курош А.Г. 1908 63 Гончар А.А. 1931 81
Яненко Н.Н. 1921 63 Ильин А.М. 1932 81
Гаврилов Г.П. 1935 64 Соболев С.Л. 1908 81
Михалевич В.С. 1930 64 Ибрагимов И.И. 1912 82
Маркушевич А.И. 1908 65 Крейн М.Г. 1907 82
Матросов В.Л. 1950 65 Розов Н.Х. 1938 82
Суворов Г.Д. 1919 65 Фадеев Д.К. 1907 82
Кибель И.А. 1904 66 Гнеденко Б.В. 1912 83
Смирнов Н.В. 1900 66 Голод Е.С. 1935 83
Богданов Ю.С. 1920 67 Еругин Н.П. 1907 83
Гихман И.И. 1918 67 Погорелов А.В. 1919 83
Келдыш М.В. 1911 67 Фадеев Л.Д. 1934 83
Немыцкий В.В. 1900 67 Дородницин А.А. 1910 84
Скопец З.А. 1917 67 Иванов В.К. 1908 84
Уваров В.Б. 1929 68 Коваленко И.Н. 1935 84
Векуа И.Н. 1907 70 Колмогоров А.Н. 1903 84
Зубов В.И. 1930 70 Охоцимский Д.Е. 1921 84
Леоньев А.Ф. 1917 70 Прохоров Ю.В. 1929 84
Виленкин Н.Я. 1920 71 Гробман Д.М. 1922 85
Демидович Б.П. 1906 71 Ефремович В.А. 1903 86
Кострикин А.И. 1929 71 Ильин В.А. 1928 86
Лозинский С.М. 1914 71 Манин Ю.И. 1937 86
Сретенский Л.Н. 1902 71 Русак В.Н. 1936 86
Ефимов Н.В. 1910 72 Александров А.Д. 1912 87
Куклес И.С. 1905 72 Куликов Л.Я. 1914 87
Лебедев С.А. 1902 72 Тихонов А.Н. 1906 87
Петровский И.Г. 1901 72 Юдин Д.Б. 1919 87
Прудников А.П. 1927 72 Красовский Н.Н. 1924 88
Харламов С.А. 1937 72 Марчук Г.И. 1925 88
Арнольд В.И. 1937 73 Мищенко Е.Ф. 1922 88
Боревич З.И. 1922 73 Владимиров В.С. 1923 89
Вагнер В.В. 1908 73 Кабулов В.К. 1921 89
Витушкин А.Г. 1931 73 Михайлов Л.Г. 1928 89
Боярчук А.К. 1925 74 Норден А.П. 1904 89
Гахов Ф.Д. 1906 74 Самарский А.А. 1919 89
Бицадзе 1916 78 Белоцерковский О.М. 1925 90
Лифанов И.К. 1942 74 Левитан Б.М. 1914 90
Моисеев Е.И. 1948 74 Бессонов Л.А. 1915 91
Новиков П.С. 1901 74 Митропольский Ю.А. 1917 91
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ФИО год рожд. лет ФИО год рожд лет
Яблонский С.В. 1924 74 Розенфельд Б.А. 1917 91
Лопатинский Я.Б. 1906 75 Рыбников К.А. 1913 91
Черников С.Н. 1912 75 Седов Л.А. 1907 92
Джрбашян М.М. 1918 76 Годунов С.К. 1929 93
Ландис Е.М. 1921 76 Козлов В.Я. 1914 93
Марков младший) А.А. 1903 76 Болтянский В.Г. 1925 94
Рашевский П.К. 1907 76 Шафаревич И.Р. 1923 94
Диткин В.А. 1910 77 Гельфанд И.М. 1913 96
Ефимов А.В. 1924 77 Никольский С.М. 1905 107

К сожалению, имена многих ученых математиков не вошли в данную выборку, так 
как их жизнь завершилась в годы войны или ранее 60 лет. Страна помнит и ежегодно 
отдает должное своему народу, которые отдали свою жизнь во имя независимости, 
свободы и общественных идеалов. В их числе и воины, которые в мирное довоенное 
время сформировались как ученые математики.

Необходимо отметить огромный вклад, который внесли в создание и развитие 
математической науки ученые многих других стран. В табл. 2 для сравнения 
приведена выборка выдающихся ученых-математиков, которые родились и развивали 
математическую науку во многих странах в период существования СССР. Для 
формирования выборки использованы статистических данных ученых-математиков, 
представленные в [11].

Таблица 2 
Выборка ученых-математиков народов мира, проживших более 60-и лет

ФИО год рожд. лет ФИО год рожд лет
Сюй, Пао-лу, 1910 60 Кодаира, Кунихико, 1915 82
Бучи, Дж. Ричард, 1924 60 Зайдель, Яап Дж., 1919 82
Сузуки, Сатоши, 1930 61 Менгер, Карл, 1902 83
Давенпорт, Гарольд, 1907 62 Магнус, Вильгельм, 1907 83
Моцкин, Теодор С., 1908 62 Эрдеш, Пауль, 1913 83
Райнер, Ирвинг, 1924 62 Джон, Фриц, 1910 84
Альмгрен, Фредерик Дж., 1933 64 Хирцебрух, Фридрих, 1928 84
Туран, Пол, 1910 66 Эйленберг, Самуэль 1913 85
Робинсон, Джулия, 1919 66 Тьюки, Джон Уайлдер, 1915 85
Альберт, Авраам Адриан, 1905 67 Тутте, В. Т., 1917 85
Мойсил, Григоре К., 1906 67 Моришима, Таро, 1903 86
Хайльбронн, Ганс 1908 67 Лемер, Деррик Генри, 1905 86
Обер, Карл Эгиль, 1924 67 Курепа, Дуро, 1907 86
Адамс, Джон Франк, 1930 67 Роббинс, Герберт, 1915 86
Рота, Джан-Карло, 1932 67 Клингенберг, Вильгельм, 1924 86
Юнггрен, Вильгельм, 1905 68 Мандельброт, Бенуа, 1924 86
Ауслендер, Морис, 1926 68 де Рам, Жорж, 1903 87
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ФИО год рожд. лет ФИО год рожд лет
Кац, Марк, 1914 70 Орлич, Владислав, 1903 87
Кокран, Уильям Геммель, 1909 71 Шенберг, И. Дж., 1903 87
Гёдель, Курт, 1906 72 Чоула, Сарвадаман, 1907 88
Бинг, Р. Х., 1914 72 Альфорс, Ларс Валериан, 1907 89
Ланг, Серж, 1927 72 Инкери, Кустаа Адольф, 1908 89
Амицур, С.А. 1921 73 Джейкобсон, Натан, 1910 89
Эресманн, Чарльз, 1905 74 Дилворт, Роберт Палмер, 1914 89
Улам, Станислав М., 1909 75 Каплански, Ирвинг, 1917 89
Хуа, Ло-кенг, 1910 75 Халмос, Пол Р. 1916 90
Брауэр, Ричард, 1901 76 Сельберг, Атле, 1917 90
Кендалл, Морис Джордж, 1907 76 Лере, Жан, 1906 92
Атья, Майкл Фрэнсис, 1929 76 Вайль, Андре, 1906 92
Борсук Кароль, 1905 77 Куайн, Уиллард Ван 1908 92
Хёффдинг, Василий, 1914 77 Бартлетт, Морис Стивенсон, 1910 92
Холл, Филипп, 1904 78 Стейнберг, Роберт, 1922 92
Берс, Липман, 1914 79 ван дер Варден, Б.Л. 1903 93
Витт, Эрнст, 1911 80 Черн, Шиинг-Шэнь, 1911 93
Пятецкий-Шапиро Илья, 1929 80 Какутани, Шизуо, 1911 93
Хопф, Эберхард, 1902 81 Кокстер, Гарольд Скотт 1907 96
Ботт, Рауль, 1924 81 Мак-Лейн, Сондерс, 1909 96
Грауэрт, Ганс, 1930 81 Гельфанд Израиль 1913 96
Тарский, Альфред, 1901 82 Борель, Арман, 1923 97

Картан, Анри, 1904 104

На основании численного состава каждой выборки выдающихся ученых-
математиков построена таблица частот смертности. В таблице смертности указаны 
количество умерших из общего числа ученых, представленных в выборках, за 
интервал прожития в один год. 

Таблица 3 
Таблица смертности ученых, согласно  

выборок табл. 1 (СССР) и табл. 2 (МИР)

№ 
п.п.

Возраст 
ученого

Количество 
умерших № 

п.п.
Возраст 
ученого

Количество 
умерших № 

п.п.
Возраст 
ученого

Количество 
умерших

СССР МИР СССР МИР СССР МИР
1 60 3 2 14 73 4 2 27 86 4 6
2 61 0 1 15 74 6 2 28 87 4 3
3 62 4 3 16 75 2 3 29 88 3 1
4 63 3 0 17 76 4 3 30 89 5 5
5 64 2 1 18 77 2 2 31 90 2 3
6 65 5 0 19 78 1 1 32 91 4 0
7 66 3 2 20 79 2 1 33 92 1 5
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№ 
п.п.

Возраст 
ученого

Количество 
умерших № 

п.п.
Возраст 
ученого

Количество 
умерших № 

п.п.
Возраст 
ученого

Количество 
умерших

СССР МИР СССР МИР СССР МИР
8 67 5 6 21 80 5 2 34 93 2 3
9 68 1 2 22 81 4 3 35 94 2 1
10 69 0 0 23 82 4 3 36 95 0 0
11 70 3 1 24 83 5 3 37 96 1 3
12 71 5 1 25 84 6 2 38 97 0 1
13 72 6 3 26 85 1 3 39 98 0 0

Эта таблица рассматривается как модель процесса вымирания ученых, которые 
содержатся в рассматриваемых выборках выдающихся математиков. Из таблицы 
смертности получены коэффициенты смертности, которые представляют дискрет-
ные значения относительного количества (частости) смертей или приближенные зна-
чения вероятности смерти в заданный год прожития. Под вероятностью смерти по-
нимается вероятность события, что если ученый вступил в определенный возрастной 
интервал лет, то он доживет только до его верхней границы. На основании значений 
коэффициентов смертности получены дискретные математические законы – функ-
ции распределения вероятностей. В дальнейшем дискретные законы преобразованы 
в непрерывные законы распределения. 

Таким образом, для более качественного проведения сравнения длительности 
жизни ученых вместо дискретного времени использованы непрерывное время смер-
ти, а вместо функции распределения вероятности дискретной случайной величины 
функция распределения вероятности непрерывной случайной величины. 

Принятая непрерывная функция распределения позволяет определить вероятно-
сти того, что ученый доживёт до некоторого заданного возраста х лет, где х – дей-
ствительное непрерывное число, характеризующее возраст прожития [12].

В качестве моделей длительности активной жизни ученых математиков в работе 
построены непрерывные полиномиальные функции распределения вероятности про-
жития. Область задания в работе ограничена принятым в работе интервалом значе-
ний лет прожития, а именно от шестидесяти до ста лет. 

Графики непрерывных функций распределения вероятности смерти ученых ма-
тематиков, представляющие собой кривые распределения вероятности прожития, ее 
выражение и коэффициент детерминации, представлен на рис. 1. Функция построена 
по данным табл.3. с помощью метода наименьших квадратов. 

Используя законы распределения вероятности смерти вычислена разность между 
вероятностями длительности жизни двух коллективов (выборок) ученых, из которых 
математики СССР проживали в значительно более сложных условиях по сравнению  
с математиками других стран мира. На рис. 2 представлены превышения вероятностей 
смерти в процентах. Из представленных значений на рис. 2 следует, что вероятность 
смерти в рассматриваемой год прожития от семидесяти до девяноста трех лет  
у коллектива выдающихся ученых-математиков СССР несколько выше.
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Рис. 1. Функция распределения вероятности смерти от года прожития

Рис. 2. Превышение вероятности смерти  
ученых-математиков СССР над учеными других стран в %

Наибольшее превышение вероятности смерти возникает в районе 84 лет и 
составляет до 0,1 %. Такое незначительное расхождение можно предположительно 
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объяснить созданием в СССР, даже в тяжелые военные и в послевоенные годы, 
приемлемых условий для творческой активной жизни выдающихся ученых математиков. 
Другими словами, условия жизни и работы в военные и послевоенные годы оказали 
незначительное снижение длительности жизни выдающих ученых-математиков 
СССР. Что касается влияния самой интеллектуальной деятельности на срок жизни 
ученых СССР и ученых стран мира, то можно полагать, что она была равнозначной. 
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1. ВВЕДЕНИЕ

В современных методах многомерного анализа данных дискриминантный анализ 
занимает важное место, представляя собой эффективное средство для решения за-
дач классификации. Определение межгрупповых различий помогает выяснить, на-
сколько эффективно набор используемых переменных способен разделять объекты 
обучающей выборки, и какие из этих переменных обладают наибольшей информа-
тивностью, что является одной из задач, решаемых средствами дискриминантного 
анализа. В данной работе речь пойдет о другой задаче – предсказании значений груп-
пирующего фактора для исследуемой группы наблюдений.

Несмотря на свою популярность, традиционные методы дискриминантного 
анализа несовершенны из-за существования в алгоритме их работы ограничений, 
обусловленных известными предположениями. Одно из них заключается в том,  
что исходные данные для получения корректного результата должны описываться 
многомерным нормальным распределением, что может стать препятствием при ра-
боте с реальными наблюдениями. Стоит также отметить чувствительность анализа  
к выбросам: единичные аномалии или ошибки измерения могут значительно повли-
ять на оценки и результаты классификации.

2. КАРТЫ КОХОНЕНА

Самоорганизующаяся карта Кохонена (Self-Organizing Map – SOM) представ-
ляет собой нейронную сеть без учителя, предназначенную для визуализации и кла-
стеризации данных. Эта структура, предложенная финским ученым Т. Кохоненом  
в 1982 году, используется для проецирования многомерных данных в пространство 
более низкой размерности, чаще всего двумерное. SOM также применяется для ре-
шения задач моделирования, прогнозирования, выявления наборов независимых 
признаков и поиска закономерностей в больших объемах данных. В своем основном 
варианте SOM создает граф подобия входных данных.

Рис. 1. Структура самоорганизующейся карты Кохонена
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Карта представляет собой сетку из узлов, которые соединены между собой свя-
зями. Сетка может быть прямоугольной или гексагональной формы. Также опре-
деляется количество нейронов в сети. Каждый узел описывается двумя векторами. 
Первый вектор – вектор веса, имеет такую же размерность, что и входные много-
мерные данные. Второй вектор – координаты узла на карте. Перед началом обучения 
необходимо инициализировать весовые коэффициенты нейронов. Затем для каждого 
входного образца происходит поиск ближайшего нейрона на основе Евклидова рас-
стояния между векторами весов нейрона и входным образцом. Выбранный нейрон 
и его соседи на карте проходят через процесс обновления весов. Веса нейрона и его 
соседей изменяются с целью приближения к входному образцу. Это позволяет кар-
там перестраиваться и адаптироваться к статистическим свойствам входных данных. 
В процессе обновления весов используются два основных механизма: конкуренция 
и кооперация. Конкуренция заключается в выборе победившего нейрона, который 
наиболее близок к входному образцу. Кооперация проявляется в том, что веса побе-
дившего нейрона и его соседей обновляются в направлении входного образца. Этот 
процесс обновления весов повторяется для всех входных образцов в несколько ите-
раций. По мере обучения сетки происходит снижение ошибки и улучшение качества 
представления данных на карте. По завершению обучения, каждый нейрон на карте 
будет представлять определенный класс или категорию, а распределение нейронов 
на карте будет отражать статистическую структуру данных.

3. ОПИСАНИЕ МЕТОДА

Для наглядного представления этапов дискриминантного анализа и их изменений 
приведены блок-схемы классического и нового варианта анализа.

Суть нового подхода заключается в том, чтобы обучить для каждого имеюще-
гося в обучающей выборке класса отдельную карту. Такой подход позволяет чет-
ко проследить, что каждая из них организуется на своих данных и какие образцы  
ей соответствуют. Это дает возможность проводить классификацию новых эмпири-
ческих наблюдений, опираясь на их близость к нейронам на каждой из обученных 
карт. Кроме того, такое разделение упрощает интерпретацию результатов и дает бо-
лее понятное представление о том, как классы представлены на карте.

Выбор главного параметра – размерности карты SOM – зависит от количества 
объектов в обучающей выборке и количества априорно известных классов. Так как 
в проведенном исследовании инициализация карты происходит случайными значе-
ниями из выборки, важно иметь достаточное количество нейронов, чтобы хорошо 
представить структуру данных. Анализ итоговой статистики при переборе различ-
ных значений размера карты показал, что лучший результат соответствует использо-
ванию 5–12 нейронов на каждый класс. При выборе размерности карты SOM следует 
учитывать этот критерий, чтобы достичь баланса между адекватностью результатов 
анализа и ресурсоемкостью.
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Рис. 2. Блок-схемы для классического и нового варианта дискриминантного анализа

После обучения всех карт можно перейти к определению вероятностей принад-
лежности объекта к конкретному классу. Для этого используется тестовая выборка 
значений каждого априорного класса. Для объекта тестовой выборки вычисляется 
евклидово расстояние до выигравшего нейрона на соответствующей этому объекту 
карте. После вычисления расстояний до выигравших нейронов для каждого класса на 
основе этих расстояний строится гистограмма. Количество её интервалов группиров-
ки определяется правилом Стёрджеса – это эмпирическое правило для определения 
оптимального количества интервалов, на которые следует разбить диапазон значе-
ний случайной величины при построении гистограммы плотности её распределения: 

21 log ,= +n N

где N – общее число наблюдений величины, … – целая часть числа..
Гистограмма дает графическое представление распределения значений расстоя-

ний для каждого класса. Частоты попадания в интервалы группировки нормируются 
таким образом, чтобы сумма для каждого класса составляла единицу. Нормирование 
гистограммы позволяет получить вероятностное распределение принадлежности 
объектов к классам.

Для оценки работы классификатора на объекте из тестовой выборки необходи-
мо вычислить расстояния для каждой карты между этим объектом и выигравшими 
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нейронами. Затем, используя построенные гистограммы, можно определить вероят-
ностную оценку принадлежности объекта к каждому из известных классов. После 
нормировки получаются значения, которые отражают степень близости объекта к ка-
ждому классу – эти вероятностные оценки позволяют понять, к какому классу более 
или менее вероятно принадлежит объект. Принадлежность определяется максималь-
ной вероятностью.

4. ИЛЛЮСТРАЦИЯ РАБОТЫ АЛГОРИТМА

Для иллюстрации применения нового подхода была использована традиционная 
для курсов многомерного статистического анализа выборка ирисов Фишера, содер-
жащая информацию о трех видах цветков. Она состоит из набора измерений четырех 
признаков: длины и ширины чашелистиков и лепестков. Каждый образец в выборке 
имеет соответствующую метку класса, обозначающую вид ириса: setosa, versicolor 
или virginica. Это позволяет проводить классификацию ирисов на основе их харак-
теристик.

Сначала было обучено 3 карты Кохонена: карта для класса setosa обучается только 
на образцах этого класса, карта для класса versicolor – только на образцах versicolor, 
и аналогично для карты класса virginica. Размерность каждой карты составила 3,  
то есть 9 нейронов на карту.

Для получения гистограмм был проведен анализ 3 тестовых выборок – выборка 
каждого класса проверялась на соответствующей ей карте. В результате чего получе-
ны расстояния до выигравших нейронов на каждой карте, по которым были построе-
ны гистограммы. Затем они нормируются.

Рис. 3. Диаграммы для классов setosa, versicolor, virginica

Исходя из полученной статистики, можем определить правильно ли объект был 
отнесен к классу, ведь в тестовой выборке мы знаем, к какому классу он действитель-
но принадлежит. Результаты представлены в виде матрицы классификаций.
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где столбцы – реальные классы объектов из тестовой выборки,
строки – определенные предложенным методом классы.

Полный алгоритм, примененный к ирисам Фишера, реализован на языке про-
граммирования Python. После неоднократных выполнений программы, изменений 
параметров карт и их размеров стало ясно, что алгоритм выполняет поставленную 
задачу строго не хуже, а, как правило, лучше (зависит от случайной инициализации 
нейронов) дискриминантного анализа Фишера. Помимо определения класса поступа-
ющего на вход объекта, программа даёт оценку вероятности принадлежности к этому 
и другим классам.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье представлен новый непараметрический вариант дискриминантного ана-
лиза, особенностями которого являются:
•	 использование для выбора классов самоорганизующихся карт Кохонена;
•	 получение вероятностной оценки принадлежности к классам;
•	 устойчивость к выбросам в эмпирических данных.

Преимуществом разработанного подхода является отсутствие априорных предпо-
ложений о распределении исследуемых эмпирических данных.
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