


МОДЕЛИРОВАНИЕ И  
АНАЛИЗ ДАННЫХ

НАУЧНЫЙ ЖУРНАЛ

2025 • Том. 15 • № 4

MODELLING AND  
DATA ANALYSIS

SCIENTIFIC JOURNAL

2025 • Vol. 15 • № 4
Московский государственный  
психолого-педагогический университет 
Moscow State University  
of Psychology & Education  



Моделирование и анализ данных
Главный редактор:
Л.С. Куравский	 ФГБОУ ВО МГППУ, Россия
Заместители главного редактора:
С.Д. Кулик	 МИФИ, Россия
А.В. Пантелеев	 МАИ, Россия
Н.И. Сельвесюк  	 ФАУ ГосНИИАС, Россия

Редакционный совет
Председатель редакционного совета:
Г.Г. Амосов	 МИАН,  Россия 
Члены редакционного совета:
В.А. Барабанщиков   	 ФГБОУ ВО МГППУ, Россия 
Питер Бентлер	 Калифорнийский университет 
	 Лос-Анджелеса, США
А.В. Горбатов	 МИСиС, Россия
Л.С. Куравский	 ФГБОУ ВО МГППУ, Россия
Леонид Либкин 	 Эдинбургский университет, 
	 Великобритания
А.А. Марголис	 ФГБОУ ВО МГППУ, Россия
В.В. Рубцов	 ФГБОУ ВО МГППУ, Россия
Д.В. Ушаков	 ИП РАН, Россия
Девид Фрэнсис	 Университет Хьюстона, США
Редакционная коллегия:
К.К. Абгарян	 ФИЦ ИУ РАН, Россия
Г.Г. Амосов	 МИАН,  Россия 
М.В. Воронов	 ФГБОУ ВО МГППУ, Россия
Е.Л. Григоренко	 МГУ им. М.В. Ломоносова, 
	 Россия; Йельский университет, 
	 США
В.К. Захаров	 МГУ им. М.В. Ломоносова, 
	 Россия
А.И. Кибзун	 МАИ, Россия
Леонид Либкин 	 Эдинбургский университет, 
	 Великобритания
Е.В. Ляпунцова	 МГТУ им. Н.Э. Баумана, 	
	 Россия 
В.Р. Милов	 НГТУ им. Р.Е. Алексеева, 
	 Россия
А.В. Наумов	 МАИ, Россия
Д.Л. Ревизников	 МАИ, Россия
Холлинг Хайнц	 Университет Мюнстера, 
	 Германия
Девид Фрэнсис	 Университет Хьюстона, 
	 США
К.В. Хорошенков	 Брэдфордский университет, 
	 Великобритания
Г.А. Юрьев	 ФГБОУ ВО МГППУ, Россия

Моделирование и анализ данных
Учредитель и издатель ФГБОУ ВО МГППУ 
Издается с 2011 года. Периодичность: 4 раза в год.
Свидетельство регистрации СМИ: ПИ № ФС77-66444 
Дата регистрации: 14.07.2016
Формат: 70×100/16
Все права защищены. Название журнала, логотип, 
рубрики, все тексты и иллюстрации являются 
собственностью ФГБОУ ВО МГППУ и защищены 
авторским правом. Перепечатка материалов и 
использование иллюстраций допускается только с 
письменного разрешения редакции.

 ФГБОУ ВО «Московский государственный 
психолого-педагогический университет», 2025, № 4

Modelling and Data Analysis
Editor-in-Chief:
L.S. Kuravsky 	 MSUPE, Russia
Deputy Editors-in-Chief:
S.D. Kulik		     MEPhI, Russia
A.V. Panteleev 	 MAI, Russia
N.I. Selvesyuk  	 GosNIIAS, Russia

The Editorial Council
Chairman of the Editorial Council:
G.G. Amosov	 MI RAS, Russia
The Members of the Editorial Council:
V.A. Barabanschikov	 MSUPE, Russia
Peter Bentler 	 University of California,  
	 USA
A.V. Gorbatov 	 MISIS, Russia
L.S. Kuravsky 	 MSUPE, Russia
Leonid Libkin 	 University of Edinburgh,  
	 UK 
A.A. Margolis	 MSUPE, Russia
V.V. Rubtsov 	 MSUPE, Russia
D.V. Ushakov	 IP RAS, Russia
David Francis 	 University Of Houston, USA
The Editorial Board:
K.K. Abgaryan	 IU RAS, Russia
G.G. Amosov	 MI RAS, Russia
M.V. Voronov	 MSUPE, Russia
E.L. Grigorenko	 Lomonosov Moscow State
	 University, Russia; 
	 Yale University, USA
V.K. Zakharov	 Lomonosov Moscow State
	 University, Russia
A.I. Kibzun 	 MAI, Russia
Leonid Libkin 	 University of Edinburgh, 
	 UK 
E.V. Lyapuntsova  	 BMSTU, Russia

V.R. Milov 	 NNSTU n.a. R.E. Alekseev, 
	 Russia
A.V. Naumov 	 MAI, Russia
D.L. Reviznikov 	 MAI, Russia
Holling Heinz 	 University Of Münster, 
	 Germany
David Francis 	 University Of Houston,  
	 USA
K.V. Horoshenkov 	 University of Bradford,  
	 UK
G.A. Yuryev	 MSUPE, Russia

Modelling and Data Analysis 
Founder & publisher MSUPE
Frequency: since 2011
Published: 4 times a year
The mass medium registration certificate:  
PN № ФС77-66444.
From: 14.07.2016
Format: 70×100/16
All rights reserved. Journal title, logo, rubrics,  
all texts and images are the property of MSUPE and 
copyrighted. Using reprints and illustrations is allowed 
only with the written permission of the publisher.

 MSUPE, 2025, no. 4



3

Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4).  
Содержание
ISSN: 2219-3758 (печатный)
ISSN: 2311-9454 (online)

Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4).
Contents

ISSN: 2219-3758 (print)
ISSN: 2311-9454 (online)

СОДЕРЖАНИЕ

АНАЛИЗ ДАННЫХ 

Куравский Л.С., Одинцов Д.А., Михайловский М.А.  
Эволюционные алгоритмы  
подбора запросов и проверки корректности  
ответов интеллектуальных ассистентов............................................................................7
Орищенко В.А. 
Трансформеры в задачах прогнозирования  
временных рядов: теоретические основы архитектуры................................................27

МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ

Базилевский М.П. 
Отбор назначенного числа  
наиболее сочетающихся при переключении  
методов оценивания параметров линейной регрессии.................................................38
Лисовский О.Р. 
Разработка тестов создания виртуальных  
машин с различными параметрами виртуального процессора....................................58
Татаренко М.Н.
Применение методов линейного  
программирования для автоматизированного  
планирования персонализированных тренировочных программ................................71
Титеев А.М. 
Оптимизация процесса создания автотестов веб-приложений  
с использованием LLM и структурного анализа HTML...............................................87
ЧИСЛЕННЫЕ методы
Камчиев Н.А., Ибрагимов Д.Н. 
Анализ сложности алгоритма  
решения задачи быстродействия для линейных  
дискретных систем с линейными ограничениями.......................................................104

МЕТОДИКА ПРЕПОДАВАНИЯ

Куланин Е.Д., Степанов М.Е.
Алгебраические кривые высших  
порядков в преподавании высшей математики.  
Методы построения алгебраических кривых...............................................................122



4

Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4).  
Содержание
ISSN: 2219-3758 (печатный)
ISSN: 2311-9454 (online)

Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4).
Contents

ISSN: 2219-3758 (print)
ISSN: 2311-9454 (online)

Митин А.И. 
О математической подготовке студентов-«гуманитариев»........................................138

КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ 

Поляков Б.Ю. 
Семантический анализ результатов выполнения тестовых заданий.........................156



5

Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4).  
Содержание
ISSN: 2219-3758 (печатный)
ISSN: 2311-9454 (online)

Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4).
Contents

ISSN: 2219-3758 (print)
ISSN: 2311-9454 (online)

CONTENTS
DATA ANALYSIS

Kuravsky L.S., Odintsov D.A., Mikhailovsky M.A. 
Evolutionary algorithms to generate  
prompts and verify responses of intelligent assistants..........................................................8
Orishchenko V.A. 
Time series forecasting  
using transformer architecture variants...............................................................................28

OPTIMIZATION METHODS

Bazilevskiy M.P.
Selection a fixed number  
of the most compatible methods for estimating  
linear regression parameters when switching.....................................................................39
Lisovskiy O.R. 
Development tests of creating virtual  
machines with different virtual processor parameters........................................................59
Tatarenko M.N.
Application of linear  
programming methods for automated  
planning of personalized training programs.......................................................................72
Titeev A.M. 
Optimizing web application test  
automation using LLM and structural HTML analysis......................................................88
NUMERICAL METHODS
Kamchiev N.A., Ibragimov D.N.
Analysis of the complexity of the algorithm  
for solving the time-optimization problem for linear  
discrete-time systems with linear constraints...................................................................105

METHOD OF TEACHING

Kulanin Y.D., Stepanov M.E.
Algebraic curves of higher  
orders in teaching higher mathematics.  
Methods of constructing algebraic curves........................................................................123



6

Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4).  
Содержание
ISSN: 2219-3758 (печатный)
ISSN: 2311-9454 (online)

Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4).
Contents

ISSN: 2219-3758 (print)
ISSN: 2311-9454 (online)

Mitin A.I. 
About mathematical preparation of students of “humanities”..........................................139

SHORT MESSAGES

Polyakov B.Y. 
Semantic analysis of test responses using synthetic data generation................................157



Моделирование и анализ данных  
2025, 15(4), 7—26.  
https://doi.org/10.17759/mda.2025150401  
ISSN: 2219-3758 (печатный)
ISSN: 2311-9454 (online)  

Modelling and Data Analysis
2025, 15(4), 7—26. 

https://doi.org/10.17759/mda.2025150401  
ISSN: 2219-3758 (print)

ISSN: 2311-9454 (online) 

7

© Куравский Л.С., Одинцов Д.А., Михайловский М.А., 2025

АНАЛИЗ ДАННЫХ  DATA ANALYSIS

Научная статья | Original paper

УДК 004.891:159.9.072.53

Эволюционные алгоритмы подбора 
запросов и проверки корректности ответов 

интеллектуальных ассистентов

Л.С. Куравский, Д.А. Одинцов, М.А. Михайловский
Московский государственный психолого-педагогический университет
Москва, Российская Федерация 
 l.s.kuravsky@gmail.com

Резюме
Созданы средства работы с  интеллектуальными ассистентами (в  частности, 
с  ChatGPT и  DeepSeek). Представлен новый математический аппарат, 
специальные алгоритмы и  программные средства, позволяющие проверять 
корректность содержания ответов интеллектуального ассистента и генерировать 
запросы по  аннотации (краткому описанию ответа на  запрос). Фактически 
эти средства позволяют заменять промпт-инженера или, по  крайней 
мере, автоматизировать его работу. Решение указанных задач опирается 
на эволюционные алгоритмы, обеспечивающие генерацию последовательности 
запросов, организованных по  специальной логической схеме, и  включающие 
как компонент квазигенетический алгоритм с  операциями псевдокроссовера 
и  псевдомутации, с  последующим анализом ответов интеллектуального 
ассистента методами многомерного статистического анализа. Поиск 
приемлемого результата, в котором активно задействован сам интеллектуальный 
ассистент, представляет собой сходящийся к заданному решению итерационный 
процесс. Применяемый подход обоснован и проиллюстрирован примерами 
использования для решения психологических задач. Статья предназначена для 
программистов и математиков, работающих с большими языковыми моделями.

Ключевые слова: интеллектуальный ассистент, большая языковая модель, 
искусственный интеллект, эволюционный алгоритм, квазигенетический 
алгоритм, промпт-инженер, многомерное шкалирование, психология
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Evolutionary algorithms to generate prompts  
and verify responses of intelligent assistants

L.S. Kuravsky, D.A. Odintsov, M.A. Mikhailovsky
Moscow State University of Psychology and Education, Moscow, Russian Federation
 l.s.kuravsky@gmail.com

Abstract
Tools for working with intelligent assistants (in  particular, with ChatGPT and 
DeepSeek) have been developed. A  new mathematical framework, specialized 
algorithms, and software, which allow for validating the content of intelligent 
assistant responses and generating prompts based on annotations (brief descriptions 
of the responses to prompts), have been presented. These tools make it possible to 
replace a prompt engineer or, at least, automate his work. The solution in use is based 
on the evolutionary algorithms which generate a  sequence of prompts organized 
according to a  specific logical scheme and include a  quasi-genetic algorithm with 
pseudo-crossover and pseudo-mutation operations, followed by analysis of the 
intelligent assistant’s responses with the aid of multivariate statistical analysis 
methods. The search for an acceptable result, in which the intelligent assistant itself 
is actively involved, is an iterative process converging toward a  given solution.  
The applied approach is justified and illustrated by examples of its use for solving 
psychological problems. The article is intended for programmers and mathematicians 
working with the large language models.

Keywords: intelligent assistant, large language model, artificial intelligence, 
evolutionary algorithm, quasi-genetic algorithm, prompt engineering, metric 
multidimensional scaling, psychology

For citation: Kuravsky, L.S., Odintsov, D.A., Mikhailovsky, M.A. (2025). Evolutionary 
algorithms to generate prompts and verify responses of intelligent assistants. Modelling and 
Data Analysis, 15(4), 7—26. (In Russ.). https://doi.org/10.17759/mda.2025150401

Введение

В  настоящее время количество пользователей интеллектуальных ассистентов 
(как сейчас принято говорить, «искусственного интеллекта» — ИИ или «нейрон-
ных сетей») растёт лавинообразно. Значительная часть таких пользователей, не имея 



Куравский Л.С., Одинцов Д.А., Михайловский М.А. (2025) 
Эволюционные алгоритмы подбора запросов и проверки  
корректности ответов интеллектуальных ассистентов
Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4), 7—26.

Kuravsky, L.S., Odintsov, D.A., Mikhailovsky, M.A. (2025)
Evolutionary algorithms to generate prompts  

and verify responses of intelligent assistants
Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4), 7—26.

9

ни математической подготовки, ни  опыта программирования, декларирует себя про-
двинутыми специалистами по ИИ. В результате создаются проблемы, обусловленные 
попытками некорректного применения доступных интеллектуальных средств, сомни-
тельной интерпретацией и  практическим использованием полученных результатов, 
а также вводящими в заблуждение пафосными заявлениями без реального содержания.

Это делает актуальным создание средств поддержки пользователя при работе с ин-
теллектуальными ассистентами (ИА), в первую очередь, актуальна разработка средств 
автоматизации работы промпт-инженеров, обеспечивающих подготовку запросов к ИА.

В целом, результат взаимодействия субъекта с ИА определяется двумя факторами:
	� семантическим содержанием запросов или других текстов, предъявляемых ИА;
	� интеллектуальными возможностями самого ИА, которые могут варьироваться 
в широких пределах.
Неопределённость интерпретации семантического содержания запросов или дру-

гих релевантных текстов, а также известная непредсказуемость реакции ИА на за-
просы затрудняют применение математического аппарата, требуя его существенной 
адаптации для нового контекста применения. В этой работе сделана одна из первых 
попыток такой адаптации. Для обеспечения компактного описания применяемых ал-
горитмов разработана специальная нотация.

Генерация правдоподобной, но  неверной информации, называемая «галлюци-
нацией», пока является проблемой, сопровождающей практическое использование 
ИА. В частности, хорошо известно, что ИА может обосновать утверждения, взаим-
но отрицающие друг друга, если получит соответствующий запрос. Исключение со-
ставляют только строго обоснованные или очевидные наблюдаемые факты. Поэтому 
актуальным становится поиск инструментов, которые могут объективно оценивать 
корректность формулировок, вычисленных с помощью ИА.

Проблемы, рассмотренные в  этой работе, стали особенно актуальными после 
2020 года (Николенко и др., 2020), поэтому релевантных публикаций на тему автома-
тизации работы с ИА и устранения проблемы «галлюцинаций» относительно немно-
го. Среди подходов, внушающих умеренный оптимизм, диалоговые методы, среди 
которых — «игра в дебаты» («Debate Game») (Irving и др., 2025) и генерация цепо-
чек проверки (Chain-of-Verification Method) (Shehzaad и др., 2025), обеспечивающая 
устранение «галлюцинаций» путём запросов на обдумывание ИА собственных отве-
тов и их самокоррекции. Однако эти подходы не опираются на значимый математи-
ческий аппарат и безнадёжно далеки от полезного практического применения.

В этой работе представлены алгоритмы для решения двух задач:
	� генерации запросов, для которых аннотации (краткие описания ответов на  за-
прос) наиболее близки к заданному описанию (решение обеспечивается эволюци-
онным алгоритмом подбора запросов);

	� проверки корректности ответов интеллектуального ассистента (решение обеспе-
чивается эволюционным алгоритмом проверки корректности ответов ИА, или 
«алгоритмом маятника»).
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Основными компонентами указанных выше алгоритмов, определяющими вычис-
ляемый результат, являются вновь разработанный квазигенетический алгоритм, обе-
спечивающий выполнение расширения множества запросов, и  метод многомерного 
метрического шкалирования, строгое описание которого относительно редко встреча-
ется в публикациях. Квазигенетический алгоритм построен по аналогии с известным 
генетическим алгоритмом (Емельянов и др., 2003), применяемым для решения задач 
оптимизации и, в частности, для обучения нейронных сетей, с заменой операций крос-
совера и мутации на выполняемые ИА операции псевдокроссовера и вариации, близ-
кие по контексту применения, но принципиально другие по содержанию.

Основной принцип, реализуемый в применяемом подходе к решению задач, заклю-
чается в выполнении интеллектуальным ассистентом всех содержательных операций, 
связанных с извлечением количественных оценок из исследуемого материала, с после-
дующим анализом этих оценок, применяя методы многомерного статистического ана-
лиза, технику проверки статистических гипотез и другие математические инструменты.

Инструментальные средства, работающие на основе приведённых далее алгоритмов, 
программно реализованы на базе OpenAI API. Эти средства в пилотном режиме работали 
с текстами психологического содержания, продемонстрировав убедительные результаты.

Наиболее очевидные перспективы практического применения представленные 
алгоритмы имеют там, где используются понятия со значительной вариативностью 
в интерпретации: в психологии, социологии, искусствоведении и других гуманитар-
ных областях (Shoham и др., 2009; Николенко и др., 2020).

Статья предназначена для программистов, создающих средства для работы 
с большими языковыми моделями, и математиков, разрабатывающих методы практи-
ческого использования возможностей искусственного интеллекта.

Применяемая нотация и основные понятия

Рис. 1. Эволюционный алгоритм подбора запросов для ИА:  
операции над элементами метрических пространств

Fig. 1. Evolutionary prompt-selection algorithm for an intelligent assistant:  
operations on elements of metric spaces
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X — множество запросов к ИА, Y — множество ответов ИА на запросы из мно-
жества X, Z — множество сгенерированных ИА аннотаций из множества Y. X, Y, 
Z — метрические пространства с квазирасстояниями xπ , yπ , zπ  (вычисленными для 
пар элементов пространств X, Y, Z, соответственно, которые вычисляются по запро-
сам для ИА и  представлены матрицами ( )χ … ) и  евклидовыми расстояниями xρ ,  

yρ , zρ  (вычисленными как результат многомерного шкалирования по  матрицам 
попарных квазирасстояний и представленными матрицами ( )ϑ …  (см. рис. 1). Ква-
зирасстояния xπ , yπ , zπ  могут не  удовлетворять аксиомам расстояний (Колмого-
ров, Фомин, 2023), а  расстояния xρ , yρ , zρ  этим аксиомам удовлетворяют. Таким 
образом, метрика пространств X, Y и  Z определяется евклидовыми расстояниями, 
вычисляемыми в  результате многомерного шкалирования квазирасстояний между 
нечисловыми объектами, определяемыми с помощью ИА. Многомерное шкалирова-
ние обеспечивает фильтрацию несогласованностей в оценках квазирасстояний и пе-
реход от квазирасстояний к согласованным между собой расстояниям (Borg, Groenen, 
2005; Cox T, Cox M, 2001; Morrison, 1976; Rao, 1973).

Полагая возможности ИА по  генерации запросов x ∈ X  и  ИА-отображений 
( ){ } 

x
xϕ

∈X
 и  ( ){ }y

yψ
∈Y

 фактически неограниченными, метрические пространства X, 
Y и Z можно рассматривать как полные.

X, Y и Z также используются как пространства шкалирования. Под расстояниями 
далее понимаются евклидовы расстояния. Квазирасстояния представляются значени-
ями из числового отрезка [0;1] и вычисляются для заданных пар элементов метри-
ческих пространств X, Y и Z с помощью ИА как результаты запросов на сравнение 
элементов, входящих в заданные пары. Значение 1 соответствует полному совпаде-
нию содержания сравниваемых элементов, значение 0 — его полному несовпадению 
(очевидно, что результат сравнения неоднозначен и  определяется особенностями 
применяемых ИА). В запросах к ИА явно указывается требование сделать сравнение 
предъявляемых элементов, выразив результат вещественным числом из интервала.

ИА-образы ( ) y xϕ=  и  ( )z yψ= , где x ∈ X , y ∈ Y . Функции ( )xϕ  и  ( )yψ  реали-
зуются ИА на элементах пространств X и Y. Отображения ( ) y xϕ=  и  ( )z yψ=  обеспе-
чивают вычисление, соответственно, ответа на запрос x  и аннотации y  с помощью ИА.

( )1x yϕ −=  и  ( )1y zψ −=  — прообразы z  ∈ Z  и  y ∈ Y , которые определяются только 
для уже вычисленных образов (указанные прообразы сохраняются для уже вычис-
ленных образов).

z+ ∈ Z  — заданная аннотация (краткое описание ответа на запрос).
*z ∈ Z  — текущее приближение к аннотации. 

Операции в метрическом пространстве X:
	• ( )xτ X  — результат определения окрестности запроса x, составленный из элемен-

тов множества X ;
	• ( )η M  — результат вычисления медианы Кемени для заданного множества 

∈M X : ( ) ( )arg min ,xx
r

x rη ρ
∈

∈

= ∑M
M

M  (т.е. определение усреднённого элемента этого 
множества);

	• ( )χ M  — результат вычисления матрицы ( ),ij i jm mπ π= , где ,j km m ∈M , 
, 1, ,i j n= … , попарных квазирасстояний для n  элементов заданного множества 
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⊆M X  с помощью ИА c сохранением уже сформированных взаимных расстоя-
ний для ранее помеченных элементов M;

	• ( )χ − M  — результат вычисления матрицы ( ),ij i jm mπ π= , где ,j km m ∈M, 
, 1, ,i j n= … , попарных квазирасстояний для n  элементов заданного множества 

⊆M X  с помощью ИА без сохранения уже сформированных взаимных расстоя-
ний для ранее помеченных элементов M;

	• ( ) iµ G — результат расширения множества G  с  матрицей попарных квазирас-
стояний ( ),jk j kg gπ π= , где ,j kg g ∈G , путём применения квазигенетического 
алгоритма на  его i-й итерации ( i  =1,2,…); элементы множества G  — аналоги 
«хромосом» в классическом генетическом;

	• ( )( )ϑ Ð M  — матрица взаимных расстояний ( ),ij i jg gρ ρ= , где ,j kg g ∈M , 
, 1, ,i j n= … , для n  элементов заданного множества M , полученная в результате мно-

гомерного шкалирования матрицы попарных квазирасстояний ( ),ij i jm mπ π= =Ð ,  
где ,j km m ∈M ; многомерное шкалирование обеспечивает фильтрацию несогла-
сованностей оценок взаимных квазирасстояний xπ , yπ , zπ  для пар элементов 
пространств X, Y, Z и переход от квазирасстояний к соответствующим им рассто-
яниям xρ , yρ , zρ ; после выполнения этой операции элементы, прошедшие мно-
гомерное шкалирование, помечаются с целью фиксации расстояний между ними 
на последующих шагах алгоритма;

	• ( ),k i jx U x x= , ( ),k i jx V x x= , ( ) k ix N x=  — выполняемые с  помощью ИА опе-
рации псевдокроссовера в  пространстве X ( , , )i j kx x x ∈ X , где U  — обобщение 
содержания двух заданных текстов, V  — выделение совпадающего содержания 
из двух заданных текстов, N  — отрицание содержания заданного текста;

	• ( )kx xδ=  — операция псевдомутации (вариации) заданного текста;
	• i ⊆X  X  — подмножество пространства X , вычисленное на i-й итерации алго-

ритма генерации запросов;
	• ( )iγ X  — результат применения операций псевдокроссовера U , V  и  N , а также 

псевдомутации δ  к множеству iX ;
	• ( )ù ( )i i iγ= ∪X X X , ( )ù ( ), iϕ X  ( )( )ù ( ), iψ ϕ X  — расширение множества запро-

сов iX  путём объединения этого множества и дополнения ( )iγ X , а также соот-
ветствующие ему расширения множеств ( )i iϕ=Y X  и  ( )i iψ=Z Y ;

	• 0X  — множество базовых запросов по заданной теме;
	• i++ и j++ — увеличение индексов i и j на единицу;
	• ε  — малое положительное вещественное число;
	• 1α <  — положительное вещественное число;
	• I  — порождающий запрос для алгоритма маятника;
	• it  — исследуемый ИА содержательный материал (текст или текст с иллюстраци-

ями) на i-й итерации алгоритма маятника ( i  =0,1,2,…);
	• iT +  — множество содержательных материалов, согласующихся по  содержанию  

с  0t  на i-й итерации алгоритма маятника ( i  =0,1,2,…);
	• iT −  — множество содержательных материалов, отрицающих содержание 0  t  

на i-й итерации алгоритма маятника ( i  =0,1,2,…);

П

П

ω ω ω
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	• ( )ζ R  — центроид объектов, взаимные расстояния между которыми представле-
ны матрицей взаимных расстояний R  (координаты центроида получаются путём 
усреднения координат указанных объектов вдоль каждой из  осей пространства 
шкалирования);

	• ( )Ω R  — дисперсия расстояний объектов, взаимные расстояния между которыми 
представлены матрицей взаимных расстояний R , до центроида ( )ζ R ;

	• maxN  — натуральное число.

Эволюционный алгоритм подбора запросов для ИА

Задача формулируется следующим образом.
Дано: 0X  — множество базовых запросов по  заданной теме; z+  — заданная 

аннотация.
Найти: ( )( )( )* arg min( ,zx

x g f x zρ +=
(т.е. найти запрос *x , аннотация к ответу, на который наиболее близка к заданному 
описанию z+ ).

Алгоритм решения:
1.	 Задать множество базовых запросов 0X . 0i = . ( ){ } ( )

0
0 0 xϕ ϕ

∈
= =

x X
Y X   

и  ( ){ }
0

0 yψ
∈

= =
y Y

Z  ( )0ψ Y  для всех элементов множеств 0X  и  0Y . ( )*
0 0z η= Z .

2.	 Если 0i > , то  вычислить ИА-отображения ( ){ } ( ) 
i

i ixϕ ϕ
∈

= =
x X

Y X   
и  ( ){ }

i
i yψ

∈
= =

y Y
Z  ( )iψ Y  для всех элементов множеств iX  и  iY .

3.	 Найти медиану Кемени ( )ix η= Xi  и  образы её отображений ( ) i iy xϕ=   
и  ( )i iz yψ= .

4.	 Вычислить расширение ( )ù ( ) , i i iµ=X X применив квазигенетический алгоритм.
5.	 Вычислить матрицы ( )ù ( )iχ X , ( )( )ù ( ) iχ ϕ X и ( )( )( )ù ( )iχ ψ ϕ X .
6.	 Вычислить ( )( )ù ( )iϑ χ X , ( )( )( )ù ( ) iϑ χ ϕ X и ( )( )( )( )ù ( )iϑ χ ψ ϕ X , пометив  

полученные взаимные расстояния между элементами множеств iX , iY  и  iZ .
7.	 Найти медиану Кемени ( )ù ( )iη X .
8.	 Определить окрестность запроса , используя взаимные расстоя-

ния, определяемые матрицей ( )( )ù ( )iϑ χ X ;
9.	 Вычислить ИА-отображения  

для всех элементов окрестности запроса .
10.	Проверить условие ( )( )( ) ( ) ( )  z ( z & ( z, , ))i i i i z z iz z z z zρ αρ+ +∃ ∈ ∀ ∈ ≠ <Z Z . Если 

условие выполнено, то  ( ) ( ) ( ) ( ){ }*
1  z

arg min z, : ( )(  & ( , , )i z i i i z z iz z z z z z z z zρ ρ αρ+ + +
+ = ∀ ∈ ≠ <Z

( ) ( ) ( ) ( ){ }*
1  z

arg min z, : ( )(  & ( , , )i z i i i z z iz z z z z z z z zρ ρ αρ+ + +
+ = ∀ ∈ ≠ <Z , удалить заданную относительную часть элементов ( ) ( ){ }*

1: , ,d i i z i z iz z z z zρ ρ+ +
+= ∈ >Z Z  

( ) ( ){ }*
1: , ,d i i z i z iz z z z zρ ρ+ +

+= ∈ >Z Z и  их прообразов ( )1
nd ndϕ −=X Y  и  ( )1 \nd i dψ −=Y Z Z  

и переход к шагу 11, иначе переход к шагу 4.
11.	Вычислить ( )( )* 1 1 *

1 1i ix zϕ ψ− −
+ += .

12.	Если ( )*
1,z iz zρ ε+

+ < , то  * *
1ix x +=  и останов, иначе переход к шагу 13.

13.	 ( )*
1 1i ixτ+ += XX .

14.	i++.
15.	Переход к шагу 2.

ω
ω ω ω

ωωω

ω

ω

= argmin

argmin
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Квазигенетический алгоритм для выполнения расширения множества запро-
сов при выполнении операций µi(G)
1. 	 Задать множество базовых запросов 0X . j=0.
2.	 Проверить условие ( ) ( )( ) ( )( )( )( ( , (  , )j z z jx x z zρ ψ ϕ ρ ψ ϕ η+ +∈ <X X . Если усло-

вие выполнено, то переход к шагу 3, иначе останов.
3.	 Квазигенетический отбор элементов множества jX  на итерации j по «правилу ру-

летки» с использованием в качестве функции качества расстояния ( )( )( ,z x zρ ψ ϕ + ,  
где jx ∈ X

4.	 Формирование дополнения ( )jγ X  к множеству jX  путём применения к элементам 
множества jX  операций псевдокроссовера U , V  и  N , а также псевдомутации δ .

5.	 Объединение множества запросов jX , соответствующего итерации j, и дополне-
ния ( )jγ X : ù ( )j j= ∪X X  ( )jγ X .

6.	 j++.
7.	 Переход к шагу 2.

Рассмотрим преобразование , определяемое шагом 10 приве-
дённого выше эволюционного алгоритма. Согласно условию выбора, указан-
ному в  описании шага 10, ( ) ( )* *

z i 1 z iñ z ,z áñ z ,z+ +
+ < . Верно утверждение о  том, 

что последовательность { }*
j j

z  сходится к  z+  в  пространстве Z . Действительно, 
( ) ( ) ( )* * j *

z j z j 1 z 0ñ z ,z áñ z ,z á ñ z ,z+ + +
−< < …< . Так как á 1< , то  величина ( )*

z jñ z ,z+  
при достаточно больших  j  сколь угодно мала при ( )*

z 0ñ z ,z 0+ >  и равна нулю при 
( )*

z 0ñ z ,z 0+ = . Поэтому, в метрике пространства Z, z+ = lim zj
*.

Приведённая версия эволюционного алгоритма продемонстрировала хорошую схо-
димость к искомому результату. Однако в малой окрестности заданного описания z+ 
расстояние ( )* ,z jz zρ +  может сходиться не к нулю, а к малому положительному числу, 
что обусловлено ограниченной вариативность результатов псевдокроссовера, задан-
ного операциями U ,V и N. В этом случае следует либо расширить набор операций 
псевдокроссовера, повысив вариативность его результатов, либо заменить условие 
останова ( )*

1,z iz zρ ε+
+ <  на шаге 12 эволюционного алгоритма на частный случай ус-

ловия Коши для сходимости числовых последовательностей: ( )* *
1, z i iz zρ ε+ < .

Сходимость вычислительной процедуры определяется условием, указанным 
на шаге 10 её описания, результат проверки которого, в свою очередь, зависит от се-
мантического содержания запросов, предъявляемых ИА, и  интеллектуальных воз-
можностей самого применяемого ИА.

Эволюционный алгоритм проверки корректности ответов ИА

Основной тезис: корректные по содержанию ответы на запросы ИА значимо 
лучше согласованы между собой, чем ответы, некорректные по содержанию.

Избегая философских дискуссий на  тему «Что такое истина?», будем полагать, 
что утверждения, которые на  практике подтверждаются результатами наблюде-
ний, лучше согласуются друг с  другом, чем их отрицания. Или, другими словами, 

ρ

ρ
ρρ

ρ

αρz

ααρz αjρz

ω

j→∞
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применяется косвенная оценка корректности: полагается, что лучше согласованные 
по содержанию формулировки более правдоподобны, чем менее согласованные. Будем 
называть это утверждение тезисом о согласованности. Количественной мерой согла-
сованности служит дисперсия ИА-образов ответов в метрическом пространстве. Зна-
чимость различий дисперсий устанавливается путём проверки стандартной нулевой 
гипотезы с помощью F-теста. Необходимый для анализа содержательный материал 0t  
либо получается в ответ на порождающий запрос I , либо задаётся непосредственно.
1.	 Получить необходимый для анализа содержательный материал 0t  в ответ на по-

рождающий запрос I  или задать 0t  непосредственно. i=0. 0 0 T t+ = . 0 T − = ∅ .
2.	 i++.
3.	 Вычислить ( )1i it N t −= .
4.	 Если i — чётное, то  .
5.	 Вычислить .
6.	 Вычислить дисперсии ( )( )( )iTϑ χ+ − +Ω = Ω  и  ( )( )( )iTϑ χ− − −Ω = Ω .
7.	 При условии нормальности распределений расстояний до  центроидов 

( )( )( )  iTζ ζ ϑ χ+ − +=  и  ( )( )( )   iTζ ζ ϑ χ− − −= , проверить нулевую гипоте-
зу о  равенстве дисперсий +Ω  и  −Ω , используя F-тест для статистики /− +Ω Ω , 
если − +Ω > Ω , или для статистики /+ −Ω Ω , если − +Ω < Ω . Если нулевая гипотеза 
F-теста о  равенстве дисперсий не  отвергается и  maxi N< , то  переход к  шагу 2, 
иначе переход к шагу 8.

8.	 Если нулевая гипотеза о равенстве дисперсий отвергнута, то, если − +Ω > Ω , сде-
лать вывод о корректности исследуемого содержательного материала 0t , или, если 

− +Ω < Ω , сделать вывод о корректности отрицания исследуемого содержательного 
материала 0t , иначе считать корректность указанного материала неустановленной.
Для множеств корректных и  некорректных содержательных материалов с  по-

мощью статистики Уилкса и ассоциированной с ней F -статистики (Borg, Groenen, 
2005; Cox T, Cox M, 2001; Cramer,1999; Morrison, 1976; Rao, 1973) оценивается 
степень их дискриминации друг от друга. Если указанная дискриминация значима  
( 0,05p <  для указанной статистики), то вывод о корректности исследуемого содер-
жательного материала 0t  полагается надёжным, в противном случае следует прове-
сти дополнительный анализ содержательного материала 0t .

Сходимость рассматриваемой вычислительной процедуры определяется услови-
ем, указанным на шаге 7 её описания, результат проверки которого, в свою очередь, 
зависит от семантического содержания порождающего запроса к ИА (или исходного 
исследуемого содержательного материала) и интеллектуальных возможностей само-
го применяемого ИА.

В рамках процедуры генерации множеств iT +  и  iT −  в пространстве шкалирования, 
рассмотрим множество событий генерации утверждений и их отрицаний { } 1i i

ΓΤ

=
Γ = Γ .  

Будем говорить, что подмножества событий { } 1i i
ΟΤ

=
Ο = Ο ∈Γ  и  { } 1i i

ΦΤ

=
Φ = Φ ∈Γ  зако-

номерно связаны, если условные вероятности { }1 1
( | )i i

P Ο

Φ

Τ

Τ =
Ο Φ … Φ∪ ∪  достаточно 

велики, а именно: ( )1| 1iP δ
ΦΤΟ Φ … Φ ≥ −∪ ∪ , где 1δ  .

Ω

Ω
Ω

Ω Ω

Ω Ω Ω Ω Ω
Ω Ω

Ω Ω

Ω

Ω Ω Ω

Г TГ

To

To

TФ

Гi

Г Ф
Ф

Ф
Ф

Ф

ГОi

Оi
Оi

ФiО

TФ

TФ



Куравский Л.С., Одинцов Д.А., Михайловский М.А. (2025) 
Эволюционные алгоритмы подбора запросов и проверки  
корректности ответов интеллектуальных ассистентов
Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4), 7—26.

Kuravsky, L.S., Odintsov, D.A., Mikhailovsky, M.A. (2025)
Evolutionary algorithms to generate prompts  

and verify responses of intelligent assistants
Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4), 7—26.

16

Рис. 2. Алгоритм маятника: операции над элементами  
множества утверждений и множества отрицаний утверждений

Fig. 2. Pendulum algorithm: operations on elements of the set  
of statements and the set of their negations

Если предположить, что вероятности автономно рассматриваемых собы-
тий из  подмножеств Ο  и  Φ  для всех i  удовлетворяют неравенствам ( )iP εΟ ≤   
и  ( )iP εΦ ≤ , где 1ε  , то вероятность последовательного появления подмножеств 

Ф и  Ο  равна 1
1

( | )i
i

P
Ο

Φ

Τ

Τ
=

Ο Φ … Φ∏ ∪ ∪  ( )
1

i
i

P
ΦΤ

=

Φ∏  в  случае наличия закономерной 

связи и  ( )
1

i
i

P
ΟΤ

=

Ο∏  ( )
1

i
i

P
ΦΤ

=

Φ∏  в случае её отсутствия. Отношение второй из указан-

ных вероятностей к первой, которое можно назвать индексом закономерности, есть 
величина не менее высокого порядка малости, чем ε ΟΤ .

Таким образом, справедливо следующее утверждение о  балансе вероятностей: 
вероятность появления подмножеств событий О и Ф в случае наличия закономер-
ной связи в ε Ο−Τ  раз превышает вероятность появления тех же подмножеств в слу-
чае её отсутствия.

Указанное утверждение может интерпретироваться следующим образом: при до-
статочно больших TО даже разовое проявление некоторой закономерности фактически 
свидетельствует о её наличии, причём значение TО  может служить мерой надёжности 
такого вывода. Например, если TО  равно 3, а ε  равно 0,1, то вероятность наличия зако-
номерной связи примерно в 103 раз превышает вероятность её отсутствия.

В качестве событий, в частности, может рассматриваться нахождение множеств 
точек, представляющих утверждения и их отрицания, в определённых областях про-
странства шкалирования или распределение определённых конфигураций точек, 
соответствующих исследуемым классам признаков, по заданным областям этого про-
странства (Kuravsky, 2014; Kuravsky, Greshnikov и др., 2024; Kuravsky, Orishchenko 
и др., 2025; Куравский, Юрьев и др., 2024).


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Метод многомерного метрического шкалирования Торгерсона
Поскольку изложение этого метода в приведённых выше терминах не представ-

лено достаточно широко в публикациях, далее приводится описание одного из  его 
распространённых вариантов — классического метода многомерного шкалирования 
Торгерсона (Borg, Groenen, 2025; Cox T., Cox M., 2001; Morrison, 1976). Этот метод 
решает задачу размещения множества точек в  линейном евклидовом пространстве 
определённой размерности, представляющих элементы некоторого множества M, 
по заданной матрице попарных квазирасстояний между этими элементами.

Задача, не имеющая в общем случае единственного решения, заключается в том, 
чтобы по заданной матрице квазирасстояний  
для n  элементов заданного множества M  найти их координаты в линейном евкли-
довом пространстве размерности m n< , которым соответствует матрица евклидовых 
расстояний ( ),ij i jm mρ

 
, где , , , 1, ,j km m i j n∈ = …M , обеспечивающая наименьшее 

значение критерию 
2

1 1

n n

ij ij
i j

S π ρ
= =

= −∑∑ .

Алгоритм многомерного метрического шкалирования Торгерсона
1.	 Вычислить матрицу квадратов квазирасстояний 

2.	 Вычислить матрицу взаимных скалярных произведений (матрицу Грама) 
1
2

= −B JDJ , где 1 T

n
= −J I OO  — матрица двойного центрирования, I  — еди-

ничная матрица размера   n x n , O  — вектор-столбец из  n  единиц, TO  — вектор-
строка из  n  единиц (умножение на  матрицу J  центрирует матрицу, вычитая 
из каждого её элемента среднее по строке и среднее по столбцу и добавляя общее 
среднее).

3.	 Решить алгебраическую проблему собственных значений, вычислив спектральное 
разложение В = ЕТΛЕ, где Λ 1 2diag( , ,, nλ λ λ= …Ë ) — диагональная матрица соб-
ственных значений, упорядоченных по убыванию ( 1 2 0nλ λ λ≥ ≥ …≥ ≥ ), Е — ма-
трица соответствующих им собственных векторов, расположенных по столбцам.

4.	 Вычислить координатное представление n  элементов заданного множества M  
в линейном евклидовом пространстве размерности m n< , определив матрицу Х = 
=Λ1/2Еm, где Λ 1/2 1/2 1/2

1 2diag( , , , mλ λ λ= …Ë ) — диагональная матрица квадратных корней 
из m наибольших собственных значений матрицы B, упорядоченных по убыванию, 

mE  — матрица первых m  координат собственных векторов матрицы B , располо-
женных по столбцам (т.е., m  первых срок матрицы E; координаты n  элементов 
множества M  в матрице X  размера m n×  также расположены по столбцам).
Следует заметить, что:

	• Матрица Грама B  является симметрической и положительно полуопределенной, 
что позволяет представить её в виде = TB X X ; один из способов вычисления ма-
трицы координат X  рассмотрен выше;

	• Доказано, что приведённый алгоритм обеспечивает вычисление решения, обеспе-
чивающего наименьшее значение критерия S ;

║ ║
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	• Величина S  равна нулю при   1;m n= −
	• Если Q  — ортогональная матрица размера m m×  и  X  — некоторое-коорди-

натное решение задачи, обеспечивающее наименьшее значение критерия S ,  
то  QX  — равноценное решение, обеспечивающее то же самое наименьшее зна-
чение критерия S .

Результаты

Генерация запроса, для которого аннотация наиболее близка к заданному описанию
В приведённых далее запросах сохранён индивидуальный стиль формулировок, 

подготовленных опытным промпт-инженером.
В качестве заданной аннотации z+  использовался текст: «Подход в психологии, 

основанный на изучении наблюдаемого поведения и его количественного анализа че-
рез объективные методы измерения»

Множество 0X , полученное в результате реального диалога с ИА, включало сле-
дующие базовые запросы.
•	 Что такое бихевиоральный подход?
•	 Как изучается поведение в психологии?
•	 Какие методы используются для анализа поведения?
•	 Что такое объективное изучение поведения?

Для решения задачи применялся ИА ChatGPT [gpt‑4o-mini].
В  результате итерационного процесса, реализующего эволюционный алгоритм, 

получен следующий запрос *x , аннотация к ответу на который наиболее близка к за-
данному описанию z+ : «В чём преимущества бихевиорализма по сравнению с други-
ми психологическими школами?».

Соответствующий *x  ответ ИА на запрос ( ( )*xϕ  в используемой нотации) есть 
следующий текст: «Бихевиорализм — психологический подход, сосредоточенный 
на  объективном изучении наблюдаемого поведения и  игнорирующий внутренние 
психологические процессы. Он отличает себя использованием экспериментальных 
методов и акцентом на взаимодействии поведения с окружающей средой.». Выпол-
нено 7 итераций процедуры. На рисунке 3 показана полученная в процессе вычисле-
ний зависимость расстояния ( )*

1,z iz zρ +
+  от числа итераций.

Для реализации операций псевдокроссовера U, V, N, псевдомутации δ  и оценки 
квазирасстояний применялись следующие запросы к ИА.

Запрос U
«Создай новый запрос, объединяющий идеи из следующих двух запросов.»
Запрос V
«Создай КРАТКИЙ новый запрос, выделяя общие ключевые идеи из  следующих 

двух запросов. Запрос должен быть лаконичным (не более 2—3 предложений).»
Запрос N
«Создай КРАТКИЙ новый запрос, дополняя первый запрос элементами из второ-

го. Запрос должен быть лаконичным.»
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Запрос δ
«Переформулируй следующий запрос КРАТКО, сохраняя его смысл»
Запрос П
«Оцени семантическое расстояние между двумя текстами по  шкале от  0.00 

до 1.00 как меру различия их основных утверждений. Будь строгим: не занижай рас-
стояния, учитывай различия в деталях, уровне абстракции, примерах и выводах. Если 
один текст даёт общее описание, а другой — конкретную теорию или пример, рас-
стояние должно быть повышенным, даже при тематической близости. Верни только 
одно число с двумя знаками после запятой, без какого‑либо дополнительного текста.»

Рис. 3. Зависимость расстояния ( )*
1,z iz zρ +

+  от числа итераций
Fig. 3. Distance ( )*

1,z iz zρ +
+  as a function of the number of iterations

Проверка корректности тезиса, используя алгоритм маятника
В приведённых далее запросах сохранён индивидуальный стиль формулировок, 

подготовленных опытным промпт-инженером.
В качестве исследуемого тезиса использовалась фраза «Культурно-историческая 

психология построена на основе марксистской теории».
Фрагмент протокола общения с ИА ChatGPT, содержащий запросы и первые эле-

менты последовательности { }i it  содержательных ответов, приведен далее.

Запрос 1 (порождающий запрос I )
«Ты — эксперт в области философии, психологии и методологии науки. Сфор-

мулируй чёткий, аргументированный тезис H на  заданную тему, который мож-
но как подтверждать, так и  опровергать; его правдоподобность далее будет 
проверяться по  компактности кластеров подтверждающих и  опровергающих 
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аргументов в пространстве смыслов. Ответ должен иметь логическую структуру 
(тезис, обоснование, вывод), быть конкретным и лаконичным (3—5 содержатель-
ных предложений)».

Результат 1
Содержательный материал 0t  для анализа (получено ИА) «Культурно-

историческая психология построена на основе марксистской теории.
Обоснование: Основоположник культурно-исторической психологии Лев Вы-

готский использует идеи Маркса о социальном контексте в развитии индивида, под-
черкивая, что психологические процессы формируются в  результате социального 
взаимодействия и  исторических условий. Он акцентирует внимание на  роли куль-
туры и языка в когнитивном развитии, что согласуется с марксистской концепцией о 
влиятельности социальной среды на личность.

Вывод: таким образом, можно утверждать, что культурно-историческая психоло-
гия во многом опирается на марксистские идеи, что подтверждается анализом клю-
чевых понятий и принципов, заложенных в обоих подходах.»

Запрос 2 ( )( )0N t  — опровержение содержательного материала 0t
«Ты работаешь с цепочкой теоретических высказываний.
Сформулируй новое самодостаточное высказывание (1—2 предложения), кото-

рое по смыслу противоречит данному тексту, но остаётся в рамках исходной темы 
и той же предметной области, сохраняя ключевые понятия и изменяя только отно-
шения между ними.

Не используй метаязык (типа “аргумент”, “тезис”, “это утверждение/текст”), 
не пересказывай и не цитируй исходный текст, не предлагай компромиссов “с одной 
стороны… с другой стороны”.

Верни только текст нового высказывания, без пояснений.»

Результат 2
1t : отрицание содержательного материала 0t  (получено ИА) «Культурно-

историческая психология не может быть сведена к марксистским идеям, так как ее 
основные принципы, разработанные Львом Выготским, подчеркивают уникальность 
культурных факторов и индивидуального развития, значительно отличаясь от марк-
систского акцента на классовой борьбе и экономических условиях.

На самом деле, понимание когнитивного развития напрямую вытекает из специфи-
ки культурного контекста, а не из марксистской теории о влиянии социальной среды.»

Запрос 3 ( )( )1N t  — опровержение содержательного материала 1t  (подтвержде-
ние содержательного материала 0t )

Текст запроса 3 совпадает с текстом запроса 2.

Результат 3
2t : подтверждение содержательного материала 0t  (получено ИА) «Культурно-

историческая психология тесно связана с марксистскими идеями, поскольку акцент 
на  социальных условиях и  взаимодействии подчеркивает, что как индивидуальное 
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развитие, так и  когнитивные процессы невозможно понять без учета экономических 
и социальных факторов, описанных в марксизме. Таким образом, понимание этих про-
цессов действительно зависит от анализа социальных структур и классовых отношений, 
важность которых существенно перекрывает роль уникальных культурных факторов.»

Запрос 4 ( ( )2N t ) — опровержение содержательного материала 2t  (подтвержде-
ние содержательного материала 1t )

Текст запроса 4 совпадает с текстом запроса 2.

Результат 4
3t : отрицание содержательного материала 0t  (получено ИА) «Культурно-

историческая психология может быть понята вне марксистской теории, так как 
она акцентирует внимание на  уникальных культурных факторах, формах общения 
и  языковых практиках, которые формируют когнитивные процессы независимо 
от экономических и социальных условий. Таким образом, развитие индивида и его 
психология могут быть исследованы без необходимости опираться на  классовые 
отношения или социальные структуры, что подчеркивает разнообразие влияний 
на личность и стиль мышления».

Попарные квазирасстояния для подтверждений и отрицаний содержательного ма-
териала 0t , формирующие матрицу ( )i iT Tχ − + −∪ , вычислялись с помощью следую-
щего запроса.

«Оцени семантическое расстояние между двумя текстами по  шкале от  0.00 
до 1.00 как меру различия их основных утверждений. Будь строгим: не занижай рас-
стояния, учитывай различия в деталях, уровне абстракции, примерах и выводах. Если 
один текст даёт общее описание, а другой — конкретную теорию или пример, рас-
стояние должно быть повышенным, даже при тематической близости. Верни только 
одно число с двумя знаками после запятой, без какого‑либо дополнительного текста.»

Результаты многомерного шкалирования, полученные в виде матрицы взаимных 
расстояний ( )( )i iT Tϑ χ − + −∪  при 8i =  и  i =30, представлены в  виде точечных ди-
аграмм на рисунках 3 и 4. Полная отделимость множеств iT +  и  iT −  в пространстве 
шкалирования подтверждает корректность полученных результатов.

Для выборки, включающей 4 подтверждения и  4 отрицания содержательного 
материала 0t  ( 8)i = , F-тест для статистики /− +Ω Ω  даёт значение 13,66 ( 0,01)p < ,  
что, опираясь на принятый тезис о согласованности, позволяет сделать вывод о кор-
ректности исследуемого содержательного материала 0t  (т.е. культурно-историческая 
психология действительно построена на основе марксистской теории). Для выбор-
ки, включающей 15 подтверждений и  15 отрицаний содержательного материала  

0t  ( 30)i = , F-тест для статистики /− +Ω Ω  даёт значение 6,17 ( 0,00001)p < , что при-
водит к тому же самому выводу. При уровне значимости 0,05p =  для проверки ну-
левой гипотезы, алгоритм маятника завершает свою работу уже на  8‑й итерации. 
Полученный результат является семантически корректным.

Продолжительность вычислений на компьютере среднего быстродействия (базо-
вая тактовая частота процессора — 2,70 ГГц) составило 71 секунду, средняя продол-
жительность отработки одного запроса к ИА — 2,34 сек.

Ω

Ω Ω

0,03

0,001)

Ω
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Рис. 4. Результаты многомерного метрического шкалирования при i = 8
Fig. 4. Results of metric multidimensional scaling for i = 8

Рис. 5. Результаты многомерного метрического шкалирования при i = 30
Fig. 5. Results of metric multidimensional scaling for i = 30
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Дополнительное наблюдение: сужение цепочки { }it  к  семантическому ядру 
противоречия

На этапе тестирования алгоритма маятника использовалась ранняя версия запро-
са, задающего операцию ( )iN t . В данной формулировке модель получала инструкцию 
сформулировать «строгое опровержение» предыдущего текста без требований к сохра-
нению структуры исходного тезиса и без ограничения на характер преобразования от-
ношений между ключевыми понятиями, что привело к непредусмотренному явлению.

На  ранних шагах (1—6 итерации) высказывания ИА непосредственно опери-
руют содержанием 0t , варьируя аргументы в  пользу и  против связи культурно-
исторической психологии с марксистской теорией.

Однако, начиная примерно с  15—18‑й итерации, особенно отчётливо на  конеч-
ных итерациях, цепочка { }it демонстрирует стойкое сужение смыслового диапазона. 
Вместо обращения к широкому набору факторов (исторический материализм, роль 
культуры, специфика психологических механизмов), высказывания начинают орга-
низовываться вокруг одной устойчивой смысловой оппозиции:
1.	 «Индивидуальный опыт и уникальные культурные формы рассматриваются как 

значимый индикатор когнитивного развития.»
2.	 «Индивидуальный опыт трактуется как субъективная основа, недостаточная без 

анализа социальных и структурных условий.»
Тем самым операция ( )iN t , определённая как генерация высказывания, про-

тиворечащего предыдущему, приводит не  только к  чередованию подтверждений 
и отрицаний, но и к выделению семантического аттрактора, под которым в данном 
контексте понимается пара утверждений, являющихся внутренним противоречием 
дискурса, усвоенного ИА.

Это наблюдение позволяет рассматривать алгоритм маятника как инструмент, 
автоматически выявляющий смысловую основу, вокруг которой происходит спор 
по заданной теме.

Заключение

1.	 Результат взаимодействия с ИА определяется двумя факторами: семантическим со-
держанием запросов или других текстов, предъявляемых ИА, и интеллектуальны-
ми возможностями самого ИА, которые могут варьироваться в широких пределах.

2.	 Основной принцип, реализуемый в применяемом подходе к решению задач, за-
ключается в  выполнении интеллектуальным ассистентом всех содержательных 
операций, связанных с извлечением количественных оценок из исследуемого ма-
териала, с последующим анализом этих оценок, применяя методы многомерного 
статистического анализа, технику проверки статистических гипотез и другие ма-
тематические инструменты.

3.	 Разработаны эволюционный алгоритм генерации запросов для ИА, аннотации от-
ветов на которые наиболее близки к заданным описаниям, и эволюционный алго-
ритм проверки корректности ответов интеллектуального ассистента.
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4.	 Основой эволюционного алгоритма генерации запросов является квазигенети-
ческий алгоритм, который обеспечивает выполнение расширения множества 
запросов. Квазигенетический алгоритм построен по аналогии с известным гене-
тическим алгоритмом, применяемым для решения задач оптимизации и, в част-
ности, для обучения нейронных сетей, с заменой операций кроссовера и мутации 
на выполняемые ИА операции псевдокроссовера и вариации, близкие по контек-
сту применения, но принципиально другие по содержанию.

5.	 Алгоритм маятника позволяет выявлять смысловую основу, вокруг которой про-
исходит спор по заданной теме.

6.	 Для обеспечения компактного описания эволюционных алгоритмов разработана 
специальная нотация.

7.	 Доказана сходимость эволюционного алгоритма генерации запросов при опре-
делённых условиях (представленных на шаге 10 описания алгоритма), результат 
проверки которых задаётся семантическим содержанием запросов, предъявляе-
мых ИА, и интеллектуальными возможностями самого применяемого ИА.

8.	 Сходимость эволюционного алгоритма проверки корректности ответов определя-
ется условием, указанным на  шаге 7 её описания, результат проверки которого 
зависит от семантического содержания порождающего запроса к ИА (или исход-
ного исследуемого содержательного материала) и  интеллектуальных возможно-
стей самого применяемого ИА.

9.	 Доказано, что при достаточно больших количествах событий даже разовое про-
явление некоторой закономерности фактически свидетельствует о  её наличии. 
В  качестве таких событий может рассматриваться нахождение множеств точек 
в определённых областях пространства шкалирования.

10.	Пилотное применение разработанных алгоритмов для решения психологических 
задач показало их эффективность и семантическую корректность.
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Трансформеры в задачах  
прогнозирования временных рядов:  
теоретические основы архитектуры

В.А. Орищенко
Московский государственный психолого-педагогический университет
Москва, Российская Федерация
 vitalyorischenko@gmail.com

Резюме
Контекст и  актуальность. Прогнозирование временных рядов критически 
важно для принятия решений, но  классические методы (ARIMA) имеют 
ограничения, а LSTM страдает от затухания градиентов. Специализированные 
трансформеры требуют теоретического обоснования. Цель. Исследовать 
применение трансформеров для прогнозирования временных рядов и определить 
условия эффективности их модификаций. Гипотеза. Трансформеры превосходят 
классические методы в точности прогнозирования, а выбор архитектуры зависит 
от  характеристик данных. Методы и  материалы. Проведён теоретический 
анализ модификаций трансформеров и  экспериментальное сравнение LSTM, 
базового трансформера, Autoformer и  FEDformer на  датасете потребления 
электроэнергии (1  млн. записей). Результаты. Базовый трансформер показал 
лучшие результаты (RMSE = 0.5874), превзойдя LSTM на 8.7%. Эффективность 
специализированных архитектур зависит от  характеристик данных: для 
электропотребления преимущества декомпозиции были минимальны. Выводы. 
Выбор архитектуры должен основываться на  специфике временных рядов. 
Перспективны гибридные архитектуры и облегченные версии трансформеров 
для работы с ограниченными вычислительными ресурсами.

Ключевые слова: прогнозирование временных рядов, трансформеры, механизм 
внимания, машинное обучение, глубокое обучение

Дополнительные данные. Наборы данных доступны по адресу: https://github.com/
zhouhaoyi/ETDataset
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Time series forecasting using  
transformer architecture variants
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Abstract
Context and relevance. Time series forecasting is critically important for decision-
making, but classical methods (ARIMA) have limitations, and LSTM suffers 
from gradient vanishing. Specialized transformers require theoretical justification. 
Objective. To investigate the application of transformers for time series forecasting 
and determine the conditions for the effectiveness of their modifications. Hypothesis. 
Transformers outperform classical methods in forecasting accuracy, and architecture 
selection depends on data characteristics. Methods and materials. A  theoretical 
analysis of transformer modifications was conducted, along with an experimental 
comparison of LSTM, baseline transformer, Autoformer, and FEDformer on 
an electricity consumption dataset (1 million records). Results. The baseline 
transformer showed the best results (RMSE = 0.5874), surpassing LSTM by 8.7%. 
The effectiveness of specialized architectures depends on data characteristics: 
for electricity consumption, the advantages of decomposition were minimal. 
Conclusions. Architecture selection should be based on the specifics of time series. 
Hybrid architectures and lightweight versions of transformers for working with 
limited computational resources are promising directions.

Keywords: time series forecasting, transformers, attention mechanism, machine 
learning, deep learning
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Введение

Прогнозирование временных рядов часто служит основой для принятия решений 
в различных предметных областях. Высокая адаптивность моделей способствует высо-
кой точности прогнозирования, что несет высокую пользу в различных направлениях, 
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включая принятие решений в бизнес-процессах, стабильную работоспособность слож-
ных технических систем. Классические методы, например, ARIMA (авторегрессион-
ное интегрированное скользящее среднее) (Бокс, Дженкинс, Рейнсел, 1974), требуют 
строгих предположений о  стационарности данных и  линейности зависимостей, что 
редко выполняется в условиях реального мира. Рекуррентные нейронные сети (RNN), 
в частности LSTM (долгая краткосрочная память) (Hochreiter, 1997), позволяют пре-
одолеть эти ограничения, моделируя нелинейные паттерны в  наблюдаемых данных. 
Однако их рекуррентная архитектура приводит к экспоненциальному затуханию гра-
диентов при обработке последовательностей длиной более ~1000 шагов (Pascanu, 
2013), а последовательные расчёты создает трудности для параллельных вычислений.

Появление трансформеров (Vaswani, 2017), частного случая глубоких нейронных 
сетей, в 2017 году стало прорывом в обработке последовательностей. Его механизм 
multi-head attention эффективно выявляет долгосрочные зависимости, а  отсутствие 
рекуррентных связей позволяет обрабатывать данные параллельно. Эти преимуще-
ства делают трансформеры эффективным инструментом для прогнозирования вре-
менных рядов. Однако, имеется ряд ограничений:

Высокая вычислительная сложность 2(O L ) для последовательностей длины L 
делает обучение неэффективным при 410L > ;

Отсутствие встроенных механизмов для работы с нестационарностью, характер-
ной для данных с высокой степенью динамики характеристик;

Игнорирование структурных характеристик временных рядов (тренд, сезон-
ность), которые легко моделируются классическими статистическими методами.

Современные исследования предлагают адаптировать трансформеры под спец-
ифику временных рядов. Например, Informer (Zhou, 2021) использует разреженное 
внимание для снижения сложности, Autoformer (Wu, 2021) интегрирует декомпози-
цию тренд-сезонность, а FEDformer (Liu, 2022) применяет частотные преобразова-
ния для подавления шума. Несмотря на  эмпирически доказанную эффективность 
этих моделей, имеется ограниченное количество научных материалов, которые опи-
сывают механизм работы указанных выше алгоритмов с временными рядами.

В  рамках данной статьи детально будет рассмотрен подход в  прогнозировании 
временных рядов с использованием различных вариаций трансформеров.

Эволюция методов прогнозирования

Классические методы моделирования временных рядов опираются на  ги-
потезу о  том, что будущее состояние системы зависит от  ее прошлого. Модель 

( ), ,ARIMA p d q  формализует это через линейную комбинацию авторегрессионных 
( )p  и  скользящих средних ( )q  членов с  предварительным дифференцированием  
(d порядка) для достижения стационарности:

( ) ( )
1 1

  ( )  ,# 1
p q

d
t i t i j t j t

i j

y c yφ θ ε ε− −
= =

∇ = + + +∑ ∑ (1)
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где (1 )d dB∇ = −  — оператор дифференцирования (B — оператор запаздывания), 
( )2 ~ 0,t Nε σ . Несмотря на  интерпретируемость, ARIMA не  учитывает экзогенные 

переменные и нелинейные зависимости.
Рекуррентные нейросетевые подходы, например, LSTM (Hochreiter, 1997), заме-

няют линейные коэффициенты адаптивными весами. Обновление скрытого состоя-
ния th  в LSTM включает три типа «ворот» (input, forget, output):

где σ — сигмоидная функция,  — поэлементное умножение. Хотя LSTM эффектив-
но моделирует локальные паттерны, его рекуррентная структура ограничивает па-
раллельные вычисления, а градиенты затухают при   500L >  (Pascanu, 2013).

Трансформеры для временных рядов
Функция softmax является ключевым компонентом механизма внимания и опре-

деляется следующим образом. Пусть ( )1 2, , ,  n
nz z z z= … ∈  — вектор входных значе-

ний. Функция softmax преобразует этот вектор в распределение вероятностей:

( ) ( )
1

 , 1, 2, , ,# 3
i

j

z

i n z

j

esoftmax z i n
e

=

= = …
∑

где 
1

( ) 1
n

i
j

softmax z
=

=∑  и  ( )isoftmax z 0>  для всех i. Эта функция обеспечивает нормали-

зацию весов внимания и позволяет интерпретировать их как вероятности (Vaswani, 2017).
Исходная архитектура трансформера состоит из  энкодера и  декодера, каждый 

из которых содержит слои self-attention и feed-forward сетей. Self-attention вычисляет 
взвешенную сумму значений V с весами, зависящими от запросов Q  и ключей K:

( ) ( ), ,   ,# 4
T

K

QKAttention Q K V softmax M V
d

 
= +  

 

где M  — маска, обеспечивающая причинность (для t  t′ >  значение t,t`M  ). ∞= −
Сложность составляет ( )2

kO L d , что неприемлемо для длинных временных рядов 
(в таком случае необходимо оптимизировать вычисления, используя мощные графи-
ческие ускорители — GPU).

(2)

(3)

(4)
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Источник: данная формула впервые была представлена в  работе Vaswani et al. 
и  стала основой для всех последующих архитектур трансформеров. Оригинальное 
определение приведено в уравнении (1) статьи (Vaswani, 2017).

Для адаптации трансформеров к  временным рядам предложены следующие 
стратегии:

Разреженное внимание (Informer): ProbSparse-механизм выбирает ( )logO L  клю-
чей для каждого запроса, снижая сложность до  ( )logO L L  (Zhou, 2021).

Декомпозиция компонент (Autoformer): разделяет ряд на тренд и сезонность че-
рез скользящее среднее (Wu, 2021):

( )1 .# 5
2 1

t k

t
t k

Trend t
k τ

τ

+

= −

=
+ ∑

Частотный анализ (FEDformer): применяет преобразование Фурье к  , , Q K V , вы-
деляя доминирующие частоты (Liu, 2022)

Эти подходы требуют теоретического обоснования, особенно в контексте устой-
чивости к шуму и способности аппроксимировать нестационарные процессы.

Математические основы и архитектурные модификации

Формализация задачи прогнозирования временных рядов
Рассмотрим многомерный временной ряд { }1, ,   t d

tY y y ×= … ∈ , где d  — количе-
ство признаков. Задача прогнозирования на  H  шагов вперёд формулируется как по-

иск отображения  :  L d H dfθ
× ×→  , минимизирующего ожидаемую ошибку:

где   — функция потерь (например, средний квадрат отклонения), D  — распреде-
ление данных.

Позиционное кодирование для временных рядов
Поскольку трансформер изначально не учитывает порядок последовательности, 

для прогнозирования временных рядов предложены улучшенные методы позицион-
ного кодирования:
	• Временные эмбеддинги: для временной метки t  вектор кодируется как ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1sin ,cos , ,sin ,cosd dPE t t t t tω ω ω ω= …  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1sin ,cos , ,sin ,cosd dPE t t t t tω ω ω ω= …   , где частоты iω  выбираются из  лога-
рифмического диапазона для охвата разных периодов.

	• Скользящие окна с адаптивным масштабированием: для нестационарных рядов 
вводится нормировка ' :

:

t t k t
t

t k t

xx µ
σ

−

−

−
= , где , µ σ  — локальные среднее и стандарт-

ное отклонение.

(5)

(6)
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Sparse Attention
Informer заменяет полное внимание на ProbSparse, основанное на теореме о раз-

реженном приближении (Zhou, 2021):
Теорема 1 (о разреженном приближении). Пусть ,   kL dQ K ×∈ , тогда для любо-

го 0ε >  существует матрица   L LA ×∈   с  2

LO Llog
ε

 
 
 

 ненулевыми элементами, такая 

что  F FA A Aε− ≤ , где 
T

k

QKA softmax
d

 
=   

 
.

Источник: данная теорема является адаптацией результатов из работы, где Zhou 
et al. доказали существование эффективного разреженного приближения для матриц 
внимания с использованием ProbSparse-механизма (Zhou, 2021).

Практически это реализуется выбором u  ключей с максимальной информатив-
ностью:

( )arg max log ,# 7k

u

qk
d

u q Q k K

u e
∈ ∈

 
 =
 
 

∑ ∑

где uK  — подмножество ключей.
Декомпозиция тренда и сезонности в Autoformer
В  работах по  анализу временных рядов тренд и  сезонность часто разделя-

ются через скользящее среднее. тогда сезонная компонента определяется как 
  t t tSeasonal y Trend= − . Такой подход минимизирует дисперсию остатков и обеспечи-

вает интерпретируемость компонент (Бокс, 1974).

Теоретический анализ преимуществ и ограничений

Вычислительная сложность
Сравнение сложности методов (Табл.  1)  показывает, что Informer и  FEDformer 

оптимальны для длинных последовательностей. Однако их эффективность за-
висит от  степени разреженности данных. Для рядов с  высокой корреляцией 
( )( , ) 0.7t t Hcorr y y + >  преимущества sparse-внимания снижаются.

Таблица 1 / Table 1
Теоретическая сложность методов (обучение)

Theoretical complexity of methods (training)

Метод Сложность Память Условия применения
ARIMA O(L) O(1) Стационарность
LSTM O(Ld2) O(Ld2) L < 500

Transformer O(L2d) O(L2) L < 103

Informer O(LlogLD) O(LlogL) Низкая корреляция на больших H
Autoformer O(LlogLD+ NL) O(LlogL) Устойчивая авторегрессия

(7)
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Трансформер обеспечивает параллельную обработку последовательностей, сни-
жая количество последовательных операций с  ( )O n  для RNN до  ( )1O  при сохране-
нии возможности моделировать сложные зависимости (Vaswani, 2017).

Экспериментальный анализ в теоретическом контексте

Для верификации теоретических положений, изложенных в разделах 3–4, проведен 
сравнительный анализ эффективности различных архитектур на датасете потребления 
электроэнергии Individual household electric power consumption (количество строк — 
около 1 миллиона). Эксперименты проводились на  графическом программном уско-
рителе — RTX 5070 — для оптимизации вычислений. Данные содержат измерения 
активной мощности с интервалом 1 минуту за период с 2006 по 2010 гг. В качестве 
целевой переменной использовалась активная мощность, а в качестве метрик — RMSE 
и  MAE. Длина входной последовательности 96L =  (96 минут), горизонт прогноза 

24H =  (24 минуты). Обучающая и тестовая выборки содержали 70% и 30% данных 
соответственно. Для сравнения были протестированы следующие модели:
1.	 LSTM — классическая рекуррентная сеть;
2.	 Трансформер — базовая архитектура с механизмом внимания;
3.	 Autoformer — адаптация трансформера с декомпозицией тренд-сезонность;
4.	 FEDformer — версия с частотным анализом.

Результаты эксперимента
Результаты прогнозирования представлены в табл. 2 и на рис. 1. Базовый транс-

формер продемонстрировал наилучшие показатели: RMSE = 0.5874, MAE = 0.3188. 
Это на  8.7% лучше LSTM и  на  0.2% превосходит Autoformer. FEDformer показал 
средние результаты (RMSE = 0.6091), что, вероятно, связано с упрощенной реализа-
цией частотного анализа в эксперименте.

Таблица 2 / Table 2
Сравнение метрик моделей на тестовой выборке

Comparison of model metrics on a test dataset

Model RMSE MAE Correlation
LSTM 0.6387 0.3769 0.8029

Transformer 0.5874 0.3188 0.8040
Autoformer 0.5880 0.3162 0.8039
FEDFormer 0.6091 0.330 0.7875

LSTM демонстрирует систематические отклонения в  областях резких скачков 
мощности, что согласуется с теоретическим ограничением рекуррентных сетей при 
обработке долгосрочных зависимостей. Трансформер наиболее точно отслеживает 
динамику пиков и спадов, подтверждая гипотезу о преимуществе механизма внима-
ния для захвата глобальных паттернов. Autoformer и FEDformer показывают схожие 
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результаты, но с незначительным ухудшением точности из-за избыточной сложности 
декомпозиции и частотного анализа для данного датасета.

Рис. 1. Прогнозы моделей на первых 2000 точках тестовой выборки
Fig. 1. Model predictions on the first 2,000 points of the test sample

Теоретическая интерпретация результатов
1.	 Преимущество трансформера над LSTM. Снижение RMSE на 8.3% подтверждает 

тезис о том, что параллельная обработка данных и механизм внимания позволяют 
трансформерам эффективно моделировать долгосрочные зависимости. Корреля-
ция 0.8040 у трансформера выше, чем у LSTM (0.8029), что указывает на лучшее 
соответствие прогнозов фактическим данным. Это согласуется с теоремой 1, где 
доказано, что разреженное внимание сохраняет информативность при снижении 
вычислительной сложности.

2.	 Сравнение специализированных архитектур. Незначительное отставание 
Autoformer (RMSE = 0.5880 и 0.5874 у трансформера) объясняется особенностя-
ми датасета: потребление электроэнергии имеет слабо выраженный тренд, поэ-
тому декомпозиция тренд-сезонность вносит незначительный вклад. Для данных 
со  строгой периодичностью (например, датасет ETT) Autoformer, как показано 
в публикации (Wu, 2021), дает заметное преимущество.
Роль вычислительной сложности. Согласно табл. 1, базовый трансформер имеет  

сложность вычислений ( )2O L d , тогда как Informer и  Autoformer снижают её  
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до ( )logO L LD  и  ( )logO L LD NL+  соответственно. Однако в данном эксперименте  
96L =  недостаточно велик для проявления преимуществ разреженного внимания, 

что объясняет незначительную разницу в метриках между моделями.
Ограничения эксперимента

1.	 Упрощенные реализации. В  эксперименте использованы упрощенные версии 
Autoformer и FEDformer из-за ограничений по времени, что может повлиять на их 
точность. В реальных сценариях применение ProbSparse-внимания (Zhou, 2021) 
и полного спектрального анализа (Liu, 2022) усилит их преимущества.

2.	 Короткая последовательность. Длина 96L =  не  отражает сложности прогнози-
рования ультрадлинных рядов ( 41 0L > ), где различия между моделями становятся 
критическими.
Эти результаты подтверждают, что выбор архитектуры должен основываться 

на специфике данных:
	• Для рядов с длинной историей и слабой сезонностью (как в данном эксперимен-

те) оптимальным выбором является базовый трансформер;
	• Для данных с устойчивой автокорреляцией (например, энергопотребление с су-

точной и недельной цикличностью) предпочтительны Autoformer или Informer.
Заключение и перспективы
Результаты проведенного исследования и  экспериментального анализа подтвер-

ждают, что адаптированные архитектуры трансформеров обладают значительными 
преимуществами для задач прогнозирования временных рядов. Эксперименты на да-
тасете потребления электроэнергии показали, что базовый трансформер превосходит 
LSTM на 8.7% по метрике RMSE при длине последовательности 96L = , что согла-
суется с  теоретическими преимуществами механизма внимания для захвата долго-
срочных зависимостей (Vaswani, 2017).

Ключевые преимущества современных архитектур трансформеров включают:
•	 Эффективную параллельную обработку последовательностей, что снижает время 

обучения по сравнению с рекуррентными сетями (Vaswani, 2017);
•	 Возможность адаптации через специализированные механизмы внимания, та-

кие как ProbSparse в Informer (Zhou, 2021), позволяющие обрабатывать длинные 
последовательности;

•	 Повышенную интерпретируемость за  счет визуализации весов внимания, что 
особенно ценно в прикладных задачах прогнозирования.
Наиболее перспективными направлениями дальнейших исследований являются:

1.	 Разработка гибридных архитектур, сочетающих трансформеры с классическими 
статистическими методами (ARIMA, экспоненциальное сглаживание) для повы-
шения устойчивости к нестационарности;

2.	 Создание облегченных версий трансформеров с  разреженным вниманием для 
применения в условиях ограниченных вычислительных ресурсов;
Эти направления соответствуют текущим трендам в  области временных рядов 

и имеют потенциал для практического применения в различных предметных областях.
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Ограничения. Высокая вычислительная сложность базовых архитектур ( )²O L  
требует специальных оптимизаций для обработки очень длинных последовательно-
стей. Модели демонстрируют повышенную чувствительность к  качеству и  объему 
обучающих данных, особенно для малых наборов временных рядов. Кроме того, для 
нестационарных данных требуется дополнительная предобработка, что подтвержде-
но экспериментами с потреблением электроэнергии.

Limitations. High computational complexity of base architectures ( )²O L  requires 
special optimizations for processing very long sequences. Models show increased 
sensitivity to the quality and volume of training data, especially for small time series 
datasets. Additionally, non-stationary data requires additional preprocessing, as confirmed 
by experiments with electricity consumption data.
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Отбор назначенного числа наиболее  
сочетающихся при переключении методов 

оценивания параметров линейной регрессии
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Резюме
Контекст и актуальность. Существует множество разных методов оценивания 
параметров линейной регрессионной модели. Актуальной проблемой является 
выбор в  некотором смысле наилучшего метода. Цель. Исследовать задачи 
отбора назначенного числа наиболее сочетающихся методов оценивания 
параметров линейной регрессии и  идентификации правила переключения 
этих методов. Гипотеза. Сочетание методов даёт более адекватную линейную 
регрессию, чем каждый из  методов по-отдельности. Методы и  материалы. 
Для формирования множества методов использовано Lν-оценивание. 
Результаты. Сформулирована задача отбора назначенного числа наиболее 
сочетающихся в  смысле минимума остаточной суммы модулей методов 
и идентификации правила их переключения. Правило формируется благодаря 
присвоению каждому используемому методу маркера, переключение между 
которыми осуществляется с  помощью целочисленной функции «пол». Задача 
отбора сочетающихся методов при известной и  неизвестной маркировке 
сведена к  задаче частично булевого линейного программирования. На  основе 
реальных данных о  смертности от  ишемической болезни сердца построена 
списочная модель, демонстрирующая, что сочетание трех методов L1, L2 и L1,2 
даёт лучшую точность, чем метод L1 сам по  себе. Выводы. Получаемые 
предложенным способом списочные модели, состоящие из списка оцененных 
разными методами линейных регрессий и  правила их переключения, могут 
быть использованы для прогнозирования. К  тому  же предложенный способ 
может быть адаптирован для отбора наиболее сочетающихся спецификаций 
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моделей для конкретного метода и  для решения задачи отбора наиболее 
сочетающихся нейронных сетей.

Ключевые слова: регрессионный анализ, отбор сочетающихся методов, 
списочная регрессия, целочисленная функция «пол», метод наименьших 
модулей, Lν-оценивание, задача частично булевого линейного 
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compatible methods for estimating linear  

regression parameters when switching
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Abstract
Context and relevance. There are many different methods for estimating the 
parameters of a  linear regression model. In some sense, the pressing issue is to 
choose the best method. Objective. To study the problems of selecting the designated 
number of most compatible methods for estimating linear regression parameters 
and identifying a  switching rule for these methods. Hypothesis. The combination 
of methods produces a  more adequate linear regression than any of the methods 
individually. Methods and materials. Lν-estimation was used to form a  set of 
methods. Results. The problem of selecting a  designated number of methods that 
are most compatible in terms of minimizing the residual sum of their modules and 
identifying a  switching rule is formulated. A  rule is formed by assigning a marker 
to each method used, which is switched between using the integer function «floor». 
The problem of choosing compatible methods with known and unknown markers 
reduces to a mixed 0–1 integer linear programming problem. Based on real data on 
mortality from coronary heart disease, a list model is constructed to demonstrate that 
a combination of three methods (L1, L2, and L1.2) yields better accuracy than method 
L1 alone. Conclusions. The list model obtained by the proposed way consists of a list 
of linear regressions estimated using different methods and a switching rule. This list 
can be used for forecasting. Moreover, the proposed way can be adapted to select the 
most suitable model specifications for a specific method and to solve the problem of 
choosing the best neural network.
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Введение

Регрессионный анализ, несмотря на появление более сложных методов машин-
ного обучения в настоящее время, по-прежнему находит широкое применение при 
решении самых разных прикладных задач анализа данных. В отличие от нейронных 
сетей в виде «черных ящиков», регрессионная модель даёт понятные коэффициен-
ты, которые можно легко интерпретировать. Такая прозрачность позволяет руково-
дителям и  аналитикам довольно просто принимать эффективные управленческие 
решения. Анализ научной литературы показывает, что регрессионный анализ тради-
ционно часто используется при построении моделей управления экономикой. Так, 
в  статье (Акбердина и  др., 2024) построено 125 регрессионных моделей, которые 
могут быть использованы для управления процессами развития промышленности 
Свердловской области. В  работе (Курлов, Косухина, Курлов, 2022) идентифициро-
вана регрессионная модель, с  помощью которой можно управлять цифровой зре-
лостью предприятия. В  статье (Карпенко, 2021) построены регрессионные модели 
управления развитием региональных социально-экономических систем Российской 
Федерации. Однако модели управления с помощью регрессионного анализа строятся 
и в других сферах. Например, в работе (Холодилин и др., 2024) оценены регрессион-
ные модели для управления тележкой, оснащенной манипулятором робота, а в статье 
(Чигиринский, Ингеманссон, 2021) — для оперативного управления технологиче-
скими режимами лезвийной обработки.

Существует целое множество различных методов оценивания неизвестных па-
раметров регрессионных моделей. Наиболее простым из  них является метод наи-
меньших квадратов (МНК), суть которого состоит в минимизации суммы квадратов 
остатков регрессии. Одной из модификаций МНК является метод Лассо (Wang et al., 
2024), при котором функция потерь дополняется компонентой регуляризации для об-
нуления незначимых коэффициентов. На сегодняшний день актуальны ещё две моди-
фикации МНК — полностью модифицированный МНК (FM-OLS) и динамический 
МНК (DOLS) (Khan, Hassan, 2024; Idroes et al., 2024). В первой из них оценки МНК 
корректируются на эндогенность и автокорреляцию во временных рядах, во второй 
добавляются лагированные и опережающие разности регрессоров.

Как известно, при наличии выбросов в данных МНК-оценивание может давать 
неудовлетворительные результаты. Поэтому в рамках регрессионного анализа суще-
ствует довольно много робастных (устойчивых к  выбросам) методов оценивания. 
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Условно они разделяются на M-оценки и L-оценки. M-оценки обобщают метод макси-
мального правдоподобия (ММП) (Liu, Liu, 2024; Sengupta et al., 2024) и МНК. В них 
квадратичная функция потерь заменяется на более робастную. В работе (De Menezes 
et al., 2021) представлен обзор 48‑ми робастных методов M-оценивания, среди кото-
рых смешанная нормальная оценка (Contaminated Normal estimator), оценка Хубера 
(Wang et al., 2022), оценка коррентропии (Correntropy estimator), оценка Смита и др. 
L-оценки — это линейные комбинации порядковых статистик. В  монографии (Де-
миденко, 1981) рассмотрены так называемые Lν-оценки. При ν = 2 имеем L2‑оценки, 
соответствующие МНК. При ν = 1 имеем L1‑оценки или оценки метода наименьших 
модулей (МНМ) (Голованов, Тырсин, 2024; Liu, Yang, 2020), суть которого состоит 
в минимизации суммы модулей остатков. При ν = ∞ имеем L∞-оценки, означающие 
минимизацию максимального остатка регрессии. Известно, что при ν = 1 и ν = ∞ за-
дача минимизации сводится к задаче линейного программирования (см., например, 
(Wagner, 1959)). Для нахождения Lν-оценок при 1≤ν<2 применяется итеративный 
МНК (Демиденко, 1981), также известный как метод вариационно-взвешенных ква-
дратичных приближений (Мудров, Кушко, 1976).

В статье (Носков, Баенхаева, 2016) рассматривается метод множественного оце-
нивания регрессионных моделей, состоящий в  минимизации одновременно двух 
критериев — L1 и L∞. А в работе (Базилевский, 2024а) с некоторыми допущениями 
предложена двухкритериальная задача оценивания регрессий по критериям L1 и L2.

Возникает проблема, связанная с  тем, каким методом оценивания регрессии 
из существующего многообразия лучше всего пользоваться на практике. Существу-
ют определенные рекомендации на этом счёт. Например, при выполнении условий 
теоремы Гаусса — Маркова (Демиденко, 1981) рекомендуется использовать МНК, 
при наличии выбросов в данных — МНМ, и т.д. Безусловно, выбор метода зависит 
от  целей исследования. Допустим, что цель состоит в  обеспечении максимальной 
точности аппроксимации во всех наблюдениях выборки в смысле некоторого крите-
рия качества, например, суммы модулей остатков. Тогда при оценивании параметров 
модели несколькими разными методами будет получен следующий результат: в од-
них наблюдениях точнее окажется первый метод, в других — второй, и т.д. В этой 
связи возникает необходимость в разработке технологии, которая позволяла бы вби-
рать из  заранее сформированного множества методов оценивания их наилучшие 
качества так, чтобы точность аппроксимации по всей выборке была выше, чем при 
использовании любого из этих методов в отдельности.

В данной статье предлагается организовывать переключение методов в каждом 
наблюдении выборки с помощью специального правила, включающего в себя цело-
численную функцию «пол» (Грэхем, Кнут, Паташник, 1998). На основе этой функции 
в статье (Базилевский, 2024б) были разработаны регрессионные модели, предназна-
ченные для моделирования в ситуации, когда выходная переменная принимает целые 
значения. А в работе (Базилевский, 2025а) были предложены списочные регрессии, 
в  которых функция «пол» позволяет прогнозировать номер аналитического выра-
жения из  некоторого сформированного списка. Причем, задача МНМ-оценивания 
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списочных регрессий была сведена к задаче частично булевого линейного програм-
мирования (ЧБЛП), для решения которой можно применять развитое за последние 
десятилетия алгоритмическое и программное обеспечение (Koch et al., 2022).

Целью данной работы является исследование задач отбора назначенного чис-
ла наиболее сочетающихся методов оценивания параметров линейной регрессии 
и идентификации правила переключения этих методов.

Формулировка списочной регрессионной модели

Предположим, что имеется выборка данных объема n, содержащая значения iy , 
1,i n= , объясняемой (выходной) переменной y и значения ijx , 1,i n= , 1,j l= , l объ-

ясняющих (входных) переменных x1, x2, …, xl. Пусть по этой выборке оцениваются 
неизвестные параметры jα , 0,j l= , модели множественной линейной регрессии:

0
1

l

i j ij i
j

y xα α ε
=

= + +∑ , 1,i n= ,                                          (1)

где iε , 1,i n=  — ошибки модели.
Для оценки параметров линейной регрессии (1) будем использовать Lν-метод (Де-

миденко, 1981), состоящий в решении задачи

1
min

n

i
i

νε
=

→∑ .                                                       (2)

Как отмечено в монографии (Демиденко, 1981), для функции в (2) при 1ν ≥  су-
ществует единственный локальный минимум, который совпадает с глобальным. Для 
решения задачи (2) будем использовать итеративный МНК, который, как доказано 
в книге (Мудров, Кушко, 1976), сходится при 1 2ν≤ < . Для реализации итеративно-
го МНК можно воспользоваться специальной программой, реализованной на языке 
программирования hansl пакета Gretl и подробно описанной в статье (Базилевский, 
2025в). Для начала работы с  ней необходимо указать следующие параметры: точ-
ность Eps, большое и малое числа M и d. На каждой итерации требуемые весовые 
коэффициенты ( )k

iw  вычисляются по следующей формуле:

 1,2,...k = ,                            (3)

где ( 1)k
ie −  — остатки регрессии в  i-м наблюдении на (k‑1)-й итерации, т.е. разности 

между фактическим и расчетными значениями переменной y.
Программа работает по следующему алгоритму.
Итерация 0. Находится вектор МНК-оценок (0)α  регрессии (1).
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Итерация 1. Вычисляются остатки (0)
ie , 1,i n= . По формуле (3) находятся веса 

(1)
iw , по которым с помощью взвешенного МНК находится вектор оценок (1)α . Если 

(1) (0) Epsα α− ≤∑   , то оценки найдены. Иначе переход к следующей итерации.
Итерация 2. Вычисляются остатки (1)

ie , 1,i n= . По формуле (3) находятся веса 
(2)
iw , по которым с помощью взвешенного МНК находится вектор оценок (2)α . Если 

(2) (1) Epsα α− ≤∑   , то оценки найдены. Иначе переход к следующей итерации. И так далее.
Для формирования множества оцененных разными методами регрессионных мо-

делей выберем равномерным образом несколько точек внутри промежутка 1 2ν≤ < .  
Пусть в каждой из этих точек и на концах промежутка 1 2ν≤ <  построены Lν-мето-
дом p линейных регрессионных моделей:

( ) ( )
0

1

l
k k

ik j ij
j

y xα α
=

= + ∑  , 1,i n= , 1,k p= ,                                      (4)

где ( )k
jα  — Lν-оценка при j-й входной переменной, полученная k-м методом; iky , 

1,i n= , 1,k p=  — расчетные значения выходной переменной y, полученные всеми p 
методами. Для Lν-оценивания регрессий в точках внутри промежутка 1 2ν≤ <  и при 

1ν =  можно использовать итеративный МНК, а при 2ν =  — обычный МНК.
Проведем маркировку методов, т.е. установим соответствие между номерами ре-

грессий (4) и целыми числами (маркерами) 1, 2, …, p. Будем считать, что первому мето-
ду (при ν = 1) соответствует маркер 1, второму методу — 2, …, последнему методу (при 
ν = 2) — p. Тогда введём следующую списочную конструкцию (Базилевский, 2025а):

 1,i n= ,                                        (5)

где *
iε , 1,i n=  — ошибки модели; iN  — неизвестное значение маркера, сработавше-

го в i-м наблюдении.
Для удобства представим списочную регрессию (5) в виде

1

2 *

i

i

i
i i

ip N

y
y

y

y

ε

 
 
 = + 
 
  









, 1,i n= .                                               (6)

Для организации правила переключения маркеров в  модели (6) используем це-
лочисленную функцию «пол» (Грэхем, Кнут, Паташник, 1998), обозначаемую x   
и введенную К.Э. Айверсоном в начале 60‑х годов. Запись x    означает округление 
числа x до ближайшего целого в меньшую сторону. Например, 5,9 5=   .
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Предположим, что значения маркеров зависят от наблюдаемых значений входных 
переменных x1, x2, …, xl. Тогда переключения маркеров в  наблюдениях будем осу-
ществлять с помощью следующего правила:

0 1 1 2 2 ...i i i l ilN x x xβ β β β= + + + +   , 1,i n= ,                                  (7)

где jβ , 0,j l=  — неизвестные параметры.
Таким образом, сформулирована списочная регрессионная модель (6), (7), оце-

нивание которой позволяет получить правило переключения p методов для любого 
наблюдения выборки.

Задача отбора назначенного числа наиболее  
сочетающихся методов при известной маркировке

Для оценки неизвестных параметров списочной регрессионной модели (6), (7) бу-
дем использовать МНМ (расстояние городских кварталов), что приводит к необходи-
мости решения задачи

*

1
min

n

i
i

ε
=

→∑ .                                                        (8)

Сведём задачу (8) к задаче математического программирования. Для этого введем 
булевы переменные ijσ , 1,i n= , 1,j p=  по правилу:

Тогда выражение (6) можно переписать в виде

*

1

p

i ij ij i
j

y y σ ε
=

= ⋅ +∑  , 1,i n= .                                            (9)

В каждом наблюдении должен срабатывать только 1 метод, поэтому справедли-
выми будут ограничения

1
1

p

ij
j

σ
=

=∑ , 1,i n= .                                                   (10)

Учитывая (9), представим функцию потерь (8) в виде

1 1
min

pn

i ij ij
i j

y y σ
= =

− ⋅ →∑ ∑  .                                             (11)
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В  соответствии с  приёмом, предложенным в  работе (Wagner, 1959), введём не-
отрицательные вещественные переменные iu , iv , 1,i n= :

Тогда выражение (9) можно справедливо заменить ограничениями

1

p

i ij ij i i
j

y y u vσ
=

= ⋅ + −∑  , 1,i n= ,                                       (12)

а функционал (11) заменить целевой функцией

( )
1

min
n

i i
i

u v
=

+ →∑ .                                                 (13)

Отметим, что использованный приём довольно часто применяется в научных ис-
следованиях (см., например, (Konno, Yamamoto, 2009; Носков, 2022)).

Таким образом, решение задачи ЧБЛП с  целевой функцией (13), линейными 
ограничениями (10), (12), а  также с  ограничениями на  булевость переменных ijσ , 

1,i n= , 1,j p= , вида

{0,1}ijσ ∈ , 1,i n= , 1,j p= ,                                            (14)

и условиями неотрицательности переменных iu , iv , 1,i n= , вида

0iu ≥ , 0iv ≥ , 1,i n= ,                                               (15)

позволяет найти оптимальное с точки зрения критерия (8) переключение Lν-мето-
дов в каждом наблюдении выборки. Такая задача сама по себе никакой научной ценно-
сти не представляет, поскольку не идентифицируется правило переключения методов.

Интегрируем далее в  задачу (10), (12) — (15) ограничения для переключения 
в наблюдениях методов по правилу (7). По-прежнему считаем, что методы маркиро-
ваны числами 1, 2, …, p. Введем линейные ограничения так, как это сделано в статье 
(Базилевский, 2025а):

0
1 1 1

1
p pl

ij j ij ij
j j j

j x jσ β β σ
= = =

⋅ ≤ + ≤ ⋅ + − ∆∑ ∑ ∑ , 1,i n= ,                        (16)
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где Δ — близкое к нулю положительное число.

Например, если в i-м наблюдении 0
1

2,7
l

j ij
j

xβ β
=

+ =∑ , то двойное неравенство (16) 

будет выполняться только при 2 1iσ = , т.е. значение 2,7 с помощью функции «пол» 
преобразуется в маркер 2, поэтому сработает второй метод Lν-оценивания.

Исходя из вышеизложенного, решение задачи ЧБЛП (10), (12) — (16) позволяет 
найти МНМ-оценки списочной регрессии (6), (7), т.е. идентифицировать правило оп-
тимального по критерию (8) переключения p методов в наблюдениях выборки. Зная 
это правило, можно в зависимости от значений входных переменных x1, x2, …, xl про-
гнозировать значения выходной переменной y.

Как указано во введении, методов оценки параметров линейной регрессии суще-
ствует весьма внушительное количество, поэтому и  число p может быть довольно 
большим. В этой связи возникает задача выделения из используемых p методов ров-
но m штук, гарантирующих минимум критерия (8). Назовем её задачей отбора наибо-
лее сочетающихся при переключении методов (ОСМ).

Введем булевы переменные jδ , 1,j p= , по правилу:

Тогда булевы переменные jδ , 1,j p= , необходимо связать с переменными ijσ , 
1,i n= , 1,j p= , линейными ограничениями

1

n

j ij j
i

nδ σ δ
=

≤ ≤ ⋅∑ , 1,j p= .                                        (17)

Например, если 0jδ = , то j-й метод не будет срабатывать ни в одном наблюде-

нии выборки, поскольку (17) имеет вид 
1

0
n

ij
i

σ
=

=∑ . А если 1jδ = , то двойное нера-

венство (17) принимает вид 
1

1
n

ij
i

nσ
=

≤ ≤∑ , т.е. j-й метод должен срабатывать хотя бы 
в одном наблюдении выборки.

Число отбираемых методов должно быть равно m (2≤m≤p), что фиксируется ли-
нейным ограничением

1

p

j
j

mδ
=

=∑ .                                                         (18)

Таким образом, решение задачи ЧБЛП (10), (12) — (18) с ограничениями булево-
сти переменных jδ , 1,j p= , вида

{0,1}jδ ∈ , 1,j p= ,                                                   (19)
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идентифицирует m наиболее сочетающихся при переключении по критерию (8) ме-
тодов и правило их переключения в наблюдениях выборки. Тем самым, задача ОСМ 
сведена к задаче ЧБЛП.

Отметим, что в результате решения задачи ЧБЛП (10), (12) — (19) при m<p происхо-
дит сокращение списка методов, а, следовательно, и исключаются некоторые маркеры. 
Поэтому после решения при необходимости нужно уменьшить все маркеры и иденти-
фицированный свободный член 0β  в правиле (7) на одинаковую величину так, чтобы 
минимальный маркер был равен 1. От этого качество списочной регрессии не изменится.

Важно, что задача (10), (12) — (19) сформулирована для случая, когда каждый 
Lν-метод маркирован соответствующим его порядку целым числом от 1 до p. Если 
провести маркировку методов иначе, то нет гарантии, что будет получено точно та-
кое же решение задачи ЧБЛП. Возникает проблема выбора ещё и оптимальной мар-
кировки методов по критерию (8).

Задача отбора назначенного числа наиболее  
сочетающихся методов при неизвестной маркировке

Пусть каждому из  p Lν-методов нужно поставить в  соответствие один маркер 
из имеющегося набора 1, 2, …, p. Причём, разные методы не должны иметь одина-
ковый маркер. Для этого можно воспользоваться математическим приёмом, предло-
женным в работе (Базилевский, 2025б) для маркировки категориальной переменной.

Сформируем переменные jz , 1,j p= , где jz  — маркер, соответствующий j-му 
Lν-методу. Понятно, что jz , 1,j p= , — целые и разные числа в диапазоне от 1 до p.

Введём бинарные переменные jkρ , 1,j p= , 1,k p= , по правилу:

Тогда переменные jz , 1,j p= , и  jkρ , 1,j p= , 1,k p= , должны быть связаны 
соотношениями

1

p

jk j
k

k zρ
=

⋅ =∑ , 1,j p= .                                               (20)

Ограничения на булевость переменных jkρ , 1,j p= , 1,k p= , имеют вид

{0,1}jkρ ∈ , 1,j p= , 1,k p= .                                        (21)

Поскольку каждому методу должен быть назначен только 1 маркер, то справедли-
вы следующие линейные ограничения:

1
1

p

jk
k

ρ
=

=∑ , 1,j p= ,                                                 (22)
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1
1

p

jk
j

ρ
=

=∑ , 1,k p= .                                                  (23)

В итоге с помощью ограничений (20) — (23) в задаче математического програм-
мирования появляется контроль над всеми возможными комбинациями перестано-
вок маркеров из набора 1, 2, …, p.

Поскольку теперь маркировка методов неизвестна, то будут несправедливы ли-
нейные ограничения (16). Для решения этой проблемы сформируем переменные ijr , 

1,i n= , 1,j p= , по правилу:

Используя подход, рассмотренный в статье (Базилевский, 2020), для переменных 
ijr , 1,i n= , 1,j p= , введём следующие ограничения:

( ) ( )1 1ij ij j ijp r z pσ σ− ⋅ − ≤ − ≤ ⋅ − , 1,i n= , 1,j p= ,                      (24)

ij ijr p σ≤ ⋅ , 1,i n= , 1,j p= ,                                           (25)

0ijr ≥ , 1,i n= , 1,j p= .                                              (26)

Например, если 1ijσ = , т.е. в i-м наблюдении срабатывает j-й метод, то из огра-
ничений (24) — (26) следуют соотношения ij jr z= , [0, ]ijr p∈ . А  если 0ijσ = ,  
то  0ijr = , [ , ]jz p p− ∈ − .

Тогда вместо (16) необходимо использовать следующие ограничения:

0
1 1 1

1
p pl

ij j ij ij
j j j

r x rβ β
= = =

≤ + ≤ + − ∆∑ ∑ ∑ , 1,i n= .                           (27)

Таким образом, решение задачи ЧБЛП (10), (12) — (15), (17) — (27) позволяет 
идентифицировать m наиболее сочетающихся при переключении по  критерию (8) 
методов, правило их переключения в наблюдениях выборки, а также оптимальную 
маркировку методов.

Хотелось бы подчеркнуть следующие важные обстоятельства.
1. 	 Достоинство сформулированной задачи ЧБЛП (10), (12) — (15), (17) — (27) 

в  том, что для неё не  нужно решать проблему, связанную с  выбором для огра-
ничений достаточно большого положительного числа M. Эта проблема встре-
чается во многих научных работах (см., например, (Базилевский, 2025а; Konno, 
Yamamoto, 2009; Носков, 2022; Bertsimas, King, Mazumder, 2016)).

2. 	 В статье (Носков, Попов, 2024) описан метод смешанного оценивания параметров 
линейной регрессии. Его суть состоит в том, что сначала исходная выборка разби-
вается на 2 части, а затем одновременно применяется L1‑метод на первой выборке 
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и L∞-метод на второй, для чего решается единая задача линейного программирова-
ния, приводящая к единой регрессионной модели. Рассмотренная в данной статье 
технология не имеет ничего общего с методом смешанного оценивания, который, 
к сожалению, только искажает оценки линейной регрессии, ухудшая её качество 
как по  L1‑критерию, так и  по  L∞-критерию. Предложенная в  данной статье тех-
нология позволяет идентифицировать правило переключения Lν-методов так, что 
в сочетании они дают лучшие результаты, чем по-отдельности. При этом Lν-оцен-
ки моделей, полученные разными методами, сохраняются в первоначальном виде.

3. 	 В  работе (Носков, 2022) рассматривается задача выбора в  каждом наблюдении 
наилучшего варианта регрессионной модели. Нетрудно переформулировать эту за-
дачу в задачу выбора наилучшего метода оценивания регрессионной модели. Од-
нако такая задача будет отличаться от предложенной в данной статье технологии 
по  следующим причинам. Во-первых, в  статье (Носков, 2022) для переключения 
моделей использовано абсолютно другое правило, выраженное в виде мультиарной 
операции max, не зависящей от входных переменных. Во-вторых, в работе (Носков, 
2022) отсутствует контроль количества используемых для переключения моделей. 
В-третьих, не упоминается, как выбирать в задаче ЧБЛП большое число M.

Вычислительные эксперименты

Главная цель вычислительных экспериментов заключалась в  том, чтобы пока-
зать работоспособность предложенного математического аппарата, продемонстри-
ровав, что при ОСМ точность аппроксимации выше, чем при использовании только 
МНМ. Эксперимент №  1 проводился для подтверждения того, что при изменении 
маркировки методов меняется результат решения задачи ЧБЛП (10), (12) — (19). 
Эксперимент №  2 проводился для поиска оптимального с  точки зрения точности 
и сложности списочной модели числа сочетающихся методов, для чего решалась задача  
ЧБЛП (10), (12) — (15), (17) — (27) при m=2, 3, …, p.

Для проведения экспериментов использовались встроенные в эконометрический 
пакет Gretl данные data4–7.gdt о влиянии на переменную chd — коэффициент смерт-
ности от ишемической болезни сердца на 100000 человек населения в США, следую-
щих восьми (l = 8) факторов:

cal — потребление кальция на душу населения (в граммах);
unemp — процент безработных среди гражданского населения на  1000 человек 
в возрасте от 16 лет и старше;
cig — потребление сигарет на душу населения в фунтах табака лицами в возрасте 
от 18 лет и старше;
edfat — потребление пищевых жиров и масла на душу населения в фунтах, вклю-
чая сало, маргарин и сливочное масло;
meat — потребление мяса на душу населения в фунтах, включая говядину, теля-
тину, свинину, баранину;
spirits — потребление крепких спиртных напитков на душу населения в галлонах 
для лиц от 18 лет и старше;
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beer — потребление солодовых напитков на душу населения в галлонах для лиц 
от 18 лет и старше;
wine — потребление вина на  душу населения в  галлонах для лиц от  18  лет 
и старше.
Объем выборки n = 34.
Для удобства обозначим переменную chd как y, cal — x1, unemp — x2, cig — x3, 

edfat — x4, meat — x5, spirits — x6, beer — x7, wine — x8.
Предварительно были найдены Lν-оценки линейной регрессии при ν = 1, 1,2, 1,4, 

1,6, 1,8, для чего была использована описанная в статье (Базилевский, 2025в) и выше 
программа, реализующая итеративный МНК. В ней были указаны следующие пара-
метры: Eps = 0,0001, M = 100000 и d = 0,000001. Lν-оценки при ν = 2 были найдены 
с помощью обычного МНК. Для удобства будем обозначать далее используемые ме-
тоды как L1 (МНМ), L1,2, L1,4, L1,6, L1,8 и L2 (МНК). Все вычисленные разными метода-
ми Lν-оценки представлены в таблице.

Таблица / Table
Lν-оценки линейной регрессии
Lν-estimates of linear regression

Метод Оценки линейной регрессии
α0 α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

L1 344,386 -99,702 0,117 7,677 1,204 0,0997 29,068 -3,057 -12,885
L1,2 297,791 -72,793 -0,295 7,779 1,889 0,0307 28,642 -2,937 -14,741
L1,4 274,067 -71,950 -0,529 8,336 2,325 0,0395 26,757 -3,066 -13,157
L1,6 248,743 -71,396 -0,605 9,284 2,589 0,0759 24,239 -3,218 -9,444
L1,8 233,659 -70,375 -0,616 9,838 2,730 0,0988 22,676 -3,348 -6,645
L2 226,002 -69,983 -0,613 10,116 2,810 0,1116 21,716 -3,467 -4,562

Точность полученных в экспериментах моделей было решено оценивать по вели-
чине суммы модулей остатков SAE. Для линейной регрессии, оцененной с помощью 
МНМ, величина SAE = 190,3049.

Для решения задач ЧБЛП был использован решатель Cardinal Optimizer (COPT) (Ge 
et al., 2023), для управления которым был использован язык программирования Python.

Эксперимент № 1. Сначала методы были промаркированы следующим образом: L1 
присвоен маркер 1, L1,2 — 2, L1,4 — 3, L1,6 — 4, L1,8 — 5, L2 — 6. В результате решения задачи 
ЧБЛП (10), (12) — (19) при m = 2, Δ = 0,01 была получена следующая списочная модель:

(1)

1

1,2 N

L
y

L
 

=  
 

 ,                                                       (28)

где

(1)
1 2 314,782 3,497 0,0221 0,415N x x x= − + + + +
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4 5 6 7 80,228 0,00346 0,00668 0,0557 0,177x x x x x+ − + − + .                   (29)

Для модели (28), (29) SAE = 180,5825. Можно сделать следующий вывод: для 
выбранной маркировки двумя наилучшими методами из шести оказались L1 и L1,2. 
В  сочетании они обеспечивают более высокую точность аппроксимации по крите-
рию SAE, чем метод L1. Причём, метод L1 сработал в наблюдениях при переключении 
по правилу (29) 16 раз, а L1,2 — 18 раз.

Затем методы были промаркированы по схеме: L1 — 6, L1,2 — 2, L1,4 — 3, L1,6 — 4, 
L1,8 — 5, L2 — 1. Решение задачи ЧБЛП (10), (12) — (19) при m = 2, Δ = 0,01 даёт сле-
дующую списочную модель:

( 2)

1,8

1 N

L
y

L
 

=  
 

 ,                                                      (30)

где

(2)
1 2 31,880 0,207 0,00297 0,0142N x x x= − + + +

4 5 6 7 80,0049 0,000745 0,00283 0,00774 0,00828x x x x x+ + − − + .              (31)

Заметим, что в результате решения был выбран метод L1, имеющий маркер 6, и L1,8, 
имеющий маркер 5. Поэтому, как описано выше, свободный член в правиле (31) был 
уменьшен на 4. Тогда в списке (30) методу L1,8 соответствует маркер 1, а методу L1 — 2.

Для модели (30), (31) SAE = 168,025. Таким образом, для выбранной маркировки 
двумя наилучшими методами из шести оказались L1 и L1,8. В сочетании они также 
обеспечивают более высокую точность аппроксимации, чем метод L1. Но при этом 
по критерию SAE качество модели (30), (31) выше, чем у (28), (29), что подтвержда-
ет зависимость результата оценивания списочной регрессии от маркировки методов. 
В модели (30), (31) метод L1,8 сработал 9 раз, метод L1 — 25 раз.

Эксперимент №  2. Сначала была решена задача ЧБЛП (10), (12) — (15),  
(17) — (27) при m = 2, Δ = 0,01. В результате была получена оптимальная маркировка 
методов: L1 — 2, L1,2 — 1, L1,4 — 4, L1,6 — 5, L1,8 — 6, L2 — 3. Ей соответствует следую-
щая списочная модель:

(3)

1

2 N

L
y

L
 

=  
 

 ,                                                      (32)

где

(3)
1 2 30,685 1,767 0,00357 0,0152N x x x= + − − −

4 5 6 7 80,019 0,00000376 0,0544 0,0232 0,0152x x x x x− − + + − .                (33)
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Для модели (32), (33) SAE = 165,1142. Естественным образом её качество оказа-
лось выше, чем у регрессии (28), (29) и (30), (31), построенных в результате органи-
зации маркировки методов вручную. В модели (32), (33) метод L1 сработал 26 раз, 
метод L2 — 8 раз.

При m = 3 и Δ = 0,01 оптимальная маркировка методов имеет вид: L1 — 3, L1,2 — 2, 
L1,4 — 5, L1,6 — 6, L1,8 — 1, L2 — 4. Ей соответствует списочная модель

( 4)

1,2

1

2 N

L
y L

L

 
 =  
  

 ,                                                      (34)

где

(4)
1 2 330,986 11,518 0,0485 0,217N x x x= − − − −

4 5 6 7 80,479 0,0241 0,0936 0,11 1,183x x x x x− + − + + .                        (35)

Для модели (34), (35) SAE = 157,6717. Её качество заметно улучшилось по сравне-
нию с моделью (32), (33). В модели (34), (35) метод L1,2 сработал 13 раз, метод L1 — 
16 раз, метод L2 — 5 раз.

При m = 4 и Δ = 0,01 оптимальная маркировка методов имеет вид: L1—3, L1,2—5, 
L1,4 — 6, L1,6 — 1, L1,8 — 2, L2 — 4. Ей соответствует списочная модель

(5)

1,8

1

2

1,2 N

L
L

y
L
L

 
 
 =
 
 
  

 ,                                                      (36)

 
(5)

1 2 347,277 16,483 0,386 0,233N x x x= − + − + +

4 5 6 7 80,794 0,00832 2,161 0,393 5,483x x x x x+ − − + − .                      (37)

Для модели (36), (37) SAE = 156,2552. Её качество улучшилось незначительно 
по сравнению с моделью (34), (35). В модели (36), (37) метод L1,8 сработал 3 раза, 
метод L1 — 12 раз, метод L2 — 8 раз, метод L1,2 — 11 раз.

Заметим, что в  правилах (33), (35) и  (37) свободный член был уменьшен на  1  
для обеспечения в соответствующих списках минимального маркера 1.

Задача ЧБЛП (10), (12) — (15), (17) — (27) также была решена при m = 5 и m = 6.  
При этом величины SAE составили 156,2226 и 156,1886 соответственно. Поэтому оп-
тимальной списочной моделью с точки зрения точности и сложности следует при-
знать регрессию (34), (35), осуществляющей переключение трех методов: L1, L2 и L1,2.
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Заключение

В  статье сформулирована задача ОСМ, состоящая в  выделении из  имеющего-
ся числа p методов оценивания параметров линейной регрессии m наиболее соче-
тающихся методов по  критерию суммы модулей остатков. Переключение методов 
осуществляется благодаря их маркировке и  применению целочисленной функции 
«пол». Сформулированная задача сведена к задаче ЧБЛП для случая известной и не-
известной маркировки методов. В случае неизвестной маркировки решение задачи 
ЧБЛП позволяет определить m наиболее сочетающихся методов, их оптимальную 
маркировку и правило переключения.

Резюмируя, хотелось бы обратить внимание на следующие моменты.
Предложенный в статье способ отбора методов при их неизвестной маркировке 

подразумевает решение задачи ЧБЛП, содержащей ( 1)p n p⋅ + +  булевых перемен-
ных. Из этого следует, что чем больше объем выборки n и количество используемых 
методов p, тем выше вычислительная сложность задачи ЧБЛП. В  этом на  данный 
момент прослеживается определенная ограниченность предложенного способа при 
обработке больших данных. Тем не менее, рассмотренная в статье задача обработки 
выборки объема n = 34 с числом входных переменных l = 8 и с количеством методов 
p = 6 с использованием пакета COPT была решена довольно эффективно.

Достоинство сформулированных задач ЧБЛП в том, что для них не требуется ре-
шать проблему выбора достаточно большого положительного числа M.

Полученную в  результате решения задач ЧБЛП списочную модель, состоящую 
из списка оцененных разными методами линейных регрессий и правила их переклю-
чения, можно использовать для прогнозирования значений выходной переменной y. 
Например, для получения прогноза по модели (34), (35) нужно сначала подставить 
значения входных переменных в правило (35) и найти маркер метода. Затем для со-
ответствующего маркеру метода из списка (34) вновь с помощью значений входных 
переменных вычислить прогнозное значение выходной переменной y.

Предложенный в статье способ, предназначенный для обработки данных из лю-
бых предметных областей, описан для отбора только из класса Lν-методов оценива-
ния. Однако для этого могут быть использованы абсолютно любые методы оценки 
линейных регрессий, многие из которых упомянуты во введении. К тому же предло-
женный способ ОСМ только для линейной регрессии может быть адаптирован в спо-
соб отбора наиболее сочетающихся спецификаций моделей для конкретного метода. 
Более того, разработанный способ можно легко адаптировать для решения задачи от-
бора наиболее сочетающихся нейронных сетей.
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Разработка тестов создания виртуальных  
машин с различными параметрами  

виртуального процессора

О.Р. Лисовский
Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет) 
Москва, Российская Федерация
 Lisoleg555@yandex.ru

Резюме
Контекст и  актуальность. Гипервизоры являются основой современных 
облачных сервисов. В  этой области активно разрабатываются новые 
решения, которые требуют тщательного тестирования. Особенно важна 
стабильная работа ключевого компонента — виртуальной машины. Из-за  
обилия настроек тестирование может занять продолжительный период 
времени, поэтому требуется не  только максимальное тестовое покрытие, 
но и минимальное количество тестовых сценариев. Цель. Выявить и показать 
независимость минимального количества тестов для проверки создания 
виртуальной машины с  различными параметрами виртуального процессора. 
Гипотеза. Количество независимых тестов, необходимое для проведения 
исчерпывающего тестирования создания виртуальной машины с  разными 
параметрами процессора строго ограничено, и эти ограничения можно выявить 
с помощью классов эквивалентности. Методы и материалы. Рассматривались 
все основные параметры настройки виртуального процессора при создании 
виртуальной машины. Для каждого из  них подбирались оптимальные классы 
эквивалентности. Далее брались тесты по  граничным значениям классов 
и  по  одному тесту из  середины класса. После выявления всех уникальных 
тестов для рассматриваемого параметра проводился поиск пересечений 
с  ранее выявленными тестами, а  дубликаты вычёркивались из  конечного 
списка. Отдельно помечались тесты, которые могут отсутствовать из-за 
особенностей реализации гипервизора. Результаты. Результатом является 
набор тестов с одним параметром, меняющимся в зависимости от количества 
процессоров, которое может эмулировать гипервизор. Все тесты независимы, 
что позволяет производить их параллельный запуск. Выводы. Показано, что 
для одного из  разделов тестирования гипервизора — создания виртуальной 
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машины с  различными параметрами виртуального процессора — можно при 
помощи классов эквивалентности вывести строгий набор независимых тестов. 
Рекомендуется таким  же образом разработать тесты для прочих параметров 
создаваемой виртуальной машины.

Ключевые слова: тестирование, виртуальный процессор, классы 
эквивалентности, гипервизор, оптимизация
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Development tests of creating virtual machines  
with different virtual processor parameters

O.R. Lisovskiy
Moscow Aviation Institute (National Research University)
Moscow, Russian Federation
 Lisoleg555@yandex.ru

Abstract
Context and relevance. Hypervisors are the foundation of modern cloud services. 
New solutions are being actively developed in this area and require thorough testing. 
Due to the abundance of settings, testing can take a long period of time, so not only 
maximum test coverage but also a minimum number of test scenarios is required. 
Objective Identify and demonstrate the independence of the minimum number of 
tests for verifying the creation of virtual machine with different virtual processor 
parameters. Hypothesis. The number of independent tests required to perform 
exhaustive testing of virtual machine creation with different processor parameters 
is strictly limited, and these limitations can be identified using equivalence classes. 
Methods and materials. All key virtual processor configuration parameters of 
created virtual machine were considered. Optimal equivalence classes were selected 
for each. Then, tests were taken at the boundary values of each class, along with one 
test from the middle of each class. After identifying all unique tests for the parameter 
in question, a search was conducted for intersections with previously identified tests, 
and duplicates were removed from the final list. Tests that may be missing due to 
specific hypervisor implementation features were marked separately. Results.  
The result is a set of tests with a single parameter that varies depending on the number 
of processors the hypervisor can emulate. All tests are independent, allowing them to 
be run in parallel. Conclusions. It has been shown that for one section of hypervisor 
testing — creating a  virtual machine with various virtual processor parameters — 
it is possible to derive a  clear set of independent tests using equivalence classes.  
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It is recommended to develop tests for other parameters of creating virtual machine 
in a similar way.

Keywords: testing, virtual processor, equivalence classes, hypervisor, optimization
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Введение

Для обеспечения масштабируемости и надежности современной инфраструктуры 
облачных сервисов активно применяются гипервизоры с прямым доступом к аппа-
ратным ресурсам серверов (Portnoy, 2012). Гипервизор содержит спектр параметров 
для виртуальных процессоров (Brown et al., 2019; Hagen, 2008; Ivanov, 2017), что по-
зволяет создать виртуальную машину для практически любой прикладной задачи, 
при этом не делая всю систему более уязвимой к атакам из вне (Olzak et al., 2010). Од-
нако каждый такой параметр увеличивает общую сложность программы (Jorgensen, 
DeVries, 2021) и повышает вероятность её нештатной работы на различных этапах 
(создание виртуальной машины, редактирование её параметров, получение описания 
виртуальной машины и даже её удаление). Любые ошибки в процессе работы гипер-
визора могут обернуться значительными потерями времени и финансов. Единствен-
ный способ предотвращения ошибок гипервизоров в целом и работы виртуальных 
процессоров в частности — тщательное тестирование программы. Из-за большого 
количества разработок программного обеспечения в  сфере виртуализации (в  том 
числе для импортозамещения) (Сдобникова, 2025; ТОП гипервизоров 2025…, 2025) 
проблема тестирования гипервизоров является весьма актуальной. Для увеличения 
эффективности и надёжности тестирования необходимо минимизировать количество 
тестов, требующих ручного прогона, и  максимизировать количество автотестов —  
тестов, которые смогут выполняться в автоматическом режиме и по указанному рас-
писанию. Это позволит как значительно ускорить процесс тестирования продукта: 
человек, очевидно, выполняет все пункты, указанные в  протоколе тестирования, 
медленнее чем компьютер. Кроме того, это позволит минимизировать человеческий 
фактор в процессе тестирования. В работе рассматривается автоматизированное те-
стирование компонента «Создание виртуальной машины», в частности создание вир-
туальной машины с различными параметрами виртуального процессора. Кроме того, 
приводится список с  минимально необходимым количеством тестов создания вир-
туальных машин с различными параметрами виртуального процессора и учтены все 
возможные дублирования тесовых сценариев. Минимальное количество получается 
с помощью разбиения на классы эквивалентности, что позволит сократить большую 
группу тестов до малой, в том числе единичного теста (Bhat, Quadri, 2015).
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Предварительные условия тестирования

Предварительно необходимо определить зависимость создания виртуальных ма-
шин от других глобальных компонентов гипервизора, так как они могу заблокиро-
вать эту функцию. Существует зависимость от функции установки гипервизора, так 
как без его инсталляции вообще невозможно произвести тестирование виртуальной 
машины в  любом виде. Поэтому установка гипервизора должна показать успеш-
ный результат тестирования. Также в  случае гипервизоров первого типа (Nirek, 
2021; Portnoy, 2012), предназначенных для работы с тысячами виртуальных машин 
у крупных компаний, будет существовать прямая зависимость от компонента «Хра-
нилища», так как виртуальная машина будет требовать хранилища для размещения 
и корректной работы этого хранилища для создания файлов конфигурации, вирту-
альной оперативной памяти, файлов жёстких дисков и т. д. В случае, если гиперви-
зор взаимодействует с  хранилищем через операционную систему (Kipper, Barrett, 
2010; Nirek, 2021), данная зависимость опускается, так как операционные системы 
семейств Linux, Windows, Mac OS и прочие имеют достаточно надёжные системы 
хранения данных, способные сами по себе выполнять запросы гипервизора. Ошибки 
могут возникать только со стороны действий виртуальной машины.

В рамках самого компонента «Создание виртуальной машины» необходимо убе-
диться, что различные конфигурации процессора никак не зависят от других настро-
ек виртуальной машин: оперативная память, жёсткие диски, сеть и т. д. Полностью 
гарантировать независимость компонентов невозможно, но  так как тестирование 
всех возможных комбинаций настроек виртуальной машины занимает огромное 
количество времени, необходимо выделить в  отдельную категорию тестирование 
потенциально мешающих друг другу настроек (например добавление процессор-
ных ядер и  оперативной памяти без выключения виртуальный машины). Для всех 
остальных случаев необходимо первоначально проверить создание виртуальной 
машины со  стандартными настройками всех компонентов, кроме жёсткого диска. 
В качестве жёсткого диска должен использоваться диск с уже установленной опера-
ционной системой, так она будет служить подтверждением, что различные настрой-
ки процессора корректно работают. Если виртуальная машина успешно создалась, 
и  операционная система этой машины работает в  штатном режиме, то  во  всех те-
стах компонента «Создание виртуальной машины с разными параметрами процес-
сора» будет принято считать, что они независимы от настроек других компонентов, 
и во всех тестах будут использоваться стандартные предлагаемые мастером создания 
виртуальной машины параметры, кроме фиксированного жёсткого диска. Если  же 
было выявлено, что с  какими‑то из  стандартных параметров виртуальная машина 
не  создаётся, то  необходимо выбрать один из  двух вариантов действий. Если ис-
правление ошибки у  отдела разработки будет занимать немного времени (до  трёх 
часов), допускается полная остановка прогона автотестов для создания виртуальной 
машины. Но если ошибка не будет исправлена быстро или оценка работоспособно-
сти различных параметров процессора виртуальной машины обладает повышенным 
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приоритетом, то  необходимо подготовить сценарий, определяющий причину про-
блемы (к  примеру, посредством анализа лог-файла или уже имеющегося отчёта 
об ошибке) с последующей итерационной заменой в коде автотестов значений тре-
буемой переменной до успешного создания виртуальной машины. Но если ошибка 
заключается в  использовании диска с  уже установленной операционной системой, 
то тестирование компонента будет целесообразнее прекратить, так как не будут по-
лучены данные о процессорах со стороны операционной системы виртуальной ма-
шины, что сделает результаты теста потенциально недействительными.

Для гарантии надёжности тестов необходимо обеспечить их независимость 
(Crispin, Gregory, 2008). Для этого каждый тест должен работать со своей собствен-
ной виртуальной машиной, повторное использование одной машины для тестов на её 
создания невозможно: она уже создана. Чтобы обеспечить экономию места хранили-
ща, каждая такая машина создаётся на этапе подготовки теста и удаляется на этапе 
завершения теста. На этапе подготовки копируется диск с установленной операци-
онной системой, так как одновременное использование несколькими виртуальными 
машинами операционной системы на одном диске неминуемо приведёт к сбоям ис-
пользуемой операционной системы или порче этого диска.

Благодаря всем этим предварительным условиям можно обеспечить параллель-
ное выполнение автотестов. Количество потоков ограничено либо количеством 
тестов, либо возможностями тестовой среды, либо возможностями гипервизора к па-
раллельной обработке запросов (например, искусственное ограничение на 10 одно-
временно создаваемых машин).

Далее необходимо обозначить параметры виртуального процессора, требующие 
проверки: количество процессорных ядер, распределение ядер по сокетам, резерви-
рование частоты процессора, модели процессоров и добавление процессорных ядер 
без остановки работы машины. Все перечисленные параметры проверяются через 
мониторинг гипервизора и  через средства мониторинга операционной системы, 
установленной на виртуальную машину.

Работа сконцентрирована на разработке положительных тестов и негативных тестах, 
которые используют корректный тип данных вводимых параметров. Тесты, которые ис-
пользуют некорректный тип данных (Kaner, Falk, Nguyen, 1999), объединены в единый 
класс эквивалентности, и подробно рассматриваться будут только два таких теста из-за 
возможных уникальных ошибок. Остальные будут только обозначены и в итоговое зна-
чение количества тестов включены не будут. В рамках каждого класса необходимо про-
верять оба граничных значения класса и одно неграничное значение (Gupta, Choudhary, 
2024). Если в нескольких классах имеется идентичное граничное значение, то рассма-
тривать его необходимо единожды, чтобы не создавать дублирующие тесты.

Тестирование создания виртуальных  
машин с различным количеством процессорных ядер

Одним из наиболее часто используемых параметров виртуального процессора при 
создании виртуальной машины является количество виртуальных вычислительных 
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ядер. Они регулируют возможности виртуальной машины в области параллельных 
вычислений (Kusnetzky, 2011; Portnoy, 2012).

Первоначально необходимо разбить множество возможных значений виртуальных 
процессоров на классы эквивалентности и выделить границы. Таких классов несколько:
1.	 ( )1 21;min ,n n  ∩ ;
2.	 ( )( )1 2max , ;n n +∞ ∩ ;
3.	 ;
4.	 Неверный тип данных — отрицательные числа, ноль, дробные числа, строковые 

значения и т. д.
Здесь 1n  — максимально возможное количество ядер, обрабатываемых гипер-

визором, а  2n  — максимально возможное количество ядер, обрабатываемых физи-
ческим хостом. Рассматривается именно такое соотношение, так как если 1 2n n≥ ,  
виртуальная машина точно не  может быть создана из-за физических ограничений, 
и  это является составляющей второго класса эквивалентности, в  то  время как при 
выбранном соотношении виртуальная машина потенциально может создаться, 
но не будет соответствовать существующим ограничениям.

Оба этих значения могут, в зависимости от реализации эмуляции ядра процессора, 
соответствовать как числу физических ядер процессора хоста, что сделает проверку 
достаточно простой, так и количеству потоков, что усложнит тесты и сделает их ме-
нее объективными, так как придётся использовать близкие к максимальным значения, 
ввиду постоянно меняющегося количества процессов внутри хоста. Отсюда можно 
выделить следующий ряд тестов, где 1k  — количество ядер на момент создания:
1.	 1 1k =  — проверка создания виртуальной машины с минимальным количеством ядер.
2.	 ( )( )1 1 21;min ,k n n∈ ∩  — проверка создания виртуальной машины с  наиболее 

часто используемым 1k .
3.	 1 1k n=  — проверка создания виртуальной машины с предельно установленным 

количеством ядер.
4.	 ( )1 1 2;k n n∈ ∩  — проверка невозможности создания виртуальной маши-

ны, которая может быть физически создана, но  не  соответствует программным 
ограничениям.

5.	 1 2k n=  — проверка создания виртуальной машины с  предельным количеством 
физических ядер на физическом хосте.

6.	 ( )1 1 2 max ,k n n> ∩  — проверка невозможности создания виртуальной машины, 
которая превышает физические и программные ограничения.

7.	 1 0k =  (первый тест с неверным типом данных) — проверка невозможности соз-
дания виртуальной машины, без процессорных ядер.

8.	 Следующие тесты для неверных типов данных — различные тесты на обработку 
неверных типов данных.
Если не установлен максимум для гипервизора или он гарантированно выше мак-

симума хоста, то третий класс эквивалентности вместе с тестами 3 и 4 опускается.
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Тестирование создания виртуальных машин  
с различным количеством процессорных сокетов

Количество сокетов позволяет определить, будет виртуальная машина просто 
обладать многоядерным процессором или будет многопроцессорной (Patterson, 
Hennessy, 2018). Данная настройка нужна для специфических задач виртуальной ма-
шины, требующих параллельных вычислений.

Существует одна основная реализация распределения ядер по сокетам при созда-
нии виртуальной машины: рассчитанные хостом делители количества ядер (Hagen, 
2008). Ручной ввод количества сокетов с последующим равномерным распределением 
ядер и ручной ввод количества сокетов и ядер в каждом из них практически не встреча-
ется из-за сложности реализации, сложности пользования и малой востребованности.

Рассмотрим три основных класса эквивалентности:
1.	 Один сокет с  ( )1 21;min ,m n n∈   ∩  ядер;

2.	 s  сокетов с 
( )

( )1 2

0 mod                    
:

1;min ,
m s

m
m n n

 ≡
 ∈     ∩

 ядер суммарно;

3.	 ( )1 2min ,n n  сокетов с одним ядром;
Здесь 1n  и  2n  — ранее введённые максимально возможные количества ядер. 

Рассматривается именно минимум, так как промежуток между минимумом и макси-
мумом проверяется в предыдущем разделе, что позволяет отсеять ненужные тесты 
и сократить время прогона.

Неверный тип данных не рассматривается, так как при автоматическом расчёте 
всех вариантов ввод некорректных данных крайне затруднён или вовсе невозможен.

На  основе имеющихся классов эквивалентности можно составить следующий 
ряд тестов:
1.	 Один сокет с  одним ядром — проверка создания виртуально машины с  мини-

мальным количеством ядер и сокетов.
2.	 Один сокет со стандартным количеством ядер по условию первого класса эквива-

лентности — проверка создания виртуальной машины с наиболее часто использу-
емыми параметрами.

3.	 Один сокет с количеством ядер, соответствующим ( )1 2min ,n n  — проверка создания 
виртуальной машины с одним сокетом с предельно возможным количеством ядер.

4.	 s  сокетов по одному ядру — проверка создания виртуальной машины с несколь-
кими сокетами с минимальным количеством ядер.

5.	 s  сокетов со стандартным количеством ядер по условию второго класса эквива-
лентности — проверка создания виртуальной машины с несколькими сокетами 
с наиболее часто используемым количеством ядер на сокет.

6.	 s  сокетов, задействующих все ядра физического хоста — проверка создания вир-
туальной машины с  несколькими сокетами с  максимально возможным количе-
ством ядер.

7.	 Максимальное количество сокетов, равное допустимому количеству ядер физиче-
ского хоста — проверка создания виртуальной машины с максимальным количе-
ством сокетов.



Лисовский О.Р. (2025) 
Разработка тестов создания виртуальных машин  
с различными параметрами виртуального процессора
Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4), 58—70.

Lisovskiy O.R. (2025)
Development tests of creating virtual machines  

with different virtual processor parameters
Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4), 58—70.

65

Имея списки тестов для ядер и сокетов, можно провести ряд оптимизаций. Тест 
№ 1 для ядер можно провести только при наличии одного сокета, поэтому его можно 
объединить с тестом № 1 для сокетов. Поскольку в тесте № 2 для ядер количество 
сокетов не существенно, его можно объединить с тестом № 2 для сокетов. Посколь-
ку для теста № 3 для сокетов требуется максимально допустимое число ядер, при 

1 2n n<  он может быть объединён с тестом № 3 для ядер, а при обратном значении 
неравенства — с тестом № 5 для ядер.

Тестирование создания виртуальных машин  
с различным резервированием частоты процессора

Резервирование минимальной частоты не  даёт опуститься значению частоты 
виртуального процессора ниже заданного значения. Это необходимо для гарантиро-
ванного обеспечения виртуальной машины вычислительными ресурсами при воз-
можной конкуренции с другими машинами (McAdams, 2015).

Выделим четыре основных класса эквивалентности:
1.	 [0; n3);
2.	 [n3; n4];;
3.	 (n4; +∞).
4.	 Неверный тип данных — отрицательные числа, строковые значения и т. д.

Здесь 3n  — минимальное значение резервирования частоты виртуального про-
цессора, 4n  — максимально возможное значение резервирования частоты, обраба-
тываемое гипервизором. Поскольку физический процессор формально не  имеет 
физических ограничений на  значение частоты, гипервизор получает такое искус-
ственное ограничение. Из имеющихся классов можно составить следующие тесты, 
где 2k  — резервирование частоты:
1.	 2 0k =  — проверка невозможности создания виртуальной машины без резервиро-

вания частоты процессора.
2.	 ( )2 30;k n∈  — проверка невозможности создания виртуальной машины без резер-

вирования частоты процессора ниже минимальной.
3.	 2 3k n=  — проверка создания виртуальной машины с минимальным резервирова-

нием частоты процессора.
4.	 ( )2 3 4;k n n∈  — проверка создания виртуальной машины с резервированием часто-

ты процессора в интервале допустимости.
5.	 2 4k n=  — проверка создания виртуальной машины с максимальным резервирова-

нием частоты процессора.
6.	 2 4k n>  — проверка невозможности создания виртуальной машины с резервиро-

ванием частоты процессора в интервале допустимости.
7.	 Тесты для неверных типов данных — различные тесты на обработку неверных 

типов данных.
Проведём следующую оптимизацию: объединим тест № 4 с тестом № 2 из раз-

дела тестирование создания виртуальных машин с  различным количеством 
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процессорных ядер, так как в тесте со стандартными параметрами предполагается, 
что все возможные настройки виртуального процессора будут стандартными. В слу-
чае если тест останется, произойдёт дублирование тестов, что негативно скажется 
на скорости выполнения тестов.

Стоит отметить, что возможна следующая реализация гипервизора — минималь-
ное резервирование ( 3n ) равно 0. В таком случае тесты № 1 и № 2 данного раздела 
опускаются, так как полуинтервал первого класса эквивалентности полностью вхо-
дит в отрезок второго.

Тестирование создания виртуальных машин  
с различными моделями процессора

Создание виртуальных машин с различными моделями процессора необходимо 
для работы с эмулируемыми процессорами. Здесь каждый эмулируемый процессор 
считается классом эквивалентности. Количество эмулируемых процессоров для каж-
дого продукта своя, поэтому количество необходимых проверок будет m . Однако 
проверка данного раздела осложнена тем, что одни физические процессоры не мо-
гут эмулировать другие (Ivanov, 2017; Portnoy, 2012; Syrewicze, Siddaway, 2018), что 
влечёт неизбежное увеличение количества проверок в  два раза для проверки кор-
ректного поведения при запросе создания виртуальной машины с неподдерживаемой 
моделью процессора. Это обстоятельство также увеличивает затраты на  тестовый 
стенд, так как необходимы как машины способные эмулировать все указанные в до-
кументации процессоры, так и машины, неспособные на это. Может потребоваться 
проверка ещё двух дополнительных случаев — эмулирование модели процессора хо-
ста и прямой проброс процессора в виртуальную машину (Brown et al., 2019).

Проведём небольшую оптимизацию: одна из моделей виртуального процессора 
будет включаться в  тесты ранее описанных разделов, поэтому уникальных тестов 
будет на  один меньше. Итого по  данному разделу может понадобиться от  2 1m −   
до  2 1m +  тестов.

Тестирование создания виртуальных  
машин с добавлением процессорных ядер  

без выключения виртуальной машины

Добавление процессорных ядер без выключения виртуальной машины — особая 
настройка процессора, которая позволяет регулировать количество ядер в процес-
се исполнения работы виртуальной машины. Это позволяет не  прерывать работу 
служб, установленных или активно пользующихся ресурсами машины, и увеличить 
количество выделяемых процессорных ресурсов (Brown et al., 2019; Chisnall, 2008). 
После включения этой настройки может появиться дополнительное требование: 
вписать максимальное значение виртуальных ядер, которое может быть после до-
бавления (Brown et al., 2019).
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Для настройки имеются следующие классы эквивалентности:
1.	 Настройка выключена;
2.	 )51;n ∩ , при 5 2n > ;
3.	 ( )5 1 2;min ,n n n  ∩ ;
4.	 ( )( )1 2min , ;n n +∞ ∩ ;
5.	 Неверный тип данных — отрицательные числа, ноль, дробные числа, строковые 

значения и т. д.
Здесь 5n  — текущее значение количества процессорных ядер виртуальной маши-

ны. В четвёртом классе эквивалентности рассматривается именно минимум 1n  и  2n , 
так как промежуток между минимумом и максимумом, а также промежуток больше 
максимума заведомо должны привезти к ошибке создания виртуальной машины из-
за превышения порога допустимого значения. Это позволяет отсеять ненужные те-
сты и сократить время прогона. Из имеющихся классов можно составить следующие 
тесты, где 1k  — количество ядер на момент создания, а  3k  — количество максималь-
ных ядер после добавления:
1.	 Настройка выключена — проверка создания виртуальной машины без возможно-

сти добавления процессорных ядер без выключения.
2.	 3 1k = , 1 2k >  — проверка невозможности создания виртуальной машины, если 

максимальное количество добавленных ядер меньше стартового и  равно мини-
мально возможному.

3.	 ( )3 11;k k∈ ∩  — проверка невозможности создания виртуальной машины, если 
максимальное количество добавленных ядер меньше стартового.

4.	 3 1k k=  — проверка создания виртуальной машины с максимумом ядер равным 
текущему значению ядер.

5.	 ( )( )3 1 1 2;min ,k k n n∈ ∩  — проверка создания виртуальной машины с максиму-
мом ядер, превосходящим текущее значение ядер, но меньшее, чем максимальное.

6.	 ( )3 1 2min ,k n n= , ( )1 1 2min ,k n n<  — проверка создания виртуальной машины 
с максимально возможным количеством доступных для добавления ядер и теку-
щим количеством меньшим максимума.

7.	 3 0k =  (второй тест с неверным типом данных) — проверка невозможности соз-
дания виртуальной машины, если максимальное количество добавленных ядер 
равно нулю.
Следующие тесты для неверных типов данных — различные тесты на обработку 

неверных типов данных.
Поскольку одна из указанных настроек (наиболее вероятно — самая первая из-за 

своей простоты) будет включаться в тесты ранее описанных разделов, уникальных 
тестов в данном разделе на один меньше. Однако возможна и реализация без огра-
ничения максимального количества добавленных ядер, так как максимум изначально 
будет равен всем доступным процессорным ядрам, и её проверка ложится преиму-
щественно на  тесты изменения виртуальной машины. В  таком случае количество 
уникальных тестов становится равным единице.
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Заключение

В результате представленного исследования были выявлены классы эквивалент-
ности для всех основных настроек процессора виртуальной машины при её создании. 
Из  этих классов составлен минимальный набор тестов для каждой отдельной на-
стройки. Значительное пересечение (3 теста) было выявлено только у настроек коли-
чества процессорных ядер (в зависимости от реализации 6 или 8 тестов) и количества 
сокетов (всего 7  тестов). При учёте объединения получается 10 или 12 тестов. Для 
различных значений частоты процессора было выявлено, в зависимости от реализа-
ции, пять или семь тестовых случаев, а с учётом пересекающегося значения с дру-
гими тестами — четыре или шесть. Для различных моделей процессора уникальное 
количество тестов от  2 1m −  до  2 1m + . Для настройки добавления ядер без остановки 
виртуальной машины было выявлено два или восемь тестов, с учётом пересекающей-
ся настройки от одного до семи уникальных тестов. Из этого следует, что гипервизор 
с  самым малым набором настроек потребует 14 2m+  уникальных тестов, а  гипер-
визор с  самым широким спектром настроек — 26 2m+ . Эти  же числа показывают 
максимальное количество автотестов, которые могут быть запущены одновременно. 
Эти тесты позволяют покрыть всевозможные классы эквивалентности настроек без 
лишних проверок, обеспечивая максимальное тестовое покрытие при минимальных 
временных затратах, что очень важно для активно разрабатывающегося гипервизора, 
который нуждается в постоянном тестировании из-за большой частоты обновлений.

Из-за большого удобства и  простоты использования данного метода написания 
тестовых сценариев его резонно рассматривать для написания тестовых сценариев 
для прочих крупных компонентов настроек при создании виртуальной машины.
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Применение методов линейного  
программирования для автоматизированного 

планирования персонализированных 
тренировочных программ

М.Н. Татаренко
Московский авиационный институт (национальный исследовательский институт)
Москва, Российская Федерация
 michaeltatarenko@gmail.com

Резюме
Контекст и  актуальность. Разработана гибридная модель 
целочисленного линейного программирования (MILP) для автоматизации 
планирования тренировочных программ, объединяющая извлечение 
знаний из  экспертных планов и  модель физиологической динамики 
усталости. Подход позволяет автоматически калибровать параметры 
восстановления по  структуре планов без медицинских измерений. 
Цель. Разработать и  эмпирически валидировать гибридную MILP-модель, 
способную извлекать латентные паттерны периодизации и  формировать 
физиологически обоснованные программы с  учётом динамики мышечной 
усталости. Гипотезы. (1) Коэффициент восстановления мышечных групп 
может быть извлечён из временной структуры экспертного плана. (2) Сочетание 
линейных ограничений и экспоненциальной модели усталости воспроизводит 
микроциклическую периодизацию без явного программирования. (3) Гибридный 
подход обеспечивает баланс структурной точности и вариативности упражнений. 
Методы и  материалы. Проведён описательный анализ реального 
тренировочного плана женской команды гандбола «Ростов-Дон»  
(24 сессии). Для оценки статистической значимости смоделировано нулевое 
распределение метрик методом Монте-Карло (N  = 1 000) при тех  же 
структурных ограничениях; вычислены z-оценки и p-значения по нормальной 
аппроксимации (α  = 0,05). Модель содержит 32 бинарные переменные 
(упражнения), матрицу интенсивности 32×8, динамическое взвешивание 
(базовая полезность, бонус разнообразия, штраф усталости) и автоматическое 
извлечение коэффициента восстановления λ. Реализация: Python 3.11,  
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PuLP 2.7, CBC 2.10. Результаты. Косинусное сходство распределения 
нагрузки — 0,722 (против 0,634 ± 0,025 у  случайной генерации; z = 3,55;  
p < 0,0002); точное совпадение объёма (EMR) — 55,2% (против 38,1 ± 3,2%;  
p < 0,001); индекс Жаккара — 0,37 (против 0,21 ± 0,08; p < 0,001); обнаружены 
22 микроциклических паттерна. Извлечённый коэффициент восстановления 
λ = 0,345 соответствует периоду полувосстановления ≈ 2,0  тренировки. 
Выводы. Гибридный подход демонстрирует возможность автоматического 
извлечения физиологически значимых параметров и  паттернов периодизации 
из  структуры реальных планов. Высокая вычислительная эффективность  
(< 0,5 с  на  план) и  интерпретируемость делают модель пригодной для 
практической автоматизации планирования тренировок.

Ключевые слова: смешанно-целочисленное линейное программирование, 
оптимизация тренировочных планов, периодизация, модель мышечной 
усталости, коэффициент восстановления, подбор упражнений, 
автоматизированное планирование тренировок, симуляция Монте-Карло, 
операционные исследования; гандбол (женщины)
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Abstract
Context and relevance. We developed a hybrid mixed-integer linear programming 
(MILP) model to automate training-program planning that combines knowledge 
extraction from expert plans with a  physiological model of fatigue dynamics.  
The approach enables automatic calibration of recovery parameters from plan 
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structure without medical measurements.Objective. To develop and empirically 
validate a  hybrid MILP model that extracts latent periodization patterns and 
generates physiologically grounded programs accounting for muscle-fatigue 
dynamics. Hypotheses. (1) The recovery coefficient of muscle groups can be 
inferred from the temporal structure of an expert plan. (2) The combination of linear 
constraints with an exponential fatigue model reproduces microcycle periodization 
without explicit rule coding. (3) The hybrid approach balances structural fidelity 
and exercise variability. Methods and materials. We performed a  descriptive 
analysis of a  real training plan for the women’s handball team “Rostov-Don”  
(24 sessions). To assess statistical significance, we simulated a  Monte-Carlo null 
distribution of the metrics (N  = 1,000) under the same structural constraints and 
computed z-scores and normal-approximation p-values (α  = 0.05). The model 
uses 32 binary decision variables (exercises), a  32×8 intensity matrix, dynamic 
weighting (base utility, diversity bonus, fatigue penalty), and automatic estimation 
of the recovery coefficient λ. Implementation: Python 3.11, PuLP 2.7, CBC 2.10.
Results. Cosine similarity of load distribution = 0.722 (vs  0.634 ± 0.025 for 
random generation; z = 3.55; p < 0.0002); exact volume match (EMR) = 55.2%  
(vs  38.1 ± 3.2%; p < 0.001); Jaccard index = 0.37 (vs  0.21 ± 0.08; p < 0.001);  
22 microcycle patterns detected. The extracted recovery coefficient λ = 0.345 
corresponds to a  half-recovery period of ≈ 2.0 sessions. Conclusions. The hybrid 
approach enables automatic extraction of physiologically meaningful parameters 
and periodization patterns from real-world plan structure. High computational 
efficiency (< 0.5 s per plan) and interpretability make the model suitable for practical 
automation of training-program design.

Keywords: mixed-integer linear programming (MILP); training plan optimization; 
periodization; muscle fatigue model; recovery coefficient; exercise selection; 
automated training plan scheduling; Monte Carlo simulation; operations research; 
handball (women’s)
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Введение

Проблема оптимального планирования физических тренировок представляет собой 
сложную многокритериальную задачу, требующую одновременного учета множества 
факторов: эффективности упражнений, физиологических ограничений, индивидуальной 
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адаптации и  психологической мотивации. Традиционные подходы к  составлению 
тренировочных программ опираются преимущественно на  эмпирический опыт тре-
неров и  стандартизированные протоколы, что не позволяет достичь оптимального ба-
ланса между интенсивностью нагрузки и восстановлением для конкретного индивида.

Проблематика оптимизации тренировочных программ привлекает внимание 
исследователей из  различных областей. Melkonian (2019) разработал модель цело-
численного линейного программирования для оптимизации круговых тренировок, 
минимизирующую общее время тренировки при достижении целевых показателей 
для различных мышечных групп. Fister Jr. et al. (2015) применили алгоритм летучих 
мышей (bat algorithm) для планирования фитнес-сессий, демонстрируя эффектив-
ность метаэвристических подходов в данной области.

Современные исследования в  области спортивной науки демонстрируют расту-
щий интерес к применению методов математической оптимизации. Shynkaruk et al. 
(2025) представили линейно-программные модели для автоматизации планирования 
тренировок киберспортивных команд. Van Doornmalen et al. (2023) продемонстриро-
вали эффективность целочисленного программирования для оптимизации спортив-
ных турниров. В контексте силовых тренировок, Pareja-Blanco et al. (2021) показали 
превосходство линейной периодизации с velocity-based подходом над волнообразны-
ми программами. Michaud et al. (2023) разработали математические модели оптими-
зации распределения нагрузки между мышцами с учетом усталости.

Цель исследования: разработка и эмпирическая валидация математической мо-
дели линейной оптимизации для автоматического планирования индивидуальных 
тренировочных программ с  учетом динамики мышечной усталости и  требований 
к разнообразию упражнений.
Гипотезы исследования:
1.	 Применение методов целочисленного линейного программирования позволяет ав-

томатически генерировать тренировочные планы, не хуже ручного планирования.
2.	 Учет динамики мышечной усталости через линейные ограничения обеспечивает 

физиологически обоснованное распределение нагрузки.
3.	 Многокритериальная целевая функция способна балансировать между эффектив-

ностью и разнообразием упражнений.

Материалы и методы

Математическая модель оптимизации
В  контексте данного исследования под оптимизацией понимается процесс на-

хождения экстремума (максимума) целевой функции при заданных ограничениях, 
формализованный в  рамках теории исследования операций (Boyd & Vandenberghe, 
2004). Задача целочисленного линейного программирования (Mixed Integer Linear 
Programming, MILP) представляет собой класс оптимизационных задач, где целе-
вая функция и ограничения линейны, а часть или все переменные принимают цело-
численные значения. В нашем случае бинарные переменные xi ∈ {0, 1} определяют 
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включение или исключение упражнения из тренировочной программы, что позволя-
ет моделировать дискретную природу выбора упражнений.

Цель оптимизации, состоит в  том, чтобы выбрать такой набор упражнений для 
каждой тренировки, который максимизирует суммарную целевую функцию полезно-
сти с учетом трех критериев:
1.	 Соответствие упражнений текущему уровню подготовки (мезоциклу);
2.	 Разнообразие программы (избегание частых повторений);
3.	 Физиологическая готовность мышц (учет накопленной усталости).

( ) ( )max ,t hybrid
e e

e

M x w t
∈

= ⋅∑


где:
	• M  — целевая функция (суммарная полезность выбранных упражнений);
	• { }1 2 32, ,...,e e e=  — множество доступных упражнений;
	•   — множество мышечных групп (ноги_квадрицепс, ноги_бицепс_бедра, спи-

на, грудь, плечи, бицепс, трицепс, пресс);
	• ( ) { }0,1t

ex ∈  — бинарная переменная выбора упражнения e  для тренировки t   
(1 = выбрано, 0 = не выбрано);

	• { }1,2,...,t T∈  — номер тренировки, где 24T =  (3 мезоцикла × 8 тренировок);
Гибридный вес упражнения ( )hybrid

ew t  — гибридный вес упражнения (численная 
оценка его «полезности » в момент t ), где:

( ) ( )( ) ( )( )( )max 0.01, 1 1hybrid data
e e e ew t w V t P tδ ε= ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅

Интерпретация гибридного веса заключается в  том, что вес упражнения уве-
личивается, если оно давно не  использовалось (коэффициент разнообразия), 
и  уменьшается, если целевые мышцы устали (штрафной коэффициент усталости). 
Нижняя граница веса 0.01minw =  обеспечивает ненулевую вероятность выбора лю-
бого упражнения.

Параметр, основанный на наборе данных
	• data

ew  — компонента, основанная на данных, извлекается из анализа экспертных 
планов:

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 31 , 1 1 ,data
e complexity frequency affinityw f e c f e f e cα α α= + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

где:
	• ( ) ( )

1,
1complexityf e c

complexity e c
=

+ −  — соответствие сложности упражнения те-

кущему мезоциклу c;

	• ( ) ( )
( )maxfrequency

e

frequency e
f e

frequency e′∈

=
′

 — нормализованная частота использования 

в экспертных планах;
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	• ( ),affinityf e c  — вероятность появления упражнения в мезоцикле c;
	• Параметры: 1 1.5α = , 2 0.5α = , 3 2.0α =  (оптимизированы через grid search)/

Динамические компоненты:
	• Показатель разнообразия  представляет собой нормализован-

ную метрику временного интервала с момента последнего выполнения упражнения, 
где ∆te— количество тренировок с момента последнего использования упражнения e.  
Функция достигает максимума 1.0 при ∆Ä 4t ≥  тренировок, что соответствует 
принципу вариативности тренировочных стимулов для предотвращения адапта-
ционного плато (González-Badillo et al., 2022). Данный подход основан на  кон-
цепции периодического обновления двигательных паттернов, необходимого для 
поддержания нейромышечной адаптации и психологической мотивации;

	•  — штраф за  накопленную усталость, 
учитывающий необходимость восстановления мышечных групп (Schoenfeld et al., 
2016; Grgic et al., 2018);

	• emI  — индикатор принадлежности упражнения e  к мышечной группе m;
	• Параметры: 0.2δ =  (вес разнообразия), 0.2ε =  (вес усталости), 1.5θ =  (порог 

усталости)/
Такой подход позволяет сохранить математическую строгость MILP-формализа-

ции, одновременно расширяя её возможности для учета временной динамики тре-
нировочного процесса. Он развивает идеи Melkonian (2019), который формализовал 
задачу планирования круговых тренировок как вариацию задачи коммивояжера 
с дополнительными ограничениями на время выполнения упражнений и межупраж-
ненческие интервалы. В отличие от его модели, мы включаем динамическую компо-
ненту усталости и адаптивное взвешивание на основе исторических данных.

Модель динамики усталости
Центральный элемент — модель накопления и  восстановления мышечной 

усталости:

( ) ( )1
t

m m em
e E

F t F t e Iλ−

∈

+ = ⋅ + ∑

где:
	• ( )mF t  — уровень усталости мышечной группы m  после тренировки t ;
	• λ  — коэффициент восстановления (извлекается из данных);
	• emI  — интенсивность воздействия упражнения e  на группу m  (матрица 32×8). 

Матрица интенсивности emI  построена на  основе биомеханического анализа 
с значениями:
o	 1.0 — основная целевая группа;
o	 0.5 — синергисты;
o	 0.3 — стабилизаторы;
o	 0.0 — группа не задействована.
Параметр λ  калибруется автоматически из структуры экспертного плана:
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Таблица 1 / Table 1
Извлечение коэффициента восстановления λ

Recovery coefficient (λ) extraction

Алгоритм 1. Извлечение коэффициента восстановления
_________________________________________________
Вход: expert_plan — план тренировок
all_exercises — множество упражнений
Выход: λ — коэффициент восстановления
_________________________________________________
1: intervals ← []
2: для каждого exercise ∈ all_exercises:
3: positions ← []
4: для t от 0 до длина(expert_plan) — 1:
5: если exercise ∈ expert_plan[t]:
6: positions.добавить(t)
7: если длина(positions) > 1:
8: для i от 0 до длина(positions) — 2:
9: intervals.добавить(positions[i+1] — positions[i])
10: mean_interval ← среднее(intervals)
11: λ ← ln(2) / mean_interval
12: вернуть λ

Интерпретация: 0,345λ =  означает 29,2% восстановления за тренировку, что со-
ответствует периоду полувосстановления ( )1/2 ln 2 / 2.0t λ= ≈  тренировки.

Система ограничений
1.	 Количество упражнений (адаптивное по мезоциклам)

( ) ( ) ,t c
e ex

e

x n
∈

=∑


где: ( )1 5exn = , ( )2 6exn = , ( )3 6exn =
2.	 Минимум для основных групп:

3.	 Обязательные упражнения на корпус:

( ) 1
core

t
e

e

x
∈

≥∑


4.	 Максимум на группу:
( ) 2,

m

t
e

e

x m
∈

≤ ∀ ∈∑ 




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5.	 Баланс толкающих/тянущих движений:

( ) ( ) 1
push pull

t t
e e

e e

x x
∈ ∈

− ≤∑ ∑
 

Модель оперирует базой из  32 упражнений, распределенных по  8 мышечным 
группам:

Таблица 2 / Table 2
Структура базы упражнений

Exercise database structure

Мышечная группа Количество упражнений Примеры упражнений
ноги_квадрицепс 6 приседания, выпады, прыжки
ноги_бицепс_бедра 5 румынская тяга, сгибания
спина 6 подтягивания, тяги
грудь 2 отжимания, жим
плечи 2 подъемы, жимы
бицепс 2 сгибания, молоток

трицепс 3 разгибания, отжимания узким 
хватом

пресс 6 скручивания, планка

Программная реализация
В отличие от метаэвристических подходов, таких как bat algorithm (Fister Jr. et al., 

2015) наш метод гарантирует нахождение глобального оптимума для линеаризован-
ной версии задачи.

Модель реализована на Python 3.11 с использованием:
	• PuLP 2.7 — формулирование задачи линейного программирования;
	• CBC (Coin-or branch and cut) 2.10 — решатель MILP задач;
	• NumPy 1.24 — матричные операции;
	• Pandas 2.0 — обработка данных.

Пример кода оптимизации одной тренировки
Таблица 3 / Table 3

Оптимизация одной тренировки
Single workout optimization

────────────────────────────────────────────────────
Вход: training_num — номер тренировки (t)
mesocycle — текущий мезоцикл (c)
E — множество доступных упражнений
Выход: X* — оптимальный набор упражнений
────────────────────────────────────────────────────
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1: Инициализация:
2: Создать задачу MILP с целью максимизации
3: X ← {x_e: e ∈ E} — бинарные переменные выбора
4:
5: Целевая функция:
6: W ← calculate_hybrid_weights(training_num, mesocycle)
7: maximize Σ(x_e × W[e]) для всех e ∈ E
8:
9: Ограничения:
10: Σ x_e = n_ex^(c) // количество упражнений
11: Σ x_e ≥ 1, ∀m ∈ M_major // минимум для основных групп
12: Σ x_e ≥ 1, e ∈ E_core // обязательные упражнения
13: Σ x_e ≤ 2, ∀m ∈ M // максимум на группу
14: |Σ x_push — Σ x_pull| ≤ 1 // баланс push/pull
15:
16: Решение:
17: X* ← solve_MILP(CBC_solver)
18: вернуть {e: x_e = 1}
────────────────────────────────────────────────────
Функция calculate_hybrid_weights(t, c):
для каждого e ∈ E:
w_data[e] ← compute_data_weight(e, c)
V[e] ← compute_variety_bonus(e, t)
P[e] ← compute_fatigue_penalty(e, t)
W[e] ← max(0.01, w_data[e] × (1 + δ×V[e]) × (1 — ε×P[e]))
вернуть W
────────────────────────────────────────────────────

Метрики оценки
Для комплексной валидации модели использовались четыре взаимодополняющие 

метрики:
1.	 Косинусное сходство распределения нагрузки.

Оценивает структурное сходство распределения упражнений по  мышечным 
группам:

( ) expert model

expert model

cos θ
⋅

=
v v

v v  

где 8∈v  — вектор количества упражнений на  каждую из  8 мышечных групп 
в тренировке. Метрика инвариантна к конкретным упражнениям и фокусирует-
ся на паттернах распределения нагрузки. Значения больше 0.7 интерпретируются 
как высокое структурное сходство.
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2.	 Коэффициент точного совпадения групп (EMR).
Измеряет способность модели воспроизводить точный объем нагрузки:

( ) ( )expert model

1 1

1 1
T M

m m
t m

EMR n t n t
T M = =

 = = ⋅ ∑∑

где ( )mn t — количество упражнений для мышечной группы m в тренировке t, 
1 — индикаторная функция. EMR оценивает точность воспроизведения объема 
независимо от выбора конкретных упражнений.

3.	 Индекс Жаккара для упражнений.
Количественная оценка пересечения множеств упражнений:

( ),
A B

J A B
A B

= ∩
∪

∣ ∣
∣ ∣

где A  и  B — множества упражнений в соответствующих тренировках. Умерен-
ные значения (0,3—0,5) указывают на баланс между следованием структуре и ге-
нерацией новых комбинаций.

4.	 Анализ микроциклической периодизации.
Идентификация повторяющихся паттернов через поиск идентичных пар 
тренировок:

где интервал [2,4] соответствует типичной микроциклической структуре. Способ-
ность автоматически воспроизводить периодизацию без явного программирова-
ния служит индикатором успешного извлечения латентных временных паттернов.

5.	 Статистическая валидация.
Для оценки статистической значимости использовался метод бутстрэп с генера-
цией 1000 случайных планов. Z-score рассчитывался как:

model random

random

xz µ
σ

−
=

где modelx — значение метрики для гибридной модели, randomµ и randomσ — среднее 
и стандартное отклонение для случайной выборки.

Результаты

Модель валидирована на реальном тренировочном плане, разработанном профес-
сиональным тренером для гандбола (3 мезоцикла, 12 микроциклов, 24 тренировки). 
Результаты представлены в табл. 4.
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Таблица 4 / Table 4
Результаты валидации гибридной модели

Hybrid model validation results

Показатель Гибридная 
модель

Случайная 
генерация (n = 1000)

Статистическая 
значимость

Косинусное сходство 
распределения нагрузки 0,722 0,634 ± 0.025 z = 3,55, p < 0.0002

Точное совпадение объема (EMR) 55,2% 38,1 ± 3,2% p < 0,001
Совпадение упражнений  
(индекс Жаккара) 0,37 0,21 ± 0,08 p < 0,001

Обнаружено микроциклических 
паттернов 22 — —

Гибридная модель продемонстрировала косинусное сходство 0,722 с экспертным 
планом, что статистически значимо превышает результаты случайной генерации (z = 
3.55σ, p < 0.0002). Это указывает на  успешное воспроизведение общей структуры 
распределения нагрузки по мышечным группам.

Анализ временной структуры выявил 22 повторяющихся паттерна в сгенериро-
ванном плане со средним интервалом 2,8 тренировки, что полностью соответствует 
периодизации экспертного плана (22 паттерна, интервал 2—4 тренировки). Примеры 
обнаруженных микроциклов:
•	 Тренировки 1 и 3: идентичное распределение нагрузки (интервал = 2);
•	 Тренировки 1 и 5: повторение паттерна (интервал = 4);
•	 Тренировки 2 и 6: циклическое чередование (интервал = 4) Умеренное совпаде-

ние конкретных упражнений (индекс Жаккара = 0,37) при высоком структурном 
сходстве (косинус = 0,722) демонстрирует, что модель не  копирует экспертный 
план механически, а  генерирует функционально эквивалентные альтернативы, 
сохраняя целевую направленность тренировок.
Обсуждение результатов
Исследование вносит три конкретных вклада в область автоматизации спортив-

ных тренировок:
1. 	 Автоматическая калибровка физиологических параметров. Разработан метод из-

влечения коэффициента восстановления λ = 0,345 непосредственно из структуры 
экспертного плана, исключающий необходимость физиологических измерений. 
Алгоритм анализирует интервалы между повторными использованиями упражне-
ний и вычисляет период полувосстановления t₁/₂ = 2 тренировки.

2. 	 Формализация латентных паттернов периодизации. Модель автоматически вос-
произвела все 22 микроциклических паттерна экспертного плана без явного про-
граммирования периодизации. Это демонстрирует способность MILP-подхода 
извлекать неявные временные структуры через взаимодействие ограничений 
и динамики усталости.
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3. 	 Интерпретируемость оптимизационных решений. В отличие от методов машин-
ного обучения типа «черный ящик», каждое решение модели трассируется до кон-
кретных компонентов: базовый вес (60%), бонус разнообразия (20%), штраф 
усталости (20%). Это обеспечивает прозрачность для тренеров и спортсменов.
Сравнение с существующими подходами.
В  отличие от  чисто методов, основанных на  данных, (нейросети, случайные 

леса), наша модель обеспечивает полную интерпретируемость: для каждого вы-
бранного упражнения известен точный вклад каждой компоненты веса. Это кри-
тично для практического применения, где тренеры должны понимать и  доверять 
рекомендациям системы.

По  сравнению с  классическими физиологическими моделями (Fitness-Fatigue 
Model, PerPot), наш подход не требует измерения физиологических параметров (лак-
тат, ЧСС, VO2max), что делает его применимым в условиях ограниченных ресурсов.

Недавний систематический обзор с  мета-анализом (Zhang et al., 2024) показал, 
что высокоинтенсивные функциональные тренировки (HIFT), оптимизированные 
с помощью математических моделей, превосходят традиционные методы планирова-
ния по показателям физической подготовленности на 23% (95% CI: 18—28%). Важно 
отметить, что наша модель может быть адаптирована для планирования HIFT-про-
грамм путем добавления ограничений на метаболическую нагрузку.

Практическая значимость
Модель может применяться для:

•	 Автоматизации рутинного планирования в фитнес-центрах;
•	 Персонализации программ на основе стиля конкретного тренера;
•	 Обучения начинающих тренеров принципам периодизации;
•	 Адаптивной корректировки планов при пропусках тренировок.

Заключение

Разработанная гибридная модель демонстрирует возможность успешного объеди-
нения методов, основанных на данных, и методов, основанных на моделях, подходов 
для автоматической генерации тренировочных программ. Ключевые достижения:
1.	 Впервые реализовано извлечение физиологических параметров из  структуры 

тренировочных планов, что позволяет калибровать модели без медицинских 
измерений;

2.	 Достигнут баланс между точностью (72,2% сходства с экспертом) и интерпрети-
руемостью, критичный для практического применения;

3.	 Продемонстрированы эмерджентные свойства — автоматическая генерация ми-
кроциклов и прогрессивной сложности без явного программирования;

4.	 Обеспечена вычислительная эффективность (< 0,5 сек на тренировку), позволяю-
щая использовать модель в реальном времени.
Результаты открывают новое направление в  спортивной науке — вычислительную 

формализацию тренерской экспертизы. Вместо попыток заменить тренера, модель форма-
лизует и масштабирует его знания, делая экспертизу доступной широкому кругу атлетов.
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Наши результаты расширяют существующие подходы к оптимизации тренировок 
(Melkonian, 2019; Fister Jr. et al., 2015) путем интеграции методов анализа данных 
с классическими методами математического программирования. Это создает основу 
для развития гибридных интеллектуальных систем планирования тренировок следу-
ющего поколения, способных адаптироваться к индивидуальным физиологическим 
характеристикам и целям пользователей.

Перспективы развития включают: расширение на нелинейные модели суперком-
пенсации, мультиагентную оптимизацию для командных видов спорта, интеграцию 
с носимыми устройствами для адаптивной персонализации, и создание открытой би-
блиотеки формализованных тренерских стилей.

Ограничения и будущие исследования
1.	 Размер валидационной выборки. Текущая валидация на одном экспертном плане 

служит подтверждением концепции. Планируется расширенная валидация на пла-
нах 10 + тренеров разных видов спорта.

2.	 Линейная модель усталости. Экспоненциальное восстановление — упрощение, 
адекватное для краткосрочного планирования (до 12 недель). Для долгосрочных 
программ требуется учет суперкомпенсации и разгрузочных микроциклов.

3.	 Фиксированная матрица интенсивности. Коэффициенты воздействия упражне-
ний eI m  заданы статически. Перспективно их динамическое обновление на ос-
нове обратной связи от спортсменов через методы обучения с подкреплением.

4.	 Отсутствие индивидуализации. Модель не учитывает индивидуальную скорость 
восстановления. Следующий этап — персонализация λ на  основе HRV-данных 
и субъективных оценок готовности.

5.	 Ограниченная внешняя валидация. Необходимы полевые испытания с реальными 
спортсменами и оценка долгосрочных результатов.

Limitations and Future Research
1.	 Validation sample size. The current validation on a single expert training plan serves as 

a proof-of-concept. Extended validation is planned on training plans from 10 + coaches 
across different sports.

2.	 Linear fatigue model. Exponential recovery is a simplification adequate for short-term 
planning (up to 12 weeks). Long-term programs require accounting for supercompen-
sation and recovery microcycles.

3.	 Fixed intensity matrix. Exercise impact coefficients emI are statically defined. Dynamic 
updating based on athlete feedback through reinforcement learning methods is a prom-
ising direction.

4.	 Lack of individualization. The model does not account for individual recovery rates. 
The next phase involves personalizing λ  based on HRV data and subjective readiness 
assessments.

5.	 Limited external validation. Field trials with real athletes and assessment of long-term 
outcomes are necessary.
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Оптимизация процесса создания  
автотестов веб-приложений с использованием  

LLM и структурного анализа HTML

А.М. Титеев 
Московский Авиационный Институт, Москва, Российская Федерация
 loksader@yandex.ru

Резюме
Контекст и  актуальность. Современная разработка веб-приложений требует 
непрерывного тестирования, однако поддержание автоматических тестов 
становится все более трудоемкой задачей из-за нестабильности локаторов 
и  растущей сложности интерфейсов. Появление больших языковых моделей 
(LLM) открывает новые возможности для автоматизации создания тестов, 
но  их практическое применение сопряжено с  проблемами обработки 
больших HTML-документов и  необходимостью создания поддерживаемого 
кода. Цель. Разработать и  оценить эффективность метода автоматической 
генерации поддерживаемых тестов веб-приложений с  использованием LLM 
на  основе анализа HTML-структуры и  паттерна Page Object Model(POM). 
Гипотезы. Основная гипотеза: комбинация LLM с  двухэтапным подходом 
генерации и  паттерном POM позволит создавать поддерживаемые тесты, 
сократив время разработки минимум в  1,5 раза при сохранении читаемости 
кода. Вторичная гипотеза: успешность автоматической генерации будет 
обратно пропорциональна сложности интерфейсных компонентов. Методы 
и  материалы. В  исследовании использовался подход на  основе Playwright, 
LLM и  двухэтапной процедуры генерации с  промежуточной валидацией. 
Тестирование проводилось на  четырех компонентах SPA-приложения 
для управления виртуальной инфраструктурой. Валидация результатов 
выполнялась командой из  трех тестировщиков, оценивавших корректность 
и  читаемость сгенерированных тестов. Результаты. Предложенный 
метод обеспечил высокую успешность автоматической генерации тестов 
и  существенное сокращение временных затрат на  их создание. Двухэтапная 
процедура с промежуточной валидацией позволила локализовать значительную 
часть ошибок на раннем этапе создания объектов Page Object. Автоматически 
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сгенерированные тесты обеспечили покрытие большей части необходимой 
функциональности при сохранении читаемости кода. Подтверждена 
обратная зависимость успешности генерации от  сложности интерфейсных 
компонентов: стандартизированные интерфейсы показали существенно 
более высокие показатели успешности. Выводы. Предложенный метод 
обеспечивает существенную экономию времени на  создание базового набора 
тестов при сохранении их качества и  поддерживаемости. Рекомендуется 
применение подхода на  ранних стадиях разработки функциональности 
с  сохранением экспертного контроля для валидации критически важных 
сценариев. Метод особенно эффективен для проектов с частыми изменениями 
интерфейса, большим объемом регрессионного тестирования и  компонентов 
со стандартизированными интерфейсами.

Ключевые слова: автоматизированное тестирование, генерация тестов, веб-
приложение, LLM, HTML, Page Object Model, Playwright
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Abstract
Context and relevance. Modern web application development requires continuous 
testing, but maintaining automated tests is becoming increasingly labor-intensive 
due to locator instability and growing interface complexity. The emergence of Large 
Language Models (LLM) opens new opportunities for test creation automation, 
but their practical application faces challenges in processing large HTML 
documents and the need to create maintainable code. Objective. To develop and 
evaluate the effectiveness of a  method for automatic generation of maintainable 
web application tests using LLM based on HTML structure analysis and the Page 
Object Model(POM) pattern. Hypotheses. Primary hypothesis: combining LLM 
with a two-stage generation approach and the POM pattern will enable the creation 
of maintainable tests, reducing development time by at least one-third (to  67%  
or less) while preserving code readability. Secondary hypothesis: the success rate  
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of automatic generation will be inversely proportional to the complexity of interface 
components. Methods and materials. The study employed an approach based 
on Playwright, LLM, and a  two-stage generation procedure with intermediate 
validation. Testing was conducted on four components of an SPA application for 
virtual infrastructure management. Validation of results was performed by a team of 
three testers who assessed the correctness and readability of generated tests. Results. 
The proposed method achieved high success rates in automatic test generation and 
substantial reduction in time costs for test creation. The two-stage procedure with 
intermediate validation enabled localization of a significant portion of errors at the 
early stage of Page Object creation. Automatically generated tests provided coverage 
of most required functionality while maintaining code readability. An inverse 
relationship between generation success and interface component complexity was 
confirmed: standardized interfaces demonstrated significantly higher success rates. 
Conclusions. The proposed method provides substantial time savings in creating 
a baseline test suite while maintaining quality and maintainability. The approach is 
recommended for early stages of feature development with expert control retained 
for validating critical scenarios. The method is particularly effective for projects with 
frequent interface changes, large volumes of regression testing, and components  
with standardized interfaces.

Keywords: automated testing, test generation, web application, LLM, HTML, Page 
Object Model, Playwright

For citation: Titeev, A.M. (2025). Optimizing web application test automation using LLM 
and structural HTML analysis. Modelling and Data Analysis, 15(4), 87—103. (In  Russ.).  
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Введение

Современная разработка веб-приложений характеризуется высокой скоростью 
выпуска обновлений и  растущей сложностью пользовательских интерфейсов, что 
делает автоматизированное тестирование критически важным элементом процесса 
обеспечения качества программного продукта. Теоретической основой исследования 
послужили принципы автоматизации программного тестирования, методы примене-
ния больших языковых моделей в разработке программного обеспечения, а также ар-
хитектурные паттерны проектирования тестовых фреймворков.

Появление больших языковых моделей (LLM) открыло новые возможности для 
автоматизации создания тестов веб-приложений. Исследование (Gur et al., 2023) про-
демонстрировало эффективность языковых моделей в задачах семантической клас-
сификации HTML-элементов и автономной веб-навигации в рамках ограниченного 
контекстного окна модели. В области взаимодействия с веб-элементами авторы ра-
боты (Pasupat et al., 2018) предложили метод сопоставления естественно-языковых 
команд с элементами веб-страницы, разработав набор данных для различных типов 
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взаимодействий. Подход к предварительному обучению на гипертекстовых данных 
для улучшения работы с HTML-структурами представили (Aghajanyan et al., 2021).

Значительный вклад в  исследование автоматической генерации тестов внес-
ли работы по  созданию тестов на  основе отчетов об  ошибках (Plein et al., 2023), 
сравнительному анализу инструментов автогенерации модульных тестов (Bhatia  
et al., 2024), созданию инструмента для фаззинг тестирования с  помощью LLM 
(Xia et al., 2024), а  также оценке эффективности различных подходов к  генерации 
unit-тестов (Tang et al., 2023). Методы улучшения взаимодействия с  языковыми 
моделями рассмотрены в  работах по  влиянию формулировки запросов к  языковой  
модели — промптов — на качество генерируемых тестов (Li, Doiron, 2023) и систе-
матическому обзору техник промптинга (Schulhoff et al., 2024; White et al., 2023).

Однако, несмотря на многочисленные исследования в области применения LLM 
для тестирования, существующие подходы имеют ограничения. Во-первых, пробле-
ма обработки больших HTML-документов современных веб-приложений приводит 
к  превышению контекстного окна языковых моделей и  снижению качества гене-
рации. Во-вторых, автоматически созданный код должен быть не  только функцио-
нальным, но и понятным для человека, поскольку финальная проверка корректности 
выполняется специалистами по  тестированию. В-третьих, отсутствуют комплекс-
ные решения, объединяющие эффективную обработку HTML-структур с созданием 
поддерживаемых тестов по  архитектурному паттерну Page Object Model(POM) —  
подходу, при котором каждая страница или значимый компонент веб-приложения 
представляется отдельным классом, инкапсулирующим селекторы элементов и ме-
тоды взаимодействия с ними, что обеспечивает централизованное управление изме-
нениями интерфейса и повторное использование кода. В отличие от существующих 
решений, предлагаемый метод интегрирует большие языковые модели с системой ба-
зовых классов и архитектурным паттерном POM, что обеспечивает создание не толь-
ко функционально корректного, но и поддерживаемого, читаемого кода, пригодного 
для использования специалистами по тестированию

Цель исследования — разработать и оценить эффективность метода автоматиче-
ской генерации поддерживаемых тестов веб-приложений с использованием больших 
языковых моделей на основе анализа HTML-структуры и паттерна POM.

Основная гипотеза исследования — комбинация больших языковых моделей 
с двухэтапным подходом генерации (создание объектов POM с последующей гене-
рацией тестовых сценариев) и применение архитектурного паттерна POM позволит 
создавать поддерживаемые тесты веб-приложений, сократив время разработки мини-
мум в полтора раза при сохранении читаемости и качества кода по сравнению с тра-
диционным ручным подходом.

Вторичная гипотеза — успешность автоматической генерации тестов будет обрат-
но пропорциональна сложности интерфейсных компонентов: стандартизированные 
интерфейсы продемонстрируют значительно более высокую успешность генерации 
по сравнению со сложными специфичными компонентами.
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Предлагаемый подход основан на разделении задачи генерации на две последо-
вательные подзадачи: создание объектов модели страницы с валидацией и генера-
цию тестовых сценариев на их основе. Метод извлечения релевантных фрагментов 
HTML используется для эффективной работы в рамках ограничений контекстного 
окна языковых моделей без потери критически важного контекста. Применение ба-
зовых классов и  архитектурного паттерна POM обеспечивает создание читаемого 
и поддерживаемого тестового кода.

Материалы и методы

Исследование выполнено с  использованием экспериментального подхода для 
оценки эффективности автоматической генерации тестов веб-приложений на осно-
ве комбинации больших языковых моделей с архитектурным паттерном POM. Ме-
тодология исследования основана на сравнительном анализе результатов генерации 
тестов с применением различных техник обработки HTML-структур и промптинга 
языковых моделей.

В качестве объекта исследования использовалось SPA-приложение для управле-
ния виртуальной инфраструктурой, включающее четыре основных функциональных 
компонента: система авторизации, управление виртуальными машинами, управле-
ние сетевой инфраструктурой и система хранения данных. Выбор объекта исследо-
вания обусловлен его репрезентативностью для задач автоматизации тестирования: 
приложение содержит разнообразные типы интерфейсных элементов (формы, табли-
цы, модальные окна, динамические списки), что позволяет оценить универсальность 
предложенного подхода.

Для реализации подхода использовался фреймворк автоматизации тестирования 
Playwright, выбранный на  основе сравнительного анализа современных решений 
(Selenium, Cypress, Puppeteer, Playwright). Критериями отбора служили: скорость 
выполнения тестов, поддержка современных браузеров, наличие встроенных меха-
низмов ожидания элементов, возможность работы с Shadow DOM и качество инте-
грации с CI/CD системами.

В качестве языковой модели применялась модель Llama 3.3 70B instruct. Для из-
влечения релевантных фрагментов HTML-документов использован метод Snippet 
Extraction (Gur et al., 2023, p. 2806), извлекающий основные(salient) элементы кода 
HTML и  позволяющий сохранять семантические связи и  иерархию элементов при 
сокращении объема обрабатываемых данных.

Архитектурная организация тестов основана на паттерне POM с использованием си-
стемы базовых классов, обеспечивающих инкапсуляцию логики взаимодействия с эле-
ментами интерфейса, централизованное управление селекторами и  автоматическую 
генерацию описательных отчетов о выполнении тестов. Система базовых классов вклю-
чает компоненты для основных типов элементов интерфейса (Button, Input, Table, Modal 
и др.), каждый из которых инкапсулирует специфическую логику взаимодействия и ва-
лидации. Выбор паттерна POM обоснован результатами промышленного исследования 
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(Leotta et al., 2013), которое продемонстрировало, что применение данного паттерна 
существенно снижает связанность между тестовыми случаями и тестируемым интер-
фейсом, уменьшает дублирование кода и упрощает управление локаторами элементов 
по сравнению с подходами без использования объектной абстракции страниц.

Ключевой особенностью предложенной методологии является разделение про-
цесса генерации на два последовательных этапа с промежуточной валидацией, что 
обеспечивает раннюю локализацию ошибок.

На первом этапе для каждого компонента веб-приложения выполнялись следую-
щие процедуры:
1.	 Предварительная обработка HTML-структуры:

	• Применение метода Snippet Extraction для извлечения релевантных фрагмен-
тов HTML;

	• Определение контекстного окружения целевых элементов с сохранением ие-
рархических связей;

	• Фильтрация нерелевантной информации с  сохранением структурных 
атрибутов.

2.	 Формирование промпта для генерации Page Object:
	• Включение извлеченной HTML-структуры компонента;
	• Добавление определений базовых классов фреймворка;
	• Предоставление примеров корректно реализованных Page Object;
	• Спецификация архитектурных требований и соглашений о наименовании.

3.	 Генерация Page Object языковой моделью:
	• Автоматическое создание класса объекта модели страницы;
	• Определение селекторов для всех значимых элементов интерфейса;
	• Реализация методов взаимодействия с использованием базовых классов.

4.	 Валидация сгенерированного Page Object:
	• Проверка синтаксической корректности кода;
	• Верификация корректности определенных селекторов;
	• Тестирование базовых методов взаимодействия;
	• Оценка соответствия архитектурным требованиям.

5.	 Исправление выявленных ошибок:
	• Документирование типа и характера ошибок;
	• Ручная коррекция некорректных селекторов или структуры класса;
	• Повторная валидация после исправлений.

Только после успешной валидации Page Object процесс переходил ко  второ-
му этапу. Это критически важно для локализации ошибок: все проблемы, связан-
ные с пониманием структуры интерфейса и определением селекторов, выявляются 
и устраняются до генерации тестов.

На  втором этапе для каждого компонента с  валидированным Page Object 
выполнялись:
1.	 Формирование промпта для генерации тестов:

	• Включение валидированного класса Page Object в промпт;
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	• Предоставление спецификации функциональности компонента;
	• Добавление примеров тестовых сценариев;
	• Указание требований к структуре и организации тестов.

2.	 Генерация тестов:
	• Автоматическое создание тестов с использованием методов валидированного 

Page Object;
	• Генерация проверок для валидации функциональности;
	• Создание вспомогательных методов для подготовки тестовых данных.

3.	 Валидация сгенерированных тестов:
	• Выполнение тестов в тестовом окружении;
	• Проверка корректности тестов;
	• Оценка покрытия функциональности.

4.	 Классификация ошибок:
	• Ошибки в Page Object: если при выполнении теста выявлялась некорректность 

селектора, метода взаимодействия или структуры Page Object, объект по-
мечался как неправильно сгенерированный, даже если прошел первичную 
валидацию;

	• Ошибки в  тесте: некорректная логика теста, неправильная последователь-
ность действий или ошибочные проверки при корректном Page Object;

	• Ошибки в  понимании функциональности: несоответствие теста реальному 
поведению приложения.

Применение few-shot подхода (Brown et al., 2020) обосновано результатами ис-
следования (Kang et al., 2023), показавшего, что предоставление языковой модели 
нескольких примеров корректных тестов существенно повышает качество генерации 
по сравнению с zero-shot режимом, то есть без предоставления примеров в промпте. 
В нашей реализации промпт включал 2—3 эталонных примера тестовых сценариев 
с корректной структурой, паттернами использования Page Object методов, что позво-
лило модели изучить ожидаемый формат выходных данных.

Валидация результатов выполнялась командой из  трех квалифицированных 
специалистов по тестированию программного обеспечения с опытом работы в обла-
сти автоматизации тестирования. Каждый сгенерированный тест оценивался незави-
симо всеми участниками по следующим критериям:
1.	 Функциональная корректность — способность теста успешно выполняться 

и проверять заявленную функциональность;
2.	 Читаемость кода — понятность структуры и логики теста для человека;
3.	 Поддерживаемость — простота внесения изменений при модификации 

интерфейса;
4.	 Соответствие архитектурному паттерну — корректность применения POM.

Общая оценка теста считалась положительной при достижении консенсуса не ме-
нее чем у двух экспертов по всем критериям оценки.

Временные затраты на создание тестов измерялись следующим образом:
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1.	 Фиксировалось время создания полного набора тестов для каждого компонента 
отдельно.

2.	 Тесты группировались по уровням сложности:
	• Простой POM: < 30 строк кода;
	• Сложный POM: ≥ 30 строк кода;
	• Простой тест: < 15 строк кода;
	• Сложный тест: ≥ 15 строк кода.

3.	 Суммарное время для всех компонентов одного уровня сложности делилось 
на общее количество созданных тестов этого уровня.
Для подхода с  использованием LLM применялась аналогичная методология 

с учетом полного цикла:
1.	 Время генерации промпта;
2.	 Время работы модели;
3.	 Время валидации тестов и исправления ошибок.

Для компонента авторизации было создано 6 простых Page Object. Компонент 
управления виртуальными машинами потребовал 8 простых и  13 сложных Page 
Object. Для компонента управления сетевой инфраструктурой было разработано  
8 простых и 10 сложных Page Object. Наиболее объемным оказался компонент си-
стемы хранения данных, для которого потребовалось 11 простых и  17 сложных 
Page Object. Таким образом, общее количество созданных Page Object составило 73, 
из них 33 простых и 40 сложных, что отражает различную степень сложности поль-
зовательских интерфейсов тестируемых компонентов. Сгенерировано 1232 теста ис-
ходя из необходимости покрытия всех функциональных компонентов исследуемого 
приложения с учетом различных сценариев использования.

Критерии сложности определялись следующим образом: тест считался простым 
при объеме менее 15 строк кода, Page Object — при объеме менее 30 строк кода. 
Временные затраты на создание тестов фиксировались для последующего сравнения 
эффективности автоматизированного и ручного подходов.

Результаты

Экспериментальная проверка предложенного подхода продемонстрировала су-
щественное повышение эффективности автоматической генерации тестов веб-при-
ложений. Применение больших языковых моделей в  сочетании с  архитектурным 
паттерном POM позволило достичь 81% успешности генерации при создании 
1232 тестовых сценариев для четырех компонентов исследуемого приложения.

Первый этап генерации включал создание объектов модели страницы для каждо-
го компонента приложения. Результаты генерации простых и сложных Page Object 
представлены в табл. 1 и табл. 2, демонстрирующих различную степень сложности 
компонентов и успешность автоматической генерации.
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Таблица 1 / Table 1
Результаты генерации простых объектов POM

Simple POM generation results

Компонент / Component Всего / 
Total

Успешных / 
Successful

Успешность /  
Success rate

Авторизация / Authorization 6 6 100%
Виртуальные машины / Virtual Machines 8 6 75%
Сети / Networks 8 5 63%
Хранилища / Storage 11 7 64%

Примечание: Простые Page Object содержат менее 30 строк кода.
Note: Simple Page Objects contain less than 30 lines of code.

Таблица 2 / Table 2
Результаты генерации сложных объектов POM

Complex POM generation results

Компонент / Component Всего / 
Total

Успешных / 
Successful

Успешность /  
Success rate

Авторизация / Authorization 0 0 —
Виртуальные машины / Virtual Machines 13 5 38%
Сети / Networks 10 4 40%
Хранилища / Storage 17 6 35%

Примечание: Сложные Page Object содержат 30 строк кода и более.
Note: Complex Page Objects contain 30 lines or more of code.

Всего было создано 73 объекта Page Object: 33 простых и 40 сложных. Из них 
успешно сгенерировано 39 объектов (24 простых и 15 сложных), что составляет об-
щую успешность 53%. Компонент авторизации показал наилучший результат с 100% 
успешностью генерации простых Page Object, что объясняется его относительной 
простотой и  стандартизированной структурой интерфейса. Более сложные компо-
ненты (виртуальные машины, сети, хранилища) продемонстрировали успешность 
на уровне 35—75%, причем генерация сложных Page Object оказалась значительно 
менее успешной по сравнению с простыми. Это связано с наличием множественных 
динамических элементов и сложных иерархических структур интерфейса.

На основе валидированных объектов Page Object были сгенерированы тестовые 
сценарии для всех компонентов приложения. Детальное распределение сгенериро-
ванных тестов по компонентам и уровням сложности представлено в табл. 3 и табл. 4.

Всего сгенерировано 1232 тестовых сценария: 325 простых и 907 сложных. Из них 
успешно прошли валидацию 997  тестов (286 простых и  711 сложных), что состав-
ляет общую успешность 81%. Простые тесты показали более высокую успешность 
генерации (88%) по сравнению со сложными тестами (78%). Компонент авторизации 
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продемонстрировал наивысшую успешность (92%), тогда как более сложные компо-
ненты показали показатели в диапазоне 79—82%. Общая успешность генерации те-
стовых сценариев (81%) значительно превышает показатели генерации Page Object 
(53%), что свидетельствует об  эффективности двухэтапного подхода: валидирован-
ные объекты модели страницы обеспечивают надежную основу для генерации тестов.

Таблица 3 / Table 3
Результаты генерации простых тестовых сценариев

Simple test scenario generation results

Компонент / Component Всего тестов / 
Total tests

Успешных тестов / 
Successful tests

Успешность /  
Success rate

Авторизация / Authorization 35 33 94%
Виртуальные машины / Virtual Machines 92 81 88%
Сети / Networks 58 48 83%
Хранилища / Storage 140 124 89%

Примечание: простые тесты содержат менее 15 строк кода.
Note: simple tests contain less than 15 lines of code.

Таблица 4 / Table 4
Результаты генерации сложных тестовых сценариев

Complex test scenario generation results

Компонент / Component Всего тестов / 
Total tests

Успешных тестов / 
Successful tests

Успешность / 
Success rate

Авторизация / Authorization 16 14 88%
Виртуальные машины / Virtual Machines 284 229 81%
Сети / Networks 162 132 81%
Хранилища / Storage 445 336 76%

Примечание: cложные тесты содержат 15 строк кода и более.
Note: сomplex tests contain 15 lines or more of code.

Анализ временных затрат на создание тестов показал существенное сокращение 
времени разработки при использовании предложенного подхода по сравнению с тра-
диционным ручным методом (табл. 5).

Таблица 5 / Table 5
Сравнение временных затрат на создание тестов

Comparison of time costs for test creation

Тип задачи / Task type

Ручное создание 
(минуты) /  

Manual creation 
(minutes)

С использованием 
LLM (минуты) / 

With LLM (minutes)

Коэффициент 
сокращения / 

Reduction factor

Простой Page Object /  
Simple Page Object 11 4 2,75
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Тип задачи / Task type

Ручное создание 
(минуты) /  

Manual creation 
(minutes)

С использованием 
LLM (минуты) / 

With LLM (minutes)

Коэффициент 
сокращения / 

Reduction factor

Сложный Page Object /  
Complex Page Object 83 28 2,96

Простой тест / Simple test 7 4 1,75
Сложный тест / Complex test 23 15 1,53

Примечание: временные затраты включают полный цикл создания и валидации тестов.
Note: time costs include the complete cycle of test creation and validation.

Команда тестировщиков дополнила набор тестов до  полного покрытия, доведя 
общее количество до 1865 тестов. Автоматически сгенерированные тесты обеспечи-
ли покрытие 66% от общего объема необходимой функциональности тестирования.

Наибольшее количество тестов сгенерировано для компонента системы хранения 
данных (47% от общего числа), что отражает высокую сложность и функциональ-
ную насыщенность данного модуля. Компонент управления виртуальными машина-
ми потребовал 31% тестов, управление сетевой инфраструктурой — 18%, тогда как 
система авторизации, имеющая наиболее стандартизированную структуру, потребо-
вала лишь 4% от общего числа тестов.

Таблица 6 / Table 6
Распределение типов ошибок при генерации Page Object
Distribution of error types in generation process Page Object

Тип ошибки / Error type Количество / Count Доля / Share
Некорректная структура класса /  
Incorrect class structure 21 62%

Ошибки селекторов элементов /  
Element selector errors 13 38%

Таблица 7 / Table 7
Распределение типов ошибок при генерации тестов
Distribution of error types in tests generation process

Тип ошибки / Error type Количество / Count Доля / Share
Неправильная логика теста / Incorrect test logic 98 41%
Некорректные проверки / Incorrect assertions 56 23%
Ошибки понимания функциональности /  
Functionality misunderstanding 47 20%

Плохая читаемость / Bad Readability 13 6%
Не соответствие архитектурному паттерну POM /  
Non-conformity to the POM architectural pattern 21 9%
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Детальный анализ неуспешных случаев генерации выявил распределение ошибок 
между этапами создания Page Object и тестовых сценариев. Результаты классифика-
ции представлены в  табл.  6 и  табл.  7. Двухэтапная структура процесса генерации 
позволила локализовать ошибки на ранней стадии. Ошибки в объектах Page Object 
составили 34 случая из 73 (46% неуспешных). Общее количество ошибок составило 
235 из 1232 сгенерированных тестов (19% неуспешных случаев).

Обсуждение результатов

Полученные результаты подтверждают выдвинутую гипотезу о возможности суще-
ственного сокращения времени разработки тестов веб-приложений при использовании 
комбинации больших языковых моделей с  архитектурным паттерном POM. Достиг-
нутое сокращение временных затрат превышает заявленный в гипотезе минимальный 
порог в 1,5 раза, что свидетельствует об эффективности предложенного подхода.

Разделение процесса генерации на два последовательных этапа с промежуточной 
валидацией продемонстрировало существенные преимущества. Успешность генера-
ции тестовых сценариев (81%) значительно превысила успешность генерации объ-
ектов Page Object (53%), что подтверждает правильность архитектурного решения 
о локализации ошибок на ранней стадии.

Валидация Page Object перед генерацией тестов позволила избежать мультипликации 
ошибок за счет концентрации их в Page Object. Двухэтапный подход обеспечил изоляцию 
34 ошибок в Page Object, не допустив их распространения на 1232 тестовых сценария.

Анализ результатов выявил существенную зависимость успешности генерации 
от  сложности создаваемых компонентов. Для простых Page Object успешность со-
ставила 73%, тогда как для сложных снизилась до 37% — практически двукратное 
различие. Аналогичная тенденция наблюдается для тестовых сценариев: простые те-
сты достигли 88% успешности против 78% для сложных.

Сложные Page Object требуют анализа множественных взаимосвязанных элемен-
тов интерфейса, идентификации динамических компонентов и понимания паттернов 
взаимодействия между ними. Языковые модели демонстрируют затруднения в  по-
строении комплексных абстракций, что приводит к ошибкам в  архитектуре класса 
и некорректным селекторам.

Различие в успешности между компонентами приложения (от 100% для автори-
зации до 46% для хранилищ) подтверждает гипотезу о том, что стандартизирован-
ные интерфейсные паттерны генерируются более надежно. Компонент авторизации, 
реализующий типовые формы ввода, показал максимальную успешность, тогда как 
специфичные интерфейсы управления инфраструктурой потребовали существенно-
го человеческого вмешательства.

Достигнутое сокращение временных затрат демонстрирует различную эффек-
тивность подхода для задач различной сложности. Наибольший эффект наблю-
дается для создания сложных объектов Page Object (сокращение в  2,96 раза), что 
объясняется способностью языковых моделей эффективно обрабатывать большие 
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HTML-структуры и генерировать соответствующий код, даже несмотря на относи-
тельно низкую итоговую успешность (37%).

Важно отметить, что даже неуспешная генерация сложного Page Object экономит 
время разработчика: некорректный автоматически созданный код служит основой для 
доработки, сокращая время на анализ HTML-структуры и начальную реализацию клас-
са. Это объясняет парадокс высокой временной эффективности при низкой успешности 
генерации: языковая модель правильно идентифицирует большинство элементов интер-
фейса и создает базовую структуру класса, требующую лишь точечных исправлений.

Меньшее сокращение времени для простых и сложных тестовых сценариев явля-
ется следствием того, что сгенерированные тесты все равно должны быть запущены, 
проверены и, в случае ошибки, исправлены человеком. Данный результат согласует-
ся с концепцией human-in-the-loop, описанной в обзоре (Wang et al., 2024): языковые 
модели эффективно автоматизируют создание тестовых случаев и  базовую оценку 
покрытия, однако верификация корректности поведения программы и валидация test 
oracle остаются в компетенции человека-эксперта. Автоматическая генерация эффек-
тивно справляется с  созданием базовых проверок и  типовых сценариев взаимодей-
ствия, однако сложные edge cases и специфичная логика все еще требуют человеческой 
экспертизы, что объясняет меньшую эффективность для сложных сценариев.

Предложенный подход генерирует структурный каркас тестов и Page Object с по-
мощью LLM, сокращая время на рутинную работу с HTML-разметкой и написание 
шаблонного кода, в  то время как человек фокусируется на критической валидации 
функциональной корректности. Это распределение ответственности объясняет на-
блюдаемое сокращение времени в 1,5—3 раза вместо полной замены ручного труда: 
временные затраты на валидацию и исправление остаются необходимым компонен-
том процесса тестирования, обеспечивающим качество конечного результата.

Сравнение с  альтернативными подходами к  автоматизации генерации тестов 
веб-приложений демонстрирует различные стратегии решения проблемы. Под-
ход, предложенный (Fard, Mirzaaghaei, Mesbah, 2014), использует извлечение зна-
ний из существующих Selenium-тестов — метод, комплементарный предлагаемому 
в  данной работе. В  то  время как данный метод эффективен при наличии базы су-
ществующих тестов для повторного использования паттернов взаимодействия и те-
стовых данных, предложенный нами подход с использованием LLM решает задачу 
первоначального создания тестов при отсутствии накопленной базы знаний. По-
тенциальным направлением дальнейших исследований является гибридный метод, 
комбинирующий извлечение паттернов из  существующих тестов с  генеративными 
возможностями языковых моделей для создания более качественных промптов.

Применение архитектурного паттерна POM в  сочетании с  системой базовых 
классов обеспечило создание структурированного и поддерживаемого кода. Покры-
тие 66% необходимой функциональности автоматически сгенерированными тестами 
представляет значительное достижение, учитывая сложность задач понимания се-
мантики интерфейса и генерации соответствующих проверок.

Использование системы базовых классов (Button, Input, Table, Modal и др.) критиче-
ски важно для обеспечения консистентности сгенерированного кода. Языковая модель, 
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получая определения этих классов в промпте, генерирует код, соответствующий уста-
новленным архитектурным паттернам. Это обеспечивает унификацию подхода к взаи-
модействию с элементами интерфейса и упрощает последующую поддержку тестов.

Оценка читаемости кода командой из  трех экспертов показала, что сгенериро-
ванные тесты не требуют существенного рефакторинга для понимания логики. Это 
критически важно, поскольку конечными пользователями автоматически созданных 
тестов являются специалисты по тестированию, которые должны понимать, модифи-
цировать и поддерживать этот код.

Полученные результаты согласуются с выводами исследования (Yuan et al., 2024), 
где проводилась оценка читаемости (readability) и пригодности (usability) тестов, сге-
нерированных ChatGPT. Авторы отмечают, что даже при высоком качестве сгенери-
рованного кода необходим механизм валидации и исправления, что подтверждается 
и нашим двухэтапным подходом с промежуточной проверкой объектов Page Object. 
Критическое различие состоит в  том, что наш метод фокусируется на  веб-прило-
жениях и  паттерне POM, тогда как ChatTester ориентирован на  модульные тесты 
Java-кода, что подчеркивает важность адаптации LLM-подходов к специфике пред-
метной области тестирования.

Выявленные категории ошибок указывают на  специфические ограничения со-
временных языковых моделей в задачах автоматизации тестирования. Преобладание 
ошибок в  логике тестов (41% от  ошибок этапа генерации тестов) свидетельствует 
о сложности автоматического понимания заложенных требований и ожидаемого по-
ведения системы. Языковая модель способна корректно идентифицировать элементы 
интерфейса и  генерировать код взаимодействия с  ними, однако определение пра-
вильной последовательности действий и ожидаемых результатов требует понимания 
контекста, который часто отсутствует в HTML-разметке.

Ошибки в определении селекторов элементов (38% от ошибок Page Object) отра-
жают проблему нестабильности локаторов в современных веб-приложениях. Динами-
чески генерируемые идентификаторы, теневой DOM и асинхронная загрузка контента 
создают дополнительные сложности для автоматической идентификации элементов.

Некорректная структура класса (62% от ошибок Page Object) указывает на недо-
статочное понимание языковой моделью принципов организации объектов модели 
страницы. Модель может корректно определить отдельные элементы интерфейса, 
но  испытывает затруднения с  группировкой связанных элементов, определением 
уровня абстракции и созданием эффективной иерархии методов.

Заключение

Проведенное исследование продемонстрировало практическую эффективность 
метода автоматизации создания тестов веб-приложений на основе комбинации боль-
ших языковых моделей с архитектурным паттерном POM.

Предложенный метод обеспечил высокую успешность автоматической генерации 
тестов и существенное сокращение временных затрат на их создание. Двухэтапная 
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процедура генерации с  промежуточной валидацией позволила локализовать значи-
тельную часть ошибок на раннем этапе создания объектов Page Object, предотвратив 
их распространение на тестовые сценарии. Автоматически сгенерированные тесты 
обеспечили покрытие большей части необходимой функциональности при сохране-
нии качества и читаемости кода по оценке команды экспертов.

Метод обеспечивает существенную экономию времени на создание базового на-
бора тестов, что критически важно для проектов с большим объемом регрессионного 
тестирования и частыми изменениями интерфейса. Подход наиболее эффективен для 
компонентов со  стандартизированными интерфейсами, где успешность генерации 
достигает максимальных значений. Для сложных специфичных интерфейсов реко-
мендуется гибридный подход с сохранением экспертного контроля.

Целесообразно применение метода на  ранних стадиях разработки функциональ-
ности для быстрого получения базового покрытия с последующей доработкой тестов 
по  мере стабилизации интерфейса. Критически важна валидация сгенерированных 
объектов Page Object перед созданием тестовых сценариев, поскольку ошибки на архи-
тектурном уровне приводят к необходимости модификации множественных зависимых 
тестов. Использование системы базовых классов и  стандартизированных паттернов 
обеспечивает консистентность кода и упрощает последующую поддержку тестов.

Ограничения. Исследование проводилось на компонентах одного SPA-приложе-
ния с использованием конкретной языковой модели, что может ограничивать обоб-
щаемость результатов. Валидация выполнялась ограниченной командой экспертов, 
что вносит элемент субъективности в оценку качества. Требуется верификация эф-
фективности подхода на более широком спектре веб-приложений, различных типах 
интерфейсов и с использованием других языковых моделей для подтверждения уни-
версальности метода.

Limitations. The study was conducted on components of a single SPA application using 
a specific language model, which may limit the generalizability of the results. Validation 
was performed by a  limited team of experts, introducing an element of subjectivity  
in quality assessment. Verification of the approach’s effectiveness across a  broader 
spectrum of web applications, various interface types, and with different language models 
is required to confirm the universality of the method.
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Анализ сложности алгоритма  
решения задачи быстродействия  

для линейных дискретных систем  
с линейными ограничениями

Н.А. Камчиев, Д.Н. Ибрагимов
Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет)
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Резюме
Работа посвящена анализу сложности алгоритма решения задач быстродействия 
для линейных дискретных систем с  линейными ограничениями. Предложен 
алгоритм, использующий построение множеств 0‑управляемости и вычисление 
функционала Минковского. Для алгоритма получена аналитическая верхняя 
оценка вычислительной сложности. Проведены численные расчеты. 
Результаты показали, что время решения задачи быстродействия существенно 
зависит от  параметров системы: с  ростом размерности вектора состояния 
и сложности описания множества геометрических ограничений на управление 
вычислительные затраты увеличиваются экспоненциально. Выявлено, что при 
относительно малой размерности пространства состояний алгоритм выполняется 
за незначительное время, однако дальнейшее увеличение размерности приводит 
к  росту времени вычислений. Это соответствует теоретической оценке 
сложности и подтверждает справедливость выбранного подхода.

Ключевые слова: оптимальное управление, задача быстродействия, выпуклая 
оболочка, задача линейного программирования, вычислительная сложность

Для цитирования: Камчиев, Н.А., Ибрагимов, Д.Н. (2025). Анализ сложности ал-
горитма решения задачи быстродействия для линейных дискретных систем с линей-
ными ограничениями. Моделирование и  анализ данных, 15(4), 104—121. https://doi.
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problem for linear discrete-time systems  
with linear constraints
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Abstract
This paper is devoted to analysis of the complexity of the algorithm for solving 
time-optimization problems for linear discrete-time systems with linear constraints. 
An algorithm is proposed that uses the construction of null-controllable sets and 
the calculation of the Minkowski functional. An analytical upper bound for the 
computational complexity is obtained for the algorithm. Numerical calculations are 
also performed. The results show that the time required to solve the time-optimization 
problem depends significantly on the system parameters: with increasing dimension 
of the state vector and the description complexity of the set of control constraints, the 
computational costs increase exponentially. It is found that for relatively small state 
space dimension, the algorithm executes in an acceptable time, but further increases 
in dimension lead to an increase in computational time. This corresponds to the 
theoretical complexity estimate and confirms the validity of the chosen approach.

Keywords: optimal control, time-optimization problem, convex hull, linear 
programming problem, computational complexity

For citation: Kamchiev, N.A., Ibragimov, D.N. (2025). Analysis of the complexity of 
the algorithm for solving the time-optimization problem for linear discrete-time systems  
with linear constraints. Modelling and Data Analysis, 15(4), 104—121. (In  Russ.). 
https://doi.org/10.17759/mda.2025150407

Введение

Задача быстродействия — классическая проблема теории оптимального управ-
ления, обладающая естественным функционалом качества — числом шагов, необ-
ходимым для достижения системой начала координат. В  дискретном времени при 
построении оптимальных по быстродействию процессов возникает ряд сложностей, 
из-за которых традиционные методы оптимального управления и  выпуклого про-
граммирования оказываются неприменимыми. Одной из таких особенностей являет-
ся дискретный функционал качества, значение которого в свою очередь определяет 
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число управляющих воздействий. Этот факт вынуждает вычислять время быстродей-
ствия перебором, решая при каждом фиксированном временном горизонте двухто-
чечную задачу. С другой стороны, даже если наименьшее число шагов, для которого 
систему можно перевести в нуль, вычислено, почти для всех начальных состояний 
множество оптимальных процессов является бесконечным, что делает проблематич-
ным применение классических методов решения одноэкстремальных задач (Белл-
ман, 1960; Пропой, 1973).

Известные результаты, посвященные задаче быстродействия для систем с  дис-
кретным временем, представлены крайне небольшим набором статей и в основном 
исследуют различные частные постановки. В  (Мороз, 1965) обсуждаются только 
трёхмерные системы со  скалярным управлением, (Desoer, Wing, 1961; Lin, 1986) 
рассматривают уже системы произвольной размерности, но  всё ещё со  скаляр-
ным управлением. Работы (Bashein, 1971; Vlieger, Verbruggen, Bruijn, 1982) сосре-
доточены на  численных методах построения оптимального управления на  основе 
линейного программирования. В  статьях (Lasserre, 1993; Stamnes, Callafon, 2007) 
управление предполагается векторным, но исключительно с ограничениями в фор-
ме зонотопов. В свою очередь (Kolev, 1978; Scott, 1986) предлагают регуляризацию 
задачи быстродействия при помощи введения дополнительного критерия качества. 
Работы (Blanchini, 1991; Blanchini, Ukovich, 1993) допускают уже геометрические 
полиэдральные ограничения на управление. В (Keerthi, Gilbert, 1987) предполагают 
смешанные полиэдральные ограничения, накладываемые одновременно на управле-
ние и состояние. Из наиболее актуальных работ можно выделить статьи (Abdelhak, 
Rachik, 2010; Amato и  др., 2022; Chen, Bako, Lecoeuche, 2012; Lee, Haddad, 2022; 
Yang, Xia, Geng, 2019), продолжающие ранее приведённые результаты.

Также в настоящее время вновь возник интерес к задаче быстродействия, в том 
числе и  для систем с  непрерывным временем, в  связи с  возросшими мощностями 
ЭВМ, что позволило эффективно проводить дискретизацию исходной системы, сво-
дя её к эквивалентным конечно-разностным соотношениям. Такой подход нашёл от-
ражение в  статьях (Leomanni, Costante, Ferrante, 2022; Lini, Consolini, Piazzi, 2009; 
Краснощеченко, 2014; Сазанова, 2002).

Все описанные выше работы объединены общим подходом к решению, основан-
ным на использовании аппарата множеств достижимости и 0‑управляемости, где под 
множеством достижимости понимается совокупность тех терминальных состояний, 
в которые можно перевести систему из заданного начального за фиксированное вре-
мя, а под множеством 0‑управляемости — совокупность тех начальных состояний, 
из которых можно перевести систему в начало координат за фиксированное время. 
Данный подход в наиболее общем виде сформулирован в (Ибрагимов, Новожилкин, 
Порцева, 2021) и алгоритмически представлен в (Ибрагимов, Кибзун, 2025).

Целью данной работы является оценка вычислительной сложности данного под-
хода к  решению задачи быстродействия и  проведение соответствующих вычисли-
тельных экспериментов.
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Постановка задачи

Рассматривается линейная дискретная система управления с линейными ограни-
чениями на управление ( ), :A 

( ) ( ) ( )1 ,x k Ax k u k+ = +

( ) ( ) { } ( )00 , , 0 ,# 1x x u k U k N= ∈ ∈ ∪
{ }1conv , , ,Mu u= …

где ( ) nx k ∈  — вектор состояния системы,   — множество допустимых значений 
управлений системы, ( )u k ∈  — управление, n nA ×∈  — матрица системы. Пред-
полагается, что множество допустимых значений управлений n⊂   является вы-
пуклым и компактным, 0 является относительно внтуренней точкой  , det 0.A ≠

Для системы ( ),A   решается задача быстродействия, т.е. требуется вычислить 
минимальное число шагов minN , за  которое можно перевести систему из  заданно-
го начального состояния 0

nx ∈  в  начало координат, а  также построить процесс 
( ) ( ){ } min* *

0 1
, 1 ,

N

k
x k u k x

=
− , удовлетворяющий условию ( )*

min 0,x N =  который будем на-
зывать оптимальным. Предполагается, что minN < ∞.

Множество состояний, из которых систему ( ),A   можно перевести в 0 за N ша-
гов посредством выбора допустимого управления называется множеством 0‑управ-
ляемости за  N  шагов:

( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ }

( )0 : 0 , , 1 : 0 ,  ,
# 2   

0 ,  0.

nx u u N x N N N
X N

N

 ∈ ∃ … − ∈ = ∈= 
=



Тогда minN  можно вычислить с помощью класса множеств 0‑управляемости:

{ } ( ){ } ( )min 0min 0 : .# 3N N x N= ∈ ∈∪ 

Известно аналитическое описание класса множеств 0‑управляемости (2).
Лемма 1 (Ибрагимов, Сиротин, 2017, лемма 1). Пусть класс множеств 
( ){ } 0N
N

∞

=
  определяется соотношениями (2). Тогда для всех N ∈  справедливо 

представление

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

,   1 .# 4
N

i

i

X N A X N A X N A− − −

=

= − = − + −∑  

В (Ибрагимов, Новожилкин, Порцева, 2021) подробно рассмотрен подход к реше-
нию задачи быстродействия для системы (1) в случае, когда на управление на каждом 

(1)

(2)

(3)

(4)
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шаге наложены только линейные ограничения, т.е. множество допустимых значений 
управлений n⊂   представляет собой полиэдр. В этом случае задача быстродей-
ствия может быть сведена к ряду задач линейного программирования.

Функционалом Минковского для выпуклого и компактного n⊂   называется

( ) { } ( ), inf 0 : .# 5x t x tµ = > ∈ 

Заметим, что по определению x ∈  тогда и только тогда, когда ( ), 1xµ ≤ .
Для произвольных N ∈  и  0, 1k N= −  определим отображение , : n n

N kS →   
следующим образом:

( ) ( )( ) ( ), arg min , 1 .# 6N k u
S x Ax u N kµ

∈
= + − −




Как продемонстрировано в  (Ибрагимов, Новожилкин, Порцева, 2021), если из-
вестно представление

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )111  1 , , 1 ,# 7L N kX N k conv x N k x N k− −− − = − − … − −

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )11 1 1 , , 1 ,# 8L N kExt X N k x N k x N k− −− − = − − … − −

( ) ( ) ( )  1 1 ,# 9card Ext X N k L N k− − = − −

то  вычисление отображения ,N kS  для каждого nx ∈  сводится к  решению задачи 
линейного программирования:

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1 11

1

, , , , , ,
1

1

1

1

min ,

1 ,

# 10
,  

0, 1, 1 ,

0, 1, . 

ML N k

L N k

iu
i

L N k
i

i
i

M
j

j
i

i

j

Ax u x N k

u u

i L N k

j M

λ λ µ µ
λ

λ

µ

λ

µ

− −

− −

… …
=

− −

=

=

+ = − −

=

≥ = − −

≥ =

∑

∑

∑

Теорема 1 ((Ибрагимов, Новожилкин, Порцева, 2021). Пусть для системы (1) 
процесс ( ) ( ){ } min* *

0 0
, 1 ,

N

k
x k u k x

=
−  определяется соотношениями

( ) ( ) ( )( )
( )

( )min

* * *
, min

*
0

1 , 0, 1,
# 11

0 .
N kx k Ax k S x k k N

x x

+ = + = −

=

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
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Тогда

( )*
min 0;x N =

оптимальное по быстродействию позиционное управление на  k -м шаге имеет 
вид ( )( ) ( )( )

min

* * *
,, .N ku k x k S x k=

Целью данной статьи является определение вычислительной сложности исполь-
зования теоремы 1 для решения задачи быстродействия.

Алгоритм решения задачи быстродействия

Учтем, что в силу (3) и (5)

{ } ( )( ){ } ( )min 0min 0 : , 1 .# 12N N x Nµ= ∈ ≤∪ 

Теперь представить теорему 1 в  виде следующего алгоритма решения задачи 
быстродействия.

Алгоритм 1 (решения задачи быстродействия).
Пусть задана матрица системы ,A  множество { }1, Mconv u u= …  и начальное 

состояние 0x .
Положить 1N =  и перейти к шагу 2.
Построить множество 0‑управляемости ( ) ( ) ( )1 1 1 .N A N A− −= − + −  
Вычислить функционал Минковского ( )( )0 , .t x Nµ= 
Если 1t > , то увеличить N  на 1 и перейти к шагу 2. Иначе minN N=  и перейти 

к шагу 5.
Положить ( )*

00,  0k x x= = .
Построить оптимальное управление ( )*u k .
Применить управление: ( ) ( ) ( )* * *1x k Ax k u k+ = + .
Если mink N= , то завершить цикл и алгоритм. Иначе увеличить k  на 1 и перей-

ти к шагу 6.
Подробно рассмотрим математические операции, исполняемые в  алгоритме 1. 

Согласно теореме 1 нахождение оптимального управления на  6‑м шаге алгоритма 
сводится к вычислению функционала Минковского:

( )( ) ( ) ( )( ) ( )* * *, arg min , 1 ,# 13
u

u k x k Ax k u N kµ
∈

= + − −




т.е. может быть представлено в качестве решения ряда задач линейного програм-
мирования (10). Вычисление функционала Минковского для определения minN  
на  3‑м шаге также сводится к  решению задачи линейного программирования 
(ЗЛП). Действительно ( ),xµ   для { }1conv , , Lx x= …  может быть найдено как 
решение следующей задачи:

(12)

(13)
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( )

1

1

min,

, # 14

, , 0.

L

i
i

i
i

i
i

L

x x

λ

λ

λ λ

=

→

=

… ≥

∑

∑

В свою очередь в силу леммы 1 построение множеств 0‑управляемости, а именно 
нахождение суммы по Минковскому, может быть выполнено с помощью алгоритма 
быстрой оболочки Quickhull (Barber, Dobkin, Huhdanpaa, 1996). На практике Quickhull 
часто показывает лучшие результаты по сравнению с другими алгоритмами.

Таким образом, применение алгоритма 1 предполагает многократное решение 
ЗЛП и сложение многогранников по Минковскому. Остановимся подробнее на оцен-
ки сложности данных математических операций.

Оценка сложности алгоритма

Обозначим через ( ),LPP k n  сложность решения ЗЛП с  k  неотрицатель-
ными переменными оптимизации и  n  ограничениями вида равенство, через 

( )1 2 3, , ,CH n M M M  — сложность алгоритма быстрой оболочки при сложении двух 
n-мерных многогранников с  1M  и  2 M  вершинами соответственно, где в результате 
сложения получается многогранник с  3 M  вершинами. В терминах леммы 1 и пред-
ставления (7) –(9) верно, что 1M M= , ( )2 1M L N= − , ( )3M L N= .

В (Barber, Dobkin, Huhdanpaa, 1996) была сформулирована теорема о сложности 
алгоритма Quickhull.

Теорема 2 (Barber, Dobkin, Huhdanpaa, 1996). Пусть 1 2 3, ,M M M ∈ . Тогда наи-
худшая сложность алгоритма не будет превышать

( )

( )

( )

1 2 3

1
2

1 2 3 3
1 2

log ,  3,

, , , # 15
,  4.

!
2

n

O M M M n

CH n M M M MO M M n
n

 −  

≤


   =    ≥         

 

 

В рамках алгоритма 1 теорема 2 позволит оценить сложность шага 2 следующей 
величиной:

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )1
2

1  log , 3,

, , 1 , # 16
1  , 4.

!
2

n

O L N M L N n

CH n M L N L N L N
O L N M n

n

 −  

 − ≤

    − = 

 − ≥         

 

 



 

 



(14)

(15)

(16)
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Рассмотрим теперь сложность решения ЗЛП. Вообще говоря, ( ), LPP k n  су-
щественно зависит от  используемого метода линейного программирования. Так 
симплекс-метод (Схрейвер, 1991) теоретически предполагает ( ) ( ), 2kLPP k n O= , 
однако практически для большинства задач демонстрирует вычислительную слож-
ность порядка ( )3O k . Методы внутренней точки (Karmarkar, 1984) обладают слож-
ностью ( ) ( )3,5, ,LPP k n O k L=   где L  — количество бит для представления задачи:

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )1 1

1 1

1 log 1 1 log 1 1 log 1
# 17

1 log 1 1 log 1 .

m d

ij
i j

m d

i j
i j

L n m a

b c

= =

= =

= + + + + + + + + +

+ + + + + +

∑∑

∑ ∑

Здесь ija  — коэффициенты матрицы ограничений, ib  — коэффициенты вектора 
правых частей ограничений, jc  — коэффициенты целевой функции. Метод эллипсо-
идов (Khachiyan, 1980) допускают сложность ( ) ( )6, LPP k n O k L=  .

В общем виде можно получить следующие утверждения о сложности алгоритма 1.
Лемма 2. Сложность этапов 2—4 алгоритма 1 решения задачи быстродей-

ствия не превышает

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )2
min min min min min, 1 , , 1 , .# 18N LPP L N n O n L N CH n M L N L N+ − + − 

Доказательство. На  шаге 2 алгоритма 1 производится построение множеств 
0‑управляемости по формуле ( ) ( ) ( )1 1 1N A N A− −= − + −   . Данное действие вклю-
чает в себя перемножение матриц и сумму по Минковскому. Рассмотрим сложность 
каждой операции по отдельности:
	• сложность умножения множества ( )1N −  на  матрицу n nA ×∈  составляет 

( )( )2 1O n L N − , множества   на матрицу n nA ×∈  — ( )2O n M ;
	• сумма по Минковскому состоит из сложения каждой вершины ( )1 1A N− −  с ка-

ждой вершиной ( )1A−−  , которое обладает сложностью ( )( )1O L N M−  , и при-
менения алгоритма Quickhull к результирующему многограннику, что приводит 
к сложности ( ) ( )( ), , 1 ,CH n M L N L N− .
Таким образом, итоговая сложность шага 2 не будет превышать

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )
2 2

2

1 1 , , 1 ,
# 19

1 , , 1 , .

O n M O n L N O L N M CH n M L N L N

O n L N CH n M L N L N

+ − + − + − =

= − + −

  



На шаге 3 решается ЗЛП с  ( )L N  переменными и  n  ограничениями вида равен-
ство, что приводит к сложности ( )( ), LPP L N n .

Этапы 2 и 3 повторяются minN  раз. Значит, суммарная сложность цикла этапов 2 
и 3, состоящего из  minN  итераций не будет превышать





 

 



  



(17)

(18)

(19)
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( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )

min
2

1

2
min min min min min

, 1 , , 1 ,
# 20

, 1 , , 1 , .

N

N

LPP L N n O n L N CH n M L N L N

N LPP L N n O n L N CH n M L N L N
=

+ − + − ≤

≤ + − + −

∑ 

 

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Сложность этапов 6—8 алгоритма 1 решения задачи быстродей-
ствия не превышает

( )( ) ( )( ) ( )2
min min 1 , 1 .# 21N LPP L N M n O n− + + +

Доказательство. На  этапе 6 решается ЗЛП с  ( )( )min 1L N k M− − +  пе-
ременными и  ( ) 1n +  ограничением, т.е. сложность этого шага составит 

( )( )min 1 , 1LPP L N k M n− − + + .
На  шаге 7 перемножается матрица с  вектором со  сложностью ( )2O n . Эта-

пы 6 и  7  так  же повторяются minN  раз. Суммарная сложность цикла шагов 6 и  7 
не превышает

( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
( )

min 1
2

min
0

2
min min

( 1 , 1)
# 22

1 , 1 .

N

k

O n LPP L N k M n

N LPP L N M n O n

−

=

+ − − + + ≤

≤ − + + +

∑

Лемма 3 доказана.

Теорема 3. (Оценка сложности алгоритма 1)
Пусть , det 0n nA A×∈ ≠ , { }1conv , , Mu u= …  — множество допустимых значе-

ний управлений, 0x  — начальное состояние. Тогда сложность алгоритма 1 решения 
задачи быстродействия для линейных дискретных систем с линейными ограничени-
ями не превышает

Доказательство. Доказательство теоремы 1 вытекает непосредственно из лемм 2 
и 3 в результате сложения представленных в них оценок сложности.

Замечание 1. Количество вершин многогранника на шаге N  можно ограничить 
соотношением (Weibel, 2007)

( )
( )

( )11 .# 24
1

N
NL N M

n

 
 ≤ −
 + 



(23)







(21)

(22)

(24)
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Можно учесть полученные ранее выражения для ( ),LPP k n  и  ( )1 2 3, , ,CH n M M M , 
чтобы уточнить сложность алгоритма 1 при 3n ≤ . Будем полагать, что для ре-
шения ЗЛП используется метод внутренней точки как один из  наиболее рас-
пространенных в  различных прикладных математических средах. Тогда 
можно принять ( )( ) ( )( )4.5, ,min minLPP L N n O L N n=  ( )( ) ( )( ) ( )( )4,5

1 , 1 1 1 .min minLPP L N M n O L N M n− + + = − + +

( )( ) ( )( ) ( )( )4,5
1 , 1 1 1 .min minLPP L N M n O L N M n− + + = − + +

Теперь распишем сложность алгоритма Quickhull:

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2, , 1 , 1 1  log .# 25min min min min minCH n M L N L N O n L N O L N M L N− = − + −  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2, , 1 , 1 1  log .# 25min min min min minCH n M L N L N O n L N O L N M L N− = − + −  

Тогда сложность алгоритма при 3n ≤  оценивается следующим образом:

Окончательно с  учётом замечания 1 можно получить следующую оценку 
сложности:

( ) ( ) ( ) ( )
( )min min min min

min min min min

4,5

1 12
1 1 1

1 1 1 11 1 log 1 1 1 .
1 1 1 1

N N N N
min N N N NN O n M O M M O M M n

n n n n
− −

− − −

                              − + − − + − + +               + + + +                  

    

( ) ( ) ( ) ( )
( )min min min min

min min min min

4,5

1 12
1 1 1

1 1 1 11 1 log 1 1 1 .
1 1 1 1

N N N N
min N N N NN O n M O M M O M M n

n n n n
− −

− − −

                              − + − − + − + +               + + + +                  
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n n n n
− −

− − −
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Обозначим 
( ) min1

11
1 Nc

n

 
 = −
 + 

 и 
( ) min2 1

11 .
1 Nc

n −

 
 = −
 + 

 При min4,  1M N≥ ≥  до-

минирующим в данной оценке является член ( ) ( )min
4,51

2 1Nñ M M n− + +  . Остальные 
слагаемые лишь вносят небольшие поправки. Это определяет экспоненциальный 
рост сложности в зависимости от времени быстродействия и полиномиальный в за-
висимости от сложности ограничений.

Полученная верхняя граница задаёт необходимый запас вычислительной мощно-
сти при практическом планировании вычислительных экспериментов. В следующем 
разделе мы проверим адекватность этой оценки на серии задач размерностей 2 и 3, 
сравнив фактическое время работы программы с теоретической оценкой.

Численное моделирование
Рассмотрим пример решения задачи быстродействия по  алгоритму 1 для 2n =  

со следующими входными данными:

0

3,53 0,9786 0,0143
, , 

2,37 0,0054 0,9973
x A   

= =   −   

0,651 0,871 0,774 0,651 0,871 0,774
conv , , , , , .

0,608 0,320 0,364 0,608 0,32 0,364
 − − −             =             − − −             



Рис. 1. Пример решения задачи быстродействия при n = 2
Fig. 1. An example of solving a time-optimization problem for n = 2

 
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На рис. 1 изображены множества 0‑управляемости и траектория, по которой дан-
ная двумерная система перемещается в  начало координат за  min 5N =  шагов. Вре-
мя решения составило 0,11 с. Для надёжности в дальнейшем анализе аналогичные 
эксперименты были повторены для ещё четырёх случайно сгенерированных 2‑мер-
ных систем, на массиве из 100 различных начальных состояний, что дало в сумме  
500 решенных задач быстродействия. Такое количество экспериментов позволяет 
проследить влияние параметров M  и  minN  на время работы алгоритма.

Алгоритм 1 был реализован в среде разработки Maple с использованием встроен-
ных библиотек (LinearAlgebra, Optimization и др.). Расчеты проводились на случайно 
сгенерированных матрицах систимы A , множествах ограничений на управление   
и начальных состояниях 0x . Многогранник   хранится в памяти ЭВМ в виде матри-
цы, столбцы которой представляют собой его вершины.

В программе реализованы следующие функции:
	• вычисление функционала Минковского (принимает на вход точку и множество);
	• вычисление суммы множеств по  Минковскому (принимает на  вход два 

множества);
генерация матрицы системы A  (принимает на вход размерность задачи);
генерация множества управлений   (принимает на вход размерность задачи);
генерация начального состояния 0x  (принимает на вход размерность).
В рамках численного моделирования вычислялось время решения задач быстро-

действия для размерностей вектора состояния 2, 3 и 4.
На рис. 2 представлена зависимость времени решения двумерной задачи быстро-

действия от количества вершин M  многогранника   и минимального числа шагов 
minN . Было сгенерировано 5 систем с различными , A   и по 100 начальных состо-

яний в каждой системе. То есть было решено 500 задач быстродействия при 2n = .

Рис. 2. Зависимость времени решения от Nmin и M при n = 2
Fig. 2. The dependence of the decision time on Nmin и M при n = 2
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В  трехмерном случае зависимость времени решения задачи быстродействия 
от параметров системы представлена на рис. 3. Было сгенерировано также 5 систем 
с различными , A   , для каждой из которых было сгенерировано по 50 начальных 
состояний. То есть было решено 250 задач быстродействия при 3n = .

Рис. 3. Зависимость времени решения от Nmin и M при n = 3
Fig. 3. The dependence of the decision time on Nmin и M при n = 3

При 4n =  расчет произведен только для случая, когда множество   является 
многогранником с  8M =  вершинами, начальных состояний было сгенерировано 20. 
Это связано с тем, что вычисление множеств 0‑управляемости для задач размерности 

4n =  весьма ресурсоемко. Данная ситуация может быть решена использованием бо-
лее оптимизированного алгоритма вычисления выпуклой оболочки множества. Гра-
фик зависимости времени решения от  minN  представлен рис. 4.

Рис. 4. Зависимость времени решения от Nmin и M при n = 4
Fig. 4. The dependence of the decision time on Nmin и M при n = 4
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По  графикам видно, что на  временную сложность решения задачи быстродей-
ствия влияет не только размерность задачи n , но и количество вершин многогран-
ника  . Это закономерно, так как увеличение числа вершин M  увеличивает число 
вершин каждого множества 0‑управляемости и, следовательно, все ключевые опера-
ции алгоритма требуют больше вычислительных ресурсов.

Во-первых, при построении сумм Минковского на шаге 2 алгоритма количество 
точек в  объединённом множестве пропорционально ( )1L N M−  , а  последующая 
процедура Quickhull должна проверить и  отфильтровать каждую из  них. Поэтому 
даже при фиксированной размерности вычислительная нагрузка растёт.

Во-вторых, рост M  напрямую отражается и на сложности решения задач линей-
ного программирования, к которой сводится вычислении функционала Минковского.

В совокупности эти факторы объясняют наблюдаемый на графиках эффект: кри-
вые для разных M  значительно расходятся, и при фиксированных n  и  minN  время 
решения оказывается пропорционально числу вершин многогранника  .

Заключение

В проведен анализ вычислительной сложности алгоритма построения оптималь-
ного по быстродействию управления для линейных дискретных систем. В частности, 
реализован и протестирован алгоритм решения данной задачи, основанный на поэ-
тапном построении множеств 0‑управляемости, проведены численные эксперименты 
для систем размерности 2, 3, 4n =  при различных начальных условиях и множествах 
допустимых значений управлений. Эти эксперименты показали, что время решения 
задачи быстродействия существенно зависит от параметров системы: с ростом раз-
мерности n  и сложности множества   (числа вершин M ) вычислительные затра-
ты увеличиваются. Выявлено, что при относительно малых n  (до  3—4) алгоритм 
выполняется за  приемлемое время (доли секунды или несколько секунд), однако 
дальнейшее увеличение размерности приводит к экспоненциальному росту времени 
вычислений. Это соответствует теоретической оценке сложности.

Полученные теоретические результаты и  разработанное программное обеспе-
чение могут быть использованы для дальнейшего совершенствования алгоритмов 
управления, моделирования оптимальных по быстродействию процессов и анализу 
систем с дискретным временем.
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Алгебраические кривые высших  
порядков в преподавании высшей математики.  

Методы построения алгебраических кривых

Е.Д. Куланин, М.Е. Степанов
Московский государственный психолого-педагогический университет
Москва, Российская Федерация
 lucas03@mail.ru

Резюме
Контекст и  актуальность. В  рабочих программах дисциплин «Геометрия 
и  топология», «Математический анализ», «Математика» и  других, входящих 
в  образовательные программы специальностей по  информационным 
технологиям, важное место занимает понятие алгебраической кривой. 
Освоение этого понятия требует от  студентов способности к  абстрактному 
мышлению и зачастую вызывают существенные затруднения. Цель. Повысить 
качество усвоения учебного материала по дисциплинам, связанным с понятием 
алгебраической кривой, используя при этом программные средства для 
визуализации различных алгебраических кривых и  семейств алгебраических 
кривых. Ещё одной не менее важной целью является описание вопросов, которые 
могут стать темами курсовых и  дипломных работ. Гипотеза. Использование 
программных средств для визуализации различных алгебраических кривых 
и  семейств алгебраических кривых позволяет преподавателю максимально 
понятно подать материал, а  студентам лучше усвоить материал и  получить 
навыки решения задач на  построение алгебраических кривых. Методы 
и  материалы. В  большинстве заданий в  этой статье предлагается написать 
компьютерную программу, визуализирующую алгебраические кривые и  их 
семейства. Результаты. Разработана система заданий, позволяющих студентам 
строить алгебраические кривые с помощью компьютерных программ. Выводы. 
Применение разработанной системы учебных заданий подтвердило важность 
использования специальных программных средств для усвоения материала 
по теории алгебраических кривых.
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ших порядков в  преподавании высшей математики. Методы построения алгебраиче-
ских кривых. Моделирование и анализ данных, 15(4), 122—137. https://doi.org/10.17759/
mda.2025150408

Algebraic curves of higher  
orders in teaching higher mathematics.  

Methods of constructing algebraic curves

Y.D. Kulanin, M.E. Stepanov
Moscow State University of Psychology and Education, Moscow, Russian Federation
 lucas03@mail.ru

Abstract
Context and relevance. In the working programs of the disciplines “Geometry and 
Topology”, “Mathematical Analysis”, “Mathematics” and others, included in the 
educational programs of specialties in information technologies, an important place 
is occupied by the concept of an algebraic curve. The development of this concept 
requires students to have the ability to think abstractly and often cause significant 
difficulties. Purpose. To improve the quality of learning the educational material on 
disciplines related to the concept of an algebraic curve, while using software tools 
for visualization various algebraic curves and families of algebraic curves. Another 
equally important goal is to describe issues that can become the topics of term papers 
and theses. Hypothesis. The use of software tools for visualizing various algebraic 
curves and families of algebraic curves allows the teacher to present the material in the 
most understandable way, and students to better understand the material and acquire 
the skills of solving problems on the construction of algebraic curves. Methods and 
materials. Most of the exercises in this article involve writing a computer program 
that visualizes algebraic curves and their families. Results. A  system of tasks has 
been developed that allows students to construct algebraic curves using computer 
programs. Conclusions. The use of the developed system of educational tasks has 
confirmed the importance of using special software tools for mastering the theory of 
algebraic curves. 

Keywords: higher education, methods of teaching mathematics, analytical geometry, 
visual images, algebraic curves, methods of constructing algebraic curves, geometric 
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images of algebraic curves, pedal curve of a  curve, pedal curve of a  parabola, 
geometric transformations, cissoidal transformations

For citation: Kulanin, Y.D., Stepanov, M.E. (2025). Algebraic curves of higher orders in 
teaching higher mathematics. Methods of constructing algebraic curves. Modelling and Data 
Analysis, 15(4), 122—137. (In Russ.). https://doi.org/10.17759/mda.2025150408

Введение

Статья продолжает цикл методических разработок авторов (Куланин Е.Д., Сте-
панов М.Е., Нуркаева И.М., 2020; Куланин Е.Д., Степанов М.Е., Нуркаева И.М., 
2021; Куланин Е.Д., Степанов М.Е., 2024; Лунгу К.Н., Норин В.П., Письменный Д.Т., 
Шевченко Ю.А., Куланин Е.Д., 2013). Непосредственно она продолжает статью «Ал-
гебраические кривые низших порядков в преподавании высшей математики» (Кула-
нин, Степанов, 2025). В ней обсуждаются некоторые проблемы, связанные с путями 
повышения культуры математического мышления студентов-математиков. Главным 
объектом обсуждения являются алгебраические кривые степени выше двух. Авторы 
опираются на опыт работы на факультете информационных технологий МГППУ.

В статье (Куланин, Степанов, 2025) рассматривались алгебраические линии не выше 
второго порядка, а  также их семейства. Там  же описан метод построения алгебраи-
ческих кривых на  экране компьютера с  помощью сканирования декартовой плоско-
сти. Этот метод позволяет строить любые линии, описанные неявными уравнениями, 
в том числе трансцендентные. По этой причине многие задания, рассмотренные в дан-
ной статье, могут быть перенесены на  более широкий круг математических тем.

В большинстве заданий в этой статье предлагается написать компьютерную про-
грамму, визуализирующую алгебраические кривые и  их семейства. Авторы счита-
ют, что геометрические образы должны максимально интенсивно использоваться 
в обучении высшей математике (Куланин Е.Д., Нуркаева И.М., Степанов М.Е., 2020; 
Куланин Е.Д., Нгуен Ву Куанг, Степанов М.Е., 2019; Куланин Е.Д., Степанов М.Е., 
2022 DOI: https://doi.rg/10.17759/mda.2022120407; Куланин Е.Д., Степанов М.Е., 2022 
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2024140212).

Предоставление возможности студентам с помощью компьютера самостоятельно 
строить алгебраические кривые, является одной из важных целей данной статьи.

Ещё одной не менее важной целью является описание вопросов, которые могут 
стать темами курсовых и дипломных работ.

Построение образов алгебраических кривых на экране

Традиционные формы преподавания высшей математики используют чертежи, 
как обязательный методический приём. Экстремисты от математики с удивительной 
активностью пытались изгнать визуальные образы математических объектов из кур-
сов не только высшей, но и школьной математики (Дьедонне Ж., 1972).
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Однако по мнению авторов данной статьи использование различных образов яв-
ляется одним из важнейших способов развития математической интуиции студентов. 
В частности, построение на экране кривых и поверхностей даёт учащемуся возмож-
ность увидеть большое количество геометрических объектов, которые до появления 
компьютеров строились с большим трудом. Если же студент сам пишет подобную 
программу, он, кроме всего прочего, должен детально разобраться в математических 
аспектах описания соответствующего объекта.

Рассмотрим несколько примеров построения алгебраических кривых на  экране 
компьютера. При этом хорошим путеводителем по замечательным кривым является 
книга (Савёлов А.А., 1960). Ориентируясь на изложенный в ней материал, рассмо-
трим одну из описанных там кривых.

Будем строить трисектрису Маклорена, используя её геометрическое описание. 
Трисектриса Маклорена является подэрой параболы относительно такой точки её 
оси, которая удалена от директрисы на расстояние, равное расстоянию директрисы 
от фокуса (фокальное расстояние). Подэрой данной кривой относительно какой‑ли-
бо точки плоскости называется новая кривая, представляющая собой геометрическое 
место оснований перпендикуляров, опущенных из этой точки на касательные к за-
данной кривой (Савёлов А.А., 1960).

Задание 1. Построить на экране параболу и семейство касательных к ней.
Решение. Уравнение параболы имеет вид 2 2y px= , где р — фокальное расстоя-

ние параболы. Если менять в цикле ординату ky , то 
2

 
2

k
k

yx
p

= . Касательная, проходя-

щая через точку ( ; )k kx y  по свойству касательных к параболе также проходит через 
точку (0; 

2
ky ). Из этого следует, что уравнение касательной имеет вид y k x b= + , 

где    
2 2

k k

k k k

y y p pk
x p x y

= = =


 

 и   
2

kyb = .

Построенное программой изображение показано на рисунке 1.

GraphicsWindow.Width = 600
GraphicsWindow.Height = 600
‘Фокальное расстояние параболы
p = 1
‘Начало экранных координат
x0 = 300
y0 = 300
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5,10,10)
GraphicsWindow.DrawLine(0, y0,600, y0)
GraphicsWindow.DrawLine(x0,0, x0,600)
‘Количество пикселов в единичном отрезке
ed = 100
‘Сетка единичных квадратов
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For x= –3 To 3 Step .01
For y= –3 To 3 Step 1
xe=x0 + ed*x
ye=y0 – ed*y
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,”green”)
EndFor
EndFor
For x= –3 To 3 Step 1
For y= –3 To 3 Step .01
xe=x0 + ed*x
ye=y0 – ed*y
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,”green”)
EndFor
EndFor
‘Построение параболы
For y = 0 To 9 Step .01
x = y*y/(2*p)
xe=x0 + ed*x
ye=y0 – ed*y
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
ye=y0 + ed*y
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
EndFor
‘Касательные к параболе
For yk = .5 To 9 Step .1
xk = yk*yk/(2*p)
xe=x0 + ed*xk
ye=y0 – ed*yk
k = yk/(2*xk)
b = yk/2
For t = – 3 To 3 Step .01
u = k*t + b
xe=x0 + ed*t
ye=y0 – ed*u
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
ye=y0 + ed*u
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
EndFor
EndFor
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Рис. 1. Парабола и семейство касательных к ней
Fig. 1. A parabola and a family of tangents to it

Задание 2. Построить трисектрису Маклорена как подэру параболы. Найти урав-
нение асимптоты к ней.

Решение. Поскольку уравнение касательной к  параболе, выведенное в  преды-
дущем задании, имеет вид y k x b= + , то  можно получить уравнение ортого-
нальной прямой, проходящей через точку ( ;0)p− . Пусть это уравнение имеет вид 

1 1y k x b= + . Тогда 1
1 k
k

=−  и  1  pb
k

= − . Точка пересечения этих прямых имеет коор-

динаты 1

1

  t
b bx
k k

−
=−

−
 и  1 1ty k x b= + .

Все коэффициенты двух прямых зависят от параметра ky . Достаточно простые 

преобразования позволяют выразить зависимость от  ky : 
2

2 2

3 
2

k
t

k

yx p
p y

=
−

 . При ky  

стремящемся к  бесконечности tx  стремится к  3
2

p− . Таким образом, уравнение 

асимптоты имеет вид 3 
2

x p=− .

В  программе часть, посвящённую проведению касательных, следует заменить 
на новые строки. Результат работы программы показан на рисунке 2.

‘Точка на плоскости
xe = x0 – p*ed
GraphicsWindow.FillEllipse(xe - 5, y0–5, 10, 10)
‘Построение подэры
‘Параметры касательной
For yk = .1 To 9 Step .01
xk = yk*yk/(2*p)
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xe=x0 + ed*xk
ye=y0 – ed*yk
k = yk/(2*xk)
b = yk/2
‘Основания перпендикуляров
k1 = –1/k
b1 = –p/k
xt = –(b - b1)/(k - k1)
yt = k*xt + b
xe=x0 + ed*xt
ye=y0 – ed*yt
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
ye=y0 + ed*yt
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
EndFor
‘Асимптота
xe = x0 – p*ed*1.5
GraphicsWindow.DrawLine(xe, 0, xe, 600)

Рис. 2. Трисектриса Маклорена
Fig. 2. Maclaurin’s Trisector

В статье (Куланин Е.Д., Степанов М.Е., 2025, с. 210—251) показан метод постро-
ения кривых сканированием.

Задание 3. Методом сканирования построить кривую, называемую офиуридой 
по её уравнению ( ) ( )2 2 x x y y cy bx+ = −  (Савёлов А.А., 1960).
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Решение. Результат работы программы показан на рисунке 3.

GraphicsWindow.Width = 200
GraphicsWindow.Height = 600
x0 = 50
y0 = 300
ed = 10
b = 10
c = 5
GraphicsWindow.DrawLine(c*ed+x0,0, c*ed+x0,600)
For x = –5 To 15 Step .01
For y = –30 To 30 Step .01
z = x*(x*x + y*y) – y*(c*y – b*x)
If Math.Abs(z)<.3 Then
xe = x0 + x*ed
ye = y0 – y*ed
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye, “blake”)
EndIf
EndFor
EndFor
GraphicsWindow.DrawLine(x0 + c*ed, 0, x0 + c*ed, 600)

Рис. 3. Офиурида
Fig. 3. Ophiuride

Задание 4. Офиурида является подэрой параболы относительно какой‑либо точ-
ки, лежащей на касательной к вершине этой параболы. Построить офиуриду, отправ-
ляясь от этого факта.
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Меняя формулу, описывающую кривую, можно с помощью последней програм-
мы ознакомиться с  формой многочисленных линий. Однако для более удобного 
изучения кривых следует написать интерактивную программу, позволяющую поль-
зователю выбирать очередную кривую из определённого набора. Для более чёткой 
фиксации важности этого типа программ сформулируем требование их разработки 
в виде задания.

Задание 5. Написать программу, позволяющую в интерактивном режиме просма-
тривать некоторый набор алгебраических кривых.

О  возможных решениях. Предлагаемое задание можно выполнить различными 
способами в зависимости от конкретных требований к программе. Это может отно-
сится к списку кривых, которые можно просматривать; к подробности описания ка-
ждой из кривых, например, по типу заданий 1 и 2. Тем более, самыми различными 
могут быть интерфейсы программ. Учитывая это, можно предлагать разработку по-
добных программ как тему курсовой и даже дипломной работы.

Приведём пример конкретной темы, которая может стать примером дипломной 
работы. С этой целью мы рассмотрим циссоиду Диоклеса (рис. 4) и циссоидальные 
преобразования (Савёлов А.А., 1960).

Циссоиду Диоклеса можно определить двумя способами: с помощью уравнения 
( )2 32  y a x x− −  и  геометрически. Геометрическое определение таково. Построим 

на декартовой плоскости с началом координат в точка О окружность радиуса а с цен-
тром в  точке ( );0a  и  касательную к  ней в  точке ( )2 ;0a . Выберем на  касательной 
произвольную точку В и проведём отрезок ОВ. Пусть точка С является точкой пере-
сечения окружности и отрезка ОВ. Построим на том же отрезке ОВ точку D, такую 
что ОВ = ОD. Эта точка лежит на циссоиде Диоклеса. Таким образом, эту кривую 
образует множество всех подобных точек.

Рис. 4. Циссоида Диоклеса
Fig. 4. Cyssoid of Diocles


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Задание 6. Написать программу, которая строит циссоиду по уравнению с помо-
щью сканирования. Кроме того, на экране следует отобразить окружность, прямую 
АВ, произвольно заданный отрезок ОВ (например, с помощью выбора угла наклона) 
и точки С и D. В итоге будет построен рисунок 4. Факт прохождения циссоиды через 
точку D должен подтвердить согласованность двух определений циссоиды Диоклеса.

Решение. Приведём соответствующую программу.

Pi = Math.Pi
GraphicsWindow.Width = 300
GraphicsWindow.Height = 600
x0 = 50
y0 = 300
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5,10,10)
ed = 10
a = 10
u0 = pi/5
h = 2*a*Math.Tan(u0)
x1 = x0 + 2*a*ed
y1 = y0 – h*ed
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5,10,10)
GraphicsWindow.DrawLine(x1,0, x1,600)
GraphicsWindow.DrawLine(0, y0,300, y0)
GraphicsWindow.DrawEllipse(x0, y0 – a*ed, 2*a*ed, 2*a*ed)
GraphicsWindow.DrawLine(x0, y0, x1, y1)
GraphicsWindow.FillEllipse(x1–5, y1–5,10,10)
d1 = Math.SquareRoot(4*a*a + h*h)
d2 = 2*a* Math.Cos(u0)
lm = d2/d1
x2 = x0 + lm*(x1 – x0)
y2 = y0 + lm*(y1 – y0)
GraphicsWindow.FillEllipse(x2–5, y2–5,10,10)
lm = 1 – lm
x3 = x0 + lm*(x1 – x0)
y3 = y0 + lm*(y1 – y0)
GraphicsWindow.FillEllipse(x3–5, y3–5,10,10)
For x = 0 To 2*a*ed Step .005
For y = –30 To 30 Step .005
z = x*x*x – y*y*(2*a – x)
xe = x0 + x*ed
ye = y0 – y*ed
If Math.Abs(z)<.08 Then
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye, “blake”)
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EndIf
EndFor
EndFor
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5,10,10)

Задание 7. Написать программу, которая строит циссоиду Диоклеса, исходя из её 
геометрического определения.

Задание 8. Циссоида является множеством точек, симметричных вершине пара-
болы относительно её касательных. Написать программу, которая строит циссоиду 
на основе этого факта.

Важным свойством циссоиды является то обстоятельство, что её можно исполь-
зовать для решения делосской задачи. Дело в  том, что на острове Делос разрази-
лась эпидемия чумы. Дельфийский оракул оракул сообщил, что эпидемия закончится 
если в два раза увеличить объём кубического жертвенника. Для этого нужно постро-
ить куб со стороной 3 2 . С помощью циркуля и линейки сделать это невозможно. 
Именно по этой причине нужно задействовать циссоиду (Савёлов А.А., 1960; Прасо-
лов В.В., 1997).

Задание 9. На основе изложенных фактов написать демонстрационную или обу-
чающую программу, посвящённую циссоиде.

Перейдём к рассмотрению циссоидальных преобразований. Циссоида Диокле-
са строится с помощью использования окружности и прямой. Если заменить их дру-
гими линиями, то получится новая кривая. На этом соображении даётся определение 
циссоидальных преобразований.

Если в полярных координатах заданы две кривые ( )1 1fρ ϕ=  и  2 2 (fρ ϕ= ), то цис-
соидой этих кривых называется кривая, задаваемая уравнением ( ) ( )1 F fϕ ϕ= −  2 (f ϕ).

Задание 10. Доказать, что циссоида Диоклеса подпадает под это определение.
Естественно, что при таком определении циссоидальных преобразований можно 

построить сколь угодно много новых кривых. Ограничимся только одним примером.

Задание 11. Показать, что уравнение 2 22y px qx= +  при различных значениях па-
раметров p и q описывает эллипсы, гиперболы и параболы.

Решение. При q = 0 уравнение описывает параболу. При q отличном от нуля сле-
дует выделить полный квадрат в правой части уравнения. В  зависимости от  знака 
q будет получено уравнение эллипса или параболы. Продемонстрировать этот факт 
можно также с помощью следующей программы

GraphicsWindow.Width = 600
GraphicsWindow.Height = 600
‘Параметры исходной кривой
p = 3
q = –4
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‘Начало экранных координат
x0 = 300
y0 = 300
GraphicsWindow.FillEllipse(x0–5, y0–5,10,10)
GraphicsWindow.DrawLine(0, y0,600, y0)
GraphicsWindow.DrawLine(x0,0, x0,600)
‘Количество пикселов в единичном отрезке
ed = 100
‘Сканирование декартовой плоскости
For x = –3 To 3 Step .01
For y = –3 To 3 Step .01
‘Вычисление значений функции z = F(x, y)
z = y*y – 2*p*x – q*x*x
‘Переход к экранной системе координат
xe = x0 + x*ed
ye = y0 – y*ed
If Math.Abs(z)<.01 Then
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye, “blake”)
EndIf
EndFor
EndFor

Задание 12. Возьмём в качестве образующих для циссоидальных преобразований 
линии 2 22y px qx= +  и  x k= . Перейти к полярным координатам. Написать програм-
му построения соответствующей циссоиды.

Решение. Переход к  полярным координатам производится по  формулам 
 cosx ρ ϕ=   и   siny ρ ϕ=  . Без труда для первой образующей получаем формулу 

1 2 2

2 cos 
   
p

sin q cos
ϕρ

ϕ ϕ
=

−




, а  для второй — формулу 2  
cos

kρ
ϕ

= . Программа будет стро-

ить и образующие, и циссоиду, в которую они преобразуются. Результат работы про-
граммы показан на рисунках 5—7 при разных параметрах p, q и k. При p = 4, q = –3  
и k = 3 на рисунке 5 изображена циссоида эллипса; при p = 1, q = 1 и k = 1 на рисун-
ке 6 изображена циссоида гиперболы; p = 1, q = 0 и k = 1 на рисунке 7 изображена 
циссоида параболы.

pi = Math.Pi
GraphicsWindow.Width = 600
GraphicsWindow.Height = 600
x0 = 300
y0 = 300
ed = 30
p = 4

 






Куланин Е.Д., Степанов М.Е. (2025) 
Алгебраические кривые высших порядков  
в преподавании высшей математики
Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4), 122—137.

Куланин Е.Д., Степанов М.Е. (2025)
Algebraic curves of higher orders  

in teaching higher mathematics
Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4), 122—137.

134

q = –3
k = 3
For u = 0 To 2*pi Step pi/10000
zn1 = Math.Sin(u)*Math.Sin(u) – q*Math.Cos(u)*Math.Cos(u)
zn2 = Math.Cos(u)
If Math.Abs(zn1) > .001 And Math.Abs(zn2) > .001 Then
r1 = 2*p*Math.Cos(u)/zn1
r2 = k/zn2
r = r1 – r2
x1 = r1* Math.Cos(u)
y1 = r1 *Math.Sin(u)
xe = x0 + x1*ed
ye = y0 – y1*ed
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
x2 = r2* Math.Cos(u)
y2 = r2 *Math.Sin(u)
xe = x0 + x2*ed
ye = y0 – y2*ed
GraphicsWindow.SetPixel(xe, ye,””)
x = r* Math.Cos(u)
y = r* Math.Sin(u)
xe = x0 + x*ed
ye = y0 – y*ed
GraphicsWindow.FillEllipse(xe‑1, ye‑1,2,2)
EndIf
EndFor

Рис. 5. Циссоида эллипса
Fig. 5. The cissoid of the ellipse

Рис. 6. Циссоида гиперболы
Fig. 6. The cissoid of hyperbola

Рис. 7. Циссоида параболы
Fig. 7. The cissoid of the parabola
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Заключение

В данной статье рассматриваются вопросы, связанные с углублённым изучением 
линий выше второго порядка. Особое внимание уделяется методам построения алге-
браических кривых.

Обсуждение соответствующих вопросов может помочь молодым преподавателям 
при изучении различных разделов высшей математики. Кроме того, некоторые рассмо-
тренные темы могут быть предложены в качестве тем курсовых и дипломных работ.

Список источников / References

1.	 Дьедонне, Ж. Линейная алгебра и элементарная геометрия. М., Наука, 1972.
Dieudonné, J. Linear Algebra and Elementary Geometry. Moscow, Nauka, 1972.

2.	 Куланин, Е.Д., Нгуен, Ву Куанг., Степанов, М.Е. Осязаемая предметность с  компьютер-
ной поддержкой. // Моделирование и  анализ данных. 2019. Том 09. №  4. С.  145—156. 
DOI: https://doi: 10.17759/mda.2019090412 
Kulanin, E.D., Nguyen, Vu Quang, and Stepanov, M.E. Tangible Subjectivity with Comput-
er Support. // Modeling and Data Analysis. 2019. Vol. 09. No. 4. Pp. 145—156. DOI: https:// 
doi: 10.17759/mda.2019090412

3.	 Куланин, Е.Д., Степанов, М.Е. Использование образов в преподавании высшей математи-
ки. // Моделирование и анализ данных. 2024. Том 14. № 2. C. 192—225. DOI: https://doi. 
org/10.17759/mda.2024140212 

	 Kulanin, E.D., Stepanov, M.E. Using Images in Teaching Higher Mathematics. // Modeling and  
Data Analysis. 2024. Vol. 14. No. 2. Pp. 192—225. DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2024140212

4.	 Куланин, Е.Д., Степанов, М.Е. О  визуализации решений некоторых экстремальных за-
дач. // Моделирование и анализ данных. 2022. Том 12. № 4. C. 94—104. DOI: https://doi. 
org/10.17759/mda.2022120407 

	 Kulanin, E.D., Stepanov, M.E. On the visualization of solutions to some extremal problems. //  
Modeling and Data Analysis. 2022. Vol. 12. No. 4. Pp. 94—104. DOI: https://doi.org/10.17759/
mda.2022120407

5.	 Куланин, Е.Д., Степанов, М.Е., Нуркаева, И.М. Роль образного мышления в  научном 
мышлении. // Моделирование и  анализ данных. 2020. Том 10. №  2. C. 110—128. DOI:  
https://doi:10.17759/mda.2020100209 

	 Kulanin, E.D., Stepanov, M.E., Nurkaeva, I.M. The Role of Imagination in Scientific Thinking. //  
Modeling and Data Analysis. 2020. Vol. 10. No. 2. Pp. 110—128. DOI:  https://doi:10.17759/
mda.2020100209

6.	 Куланин, Е.Д., Степанов, М.Е. Всестороннее рассмотрение математических понятий как 
методический прием. // Моделирование и анализ данных. 2022. Том 12. № 4. C. 67—84. 
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2022120405 

	 Kulanin, E.D., Stepanov, M.E. Comprehensive Review of Mathematical Concepts as 
a Methodological Approach. // Modeling and Data Analysis. 2022.Vol. 12. No. 4. Pp. 67—84. 
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2022120405

7.	 Куланин, Е.Д., Степанов, М.Е. Вычислительный эксперимент в преподавании высшей ма-
тематики на примере теории чисел. // Моделирование и анализ данных. 2024. Том 14. № 1.  
C. 170—195. DOI: https://doi.org/10.17759/mda.202414011112. 

https://doi.org/10.17759/mda.2024140212
https://doi:10.17759/mda.2020100209
https://doi:10.17759/mda.2020100209
https://doi:10.17759/mda.2020100209
https://doi.org/10.17759/mda.2022120405
file:///F:/%d1%80%d0%b0%d0%b1%d0%be%d1%82%d0%b0%20%d0%b2%d0%b5%d1%80%d1%81%d1%82%d0%ba%d0%b0/25-26/%d0%9c%d0%b8%d0%90%d0%94%20%e2%84%964%202025/5_%d0%9c%d0%b5%d1%82%d0%be%d0%b4%d0%b8%d0%ba%d0%b0%20%d0%bf%d1%80%d0%b5%d0%bf%d0%be%d0%b4%d0%b0%d0%b2%d0%b0%d0%bd%d0%b8%d1%8f/ 


Куланин Е.Д., Степанов М.Е. (2025) 
Алгебраические кривые высших порядков  
в преподавании высшей математики
Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4), 122—137.

Куланин Е.Д., Степанов М.Е. (2025)
Algebraic curves of higher orders  

in teaching higher mathematics
Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4), 122—137.

136

	 Kulanin, E.D., Stepanov, M.E. Computational Experiment in Teaching Higher Mathematics on 
the Example of Number Theory. // Modeling and Data Analysis. 2024. Vol. 14. No. 1. Pp. 170—
195. DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2024140111 12.

8.	 Куланин, Е.Д., Степанов, М.Е. Вычислительный эксперимент в  преподавании высшей 
математики. Комбинаторика и её приложения. // Моделирование и анализ данных. 2024.  
Том 14. № 3. C. 174—202. DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2024140310 

	 Kulanin, E.D., Stepanov, M.E. Computational Experiment in Teaching Higher Mathematics. 
Combinatorics and Its Applications. // Modeling and Data Analysis. 2024. Vol. 14. No. 3.  
Pp. 174—202. DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2024140310

9.	 Куланин, Е.Д., Степанов, М.Е. Из опыта работы в режиме дистанционного обучения // Мо-
делирование и анализ данных. 2022. Том 12. № 3. C. 58—70. DOI: https://doi. org/10.17759/
mda.2022120305 

	 Kulanin ,E.D., Stepanov, M.E. From the experience of working in remote mode education // Data 
modeling and analysis. 2022. Volume 12. No. 3. pp. 58—70. DOI: https:// doi. org/10.17759/
mda.2022120305

10.	Куланин, Е.Д., Степанов, М.Е. Использование образов в преподавании высшей математи-
ки. // Моделирование и анализ данных. 2024. Том 14. № 2. C. 192—225. DOI: https://doi. 
org/10.17759/mda.2024140212 

	 Kulanin, E.D., Stepanov, M.E. Using Images in Teaching Higher Mathematics. // Modeling 
and Data Analysis. 2024. Vol. 14. No. 2. Pp. 192—225. DOI:  https://doi.org/10.17759/
mda.2024140212

11.	Куланин, Е.Д., Степанов, М.Е., Нуркаева, И.М. О  различных подходах к  решению экс-
тремальных задач. // Моделирование и  анализ данных. 2021. Том 11. №  1. C. 40—60. 
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2021110104 

	 Kulanin, E.D., Stepanov, M.E., Nurkaeva,  I.M. On Different Approaches to Solving Extreme 
Problems. // Modeling and Data Analysis. 2021. Vol. 11. No. 1. Pp. 40—60. DOI: https://doi.
org/10.17759/mda.2021110104

12.	Куланин, Е.Д., Степанов, М.Е. Алгебраические кривые низших порядков в преподавании 
высшей математики // Моделирование и анализ данных. 2025. Том 15. № 1. C. 210—251. 
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2025150111 

	 Kulanin E.D., Stepanov, M.E. Algebraic Curves of Lower Orders in Teaching Higher 
Mathematics // Modeling and Data Analysis. 2025. Vol. 15. No. 1. Pp. 210—251. DOI: https://doi.
org/10.17759/mda.2025150111

13.	Лунгу, К.Н., Норин, В.П., Письменный, Д.Т., Шевченко, Ю.А., Куланин, Е.Д. Сборник за-
дач по высшей математике с контрольными работами. Москва, 2013. Том 2 (8‑е издание). 
Lungu, K.N., Norin, V.P., Pismenny, D.T., Shevchenko, Yu.A., Kulanin, E.D. Collection of Prob-
lems in Higher Mathematics with Control Works. Moscow, 2013. Volume 2 (8th edition).

14.	Прасолов, В.В. Геометрические задачи древнего мира. М., ФАЗИС, 1997. 
Prasolov, V.V. Geometric Problems of the Ancient World. Moscow, FAZIS, 1997.

15.	Савёлов, А.А. Плоские кривые. Систематика, свойства, применения. (Справочное руко-
водство). М., Гос. изд. физ.-мат. литературы. 1960. 
Savelov, A.A. Flat curves. Taxonomy, properties, applications. (Reference manual). M., State 
Publishing House of Physics and Mathematics. literatures. 1960.

https://doi.org/10.17759/mda.2024140111 12
https://doi.org/10.17759/mda.2024140310
https://doi.org/10.17759/mda.2024140310
https://doi.org/10.17759/mda.2024140212
https://doi.org/10.17759/mda.2024140212
https://doi.org/10.17759/mda.2021110104
https://doi.org/10.17759/mda.2021110104
https://doi.org/10.17759/mda.2021110104
https://doi.org/10.17759/mda.2025150111
https://doi.org/10.17759/mda.2025150111
https://doi.org/10.17759/mda.2025150111


Куланин Е.Д., Степанов М.Е. (2025) 
Алгебраические кривые высших порядков  
в преподавании высшей математики
Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4), 122—137.

Куланин Е.Д., Степанов М.Е. (2025)
Algebraic curves of higher orders  

in teaching higher mathematics
Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4), 122—137.

137

16.	Степанов, М.Е., Куланин, Е.Д. Множества точек, находящихся на рациональных расстоя-
ниях друг от друга. // Моделирование и анализ данных. 2025. Том 15. № 1. C. 210—251. 
DOI: https://doi.org/10.17759/mda.2025150111 

	 Stepanov, M.E., Kulanin, E.D. Sets of points located at rational distances from each other. //  
Modeling and Data Analysis. 2025. Vol. 15. No. 1. C. 210—251. DOI: https://doi.org/10.17759/
mda.2025150111

Информация об авторах
Куланин Евгений Дмитриевич, кандидат физико-математических наук, профес-
сор кафедры прикладной математики, Московский государственный психолого-
педагогический университет (ФГБОУ ВО МГППУ), Москва, Российская Федерация. 
ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6093-7012, e-mail: lucas03@mail.ru
Степанов Михаил Евграфович, кандидат педагогических наук, доцент, Москва, Рос-
сийская Федерация. ORCID: https://orcid.org/0000-0003-4803-8211, e-mail: mestepanov@
yandex.ru

Information about the authors
Evgeny D. Kulanin, Candidate of Science (Physics and Mathematics), Professor of the 
Department of Applied Mathematics, Moscow State University of Psychology and Education 
(FGBOU VO MGPPU), Moscow, Russian Federation. ORCID: https://orcid.org/0000-0001-
6093-7012 E-mail: lucas03@mail.ru
Mikhail E. Stepanov, Candidate of Pedagogical Sciences, Associate Professor, Moscow, Russian 
Federation. ORCID: https://orcid.org/0000-0003-4803-8211, е-mail: mestepanov@yandex.ru

Вклад авторов
Куланин Е.Д. — идеи исследования, написание и оформление рукописи, разработка методики, 
планирование исследования, визуализация результатов исследования.
Степанов М.Е. — идеи исследования, написание и оформление рукописи; разработка описан-
ного ПО, планирование исследования, визуализация результатов исследования.
Все авторы приняли участие в  обсуждении результатов и  согласовали окончательный текст 
рукописи.

Contribution of the authors
Kulanin E.D. — research ideas, writing and formatting of the manuscript, development of the 
methodology, research planning, and visualization of research results.
Stepanov M.E. — research ideas, writing and formatting of the manuscript, development of the 
described software, research planning, and visualization of research results.
All authors participated in the discussion of the results and approved the final text of the manuscript.

Конфликт интересов
Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
Conflict of interest
The authors declare no conflict of interest.

Поступила в редакцию 17.10.2025 Received 2025.10.17
Поступила после рецензирования 27.10.2025 Revised 2025.10.27
Принята к публикации 29.10.2025 Accepted 2025.10.29
Опубликована 28.12.2025 Published 2025.12.28

https://doi.org/10.17759/mda.2025150111
https://orcid.org/0000-0001-6093-7012
mailto:lucas03@mail.ru
https://orcid.org/0000-0003-4803-8211
mailto:mestepanov@yandex.ru
mailto:mestepanov@yandex.ru
mailto:lucas03@mail.ru
mailto:mestepanov@yandex.ru


Моделирование и анализ данных  
2025, 15(4), 138—155.  
https://doi.org/10.17759/mda.2025150409  
ISSN: 2219-3758 (печатный)
ISSN: 2311-9454 (online)  

Modelling and Data Analysis
2025, 15(4), 138—155. 

https://doi.org/10.17759/mda.2025150409  
ISSN: 2219-3758 (print)

ISSN: 2311-9454 (online) 

138

© Митин А.И., 2025

Научная статья | Original paper

УДК 378.147

О математической подготовке  
студентов-«гуманитариев» 

А.И. Митин 
Московский государственный психолого-педагогический университет
Москва, Российская Федерация
 mitin_ai@mail.ru

Резюме
Контекст и  актуальность. В  статье обобщается опыт преподавания 
математики студентам гуманитарных и  управленческих направлений 
с  позиции системного подхода к  содержанию и  организации учебного 
процесса. Рассматриваются акценты в  рабочих программах, формы 
и  методы преподавания. Цель. Проанализировать влияние социокультурной 
среды и  информационных технологий на  формирование образовательных 
предпочтений студентов (прежде всего, при обучении математическим 
дисциплинам). Гипотеза. В современных условиях, стимулирующих растущую 
потребность студентов в  гибкости, вариативности преподавания и  поддержке 
их творческой индивидуальности необходимо адаптировать педагогические 
подходы (включая преподавание таких дисциплин, как математика) к  новым 
требованиям образовательной среды. Методы и материалы. В исследовании 
приняли участие 668 студентов четырех вузов (РАНХиГС, МГППУ, РГГУ, 
Академия управления МВД), из которых 246 студентов проходили диагностику 
в  2024  году, а  422 студента — в  2018  году. Исследование выполнялось 
с  помощью методики «Образовательные потребности обучающихся». 
Теоретико-методологической основой методики является динамическая модель 
ситуационного цикла личностно развивающего взаимодействия обучающегося 
с  образовательной средой. Результаты. Результаты сравнительного анализа 
изменений в  предпочтениях студентов 2018 и  2024  годов по  отношению 
к типам профессиональной деятельности и моделям поведения преподавателей 
показывают значительные изменения образовательных предпочтений 
студентов в  плане гибкости, адаптивности преподавания и  поддержке 
творческой индивидуальности студентов. Выводы. В  современных условиях 
актуализируется необходимость адаптации педагогических подходов (включая 
преподавание таких дисциплин, как математика) к  новым требованиям 
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образовательной среды. Однако полученные данные также свидетельствуют 
о преждевременности полного отказа от традиционных моделей преподавания. 
Скорее, необходим их синтез с  инновационными подходами, направленными 
на  развитие креативного мышления, сотрудничества и  саморегуляции, что 
особенно важно в условиях цифровой трансформации образования.

Ключевые слова: математика, математическое моделирование, образовательные 
потребности, цифровизация, профессиональная компетентность, тьютор, 
модератор, фасилитатор, высшее образование
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About mathematical preparation  
of students of “humanities”

A.I. Mitin 
Moscow State University of Psychology and Education
Moscow, Russian Federation
 mitin_ai@mail.ru

Abstract
Context and relevance. The article summarizes the experience of teaching 
mathematics to students of humanities and management from the perspective of 
a systematic approach to the content and organization of the educational process. The 
accents in work programs, forms and methods of teaching are considered. Objective. 
To analyze the influence of the socio-cultural environment and information 
technologies on the formation of students’ educational preferences (primarily in  
teaching mathematical disciplines). Hypothesis. In modern conditions, which 
stimulate the growing need of students for flexibility, variability of teaching and 
support for their creative individuality, it is necessary to adapt pedagogical approaches 
(including teaching disciplines such as mathematics) to the new requirements of the 
educational environment. Methods and materials. The study involved 668 students 
from four universities (RANEPA, MSUPE, RSUH, Academy of Management of the 
Ministry of Internal Affairs), of which 246 students underwent diagnostics in 2024, 
and 422 students in 2018. The study was carried out using the “Educational needs of 
students” methodology. The theoretical and methodological basis of the methodology 
is a  dynamic model of the situational cycle of a  student’s personality-developing 
interaction with the educational environment. Results. The results of a comparative 
analysis of changes in student preferences in 2018 and 2024 in relation to types of 
professional activities and behavioral patterns of teachers show significant changes in 
students’ educational preferences in terms of flexibility, adaptability of teaching and 
support for students’ creative individuality. Conclusions. In modern conditions, there 
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is an urgent need to adapt pedagogical approaches (including teaching disciplines 
such as mathematics) to the new requirements of the educational environment. 
However, the data also indicate that it is premature to completely abandon traditional 
teaching models. Rather, they need to be synthesized with innovative approaches 
aimed at developing creative thinking, collaboration and self-regulation, which is 
especially important in the context of the digital transformation of education.

Keywords: mathematics, mathematical modeling, educational needs, digitalization, 
professional competence, tutor, moderator, facilitator, higher education

For citation: Mitin, A.I. (2025). About mathematical preparation of students of “humani-
ties”. Modelling and Data Analysis, 15(4), 138—155. (In Russ.). https://doi.org/10.17759/
mda.2025150409

Введение

Когнитивная психология свидетельствует о том, что недостаточный уровень ма-
тематической подготовки школьников может существенно ограничивать их обра-
зовательные перспективы как в  области естественных, так и  гуманитарных наук 1. 
Формирование способности к  анализу, сравнению, аргументации и  построению 
умозаключений — всё это во многом обеспечивается именно через математическое 
образование. Математика способствует развитию таких качеств мышления, как кри-
тичность, гибкость, креативность и конструктивность, которые являются необходи-
мыми не только в научной, но и в управленческой и гуманитарной деятельности.

Не  случайно один из  основоположников современной физики Дж.В. Гиббс 
утверждал: «Математика — это язык». Действительно, без использования математи-
ческих категорий невозможно полноценное описание и анализ многих явлений как 
в естественных, так и в социальных науках. Математический аппарат служит уни-
версальным инструментом формализации знания и  позволяет переходить от  каче-
ственного описания к количественной оценке.

Особое значение математика приобретает как средство моделирования. В усло-
виях, когда натурные эксперименты слишком затратны, длительны или невозмож-
ны, именно математическое, а  затем и  компьютерное моделирование становится 
ключевым инструментом научного анализа. Метод вычислительного эксперимента 
позволяет строить обоснованные прогнозы, исследовать альтернативные сценарии, 
принимать управленческие решения на основе формализованных моделей.

Современная цифровизация образования как часть глобального процесса инфор-
матизации общества требует не только технической модернизации, но и фундамен-
тального переосмысления образовательных приоритетов. Важно не только внедрять 
цифровые инструменты, но  и  понимать их математическую природу, поскольку 
за  любыми цифровыми сервисами — от  рекомендательных систем до  аналити-
ки больших данных — стоят методы математической логики, статистики, алгебры 
и дискретной математики.
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Анализ распоряжения Правительства Российской Федерации от 2 декабря 2021 г. 
№ 3427‑р «Об утверждении стратегического направления в области цифровой транс-
формации образования…» показывает, что акцент в документе сделан на технологи-
ческую составляющую, включая использование искусственного интеллекта, систем 
поддержки принятия решений, облачных технологий и  распределённых реестров 
(Распоряжение Правительства РФ…, 2021). Однако в документе не рассматривают-
ся фундаментальные вопросы математической подготовки специалистов, способных 
разрабатывать и интерпретировать подобные решения. Тем самым игнорируется ба-
зис, на котором эти технологии строятся.

Показателен и анализ научной литературы. Например, в монографии О.А. Фио-
фановой (Фиофанова, 2020), посвящённой применению технологий больших дан-
ных в сфере образования, отсутствуют ссылки на математические методы, хотя сама 
природа этих технологий предполагает активное использование статистических, 
логических и алгебраических моделей. Подобный разрыв между содержанием тех-
нологического дискурса и его математическим основанием требует критического ос-
мысления как в научной среде, так и на уровне образовательной политики.

Таким образом, цифровизация образования и  внедрение современных образова-
тельных технологий невозможны без осознания первоочередной роли математики 
как языка формализации, инструмента моделирования и основы научного мышления. 
Необходим системный пересмотр подходов к  математической подготовке студентов, 
особенно в управленческих и гуманитарных направлениях, с целью формирования уни-
версальных когнитивных и аналитических компетенций, адекватных вызовам времени.

Особенности преподавания математических дисциплин  
для студентов гуманитарных специальностей

Системность
Системный подход изначально присущ обучению математике — как для сту-

дентов естественнонаучных направлений, так и  для представителей гуманитарных 
специальностей. В процессе математического образования в качестве одной из клю-
чевых целей выступает построение модели изучаемого объекта с  использованием 
системы математических понятий и методов, то есть фактически — построение ма-
тематической модели как важнейшего инструмента научного познания и описания 
реальности. Модель выступает как аналог (двойник, копия, заменитель, заместитель, 
след, образ) данного объекта. А объект служит прототипом (прообразом, «исходной 
вещью», оригиналом) для своей модели.

Существует два основополагающих истолкования понятия модели (Вечтомов, 
2004): 1) модель как идея вещи (модель-теория), 2) модель как овеществленная идея 
(модель-объект). Построение модели-теории называется формализацией исходной 
ситуации, идеальным (знаковым, символическим) моделированием — этот подход 
преобладает в  естественных и  гуманитарных науках. Переход к  модели-объекту 
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называется интерпретацией теории, материальным (предметным) моделиро-
ванием, распространенным в  математике, физическом эксперименте, технике. 
Модели-объекты более конкретны и материальны, а их язык более содержательный. 
Модели-теории более абстрактны и идеализированы, их язык более формальный.

Системно-структурный подход определяет не только содержание, но и категори-
альный аппарат обучения. Понятия «структура», «элемент», «система» и «подсисте-
ма», «связь», «форма» и «сущность», «целое» и «часть», «соотношение», «свойство», 
«состав», «функция» — всё это, в той или иной мере, формируется, уточняется и раз-
вивается в процессе изучения математики. Через познание объекта с использованием 
математических категорий, принципов и моделей формируется системное представ-
ление о нём, реализующее задачу систематизации знаний.

Декомпозиция целей обучения математике позволяет выделить три основные 
группы: 1) общенаучная цель — формирование понимания математики как особой 
формы научного мышления, универсального языка описания реальности и важней-
шего элемента мировой культуры; 2) развитие логического мышления, необходимого 
для любой профессиональной деятельности, связанной с  анализом, аргументацией 
и  принятием решений; 3)  профессиональная цель — овладение математическими 
инструментами, применимыми в рамках конкретной предметной области, особенно 
в контексте формализации процессов и построения моделей.

Для студентов гуманитарных направлений особую значимость приобретает тре-
тья группа целей. В этом случае акцент должен смещаться в сторону формирования 
умений применять математические закономерности, модели и методы в управленче-
ской и социальной деятельности. Соответственно, приоритет в преподавании должен 
постепенно переходить от наглядно-описательного изложения фундаментальных по-
нятий (так называемый феноменологический подход) к освоению методов формали-
зации и математического моделирования.

Общенаучная цель математического образования, помимо освоения универсаль-
ности математических методов, должна включать развитие общих когнитивных 
умений, необходимых независимо от специализации: умение анализировать инфор-
мацию, выделять суть вопроса, выстраивать логические рассуждения, обобщать ста-
тистический материал и корректно его интерпретировать.

О программе курса
Для студентов гуманитарных специальностей разработано множество программ 

как общих курсов математики, так и  специализированных («Высшая математика  
для … », «Математические методы в  … »). Подходы к  формированию этих про-
грамм значительно варьируются в  зависимости от количества учебных часов, про-
филя подготовки и предпочтений авторов. Возникает риск двух крайностей: с одной  
стороны — чрезмерная упрощённость, при которой курс сводится к фрагментарному 
рассказу о  математике; с  другой — избыточная строгость и  насыщенность, скорее 
характерная для подготовки будущих математиков-профессионалов.

Очевидно, от  обеих крайностей следует отказаться. Необходима разработ-
ка содержательного «инвариантного ядра» курса, ориентированного на  студентов 
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гуманитарного профиля и  соответствующего современным целям и  задачам мате-
матического образования (Варанкина, Вечтомов, 2005). Такое ядро может включать 
вводное методологическое предисловие, а  также два ключевых раздела: «Дискрет-
ная математика» и  «Математические модели». Эти компоненты обеспечивают как 
развитие логико-структурного мышления, так и овладение инструментами анализа 
и описания реальных процессов средствами математики.

Примерная программа общего курса математики

Предисловие. Что такое математика?
Объект, предмет, природа, статус, специфика, методы математики. Математика 

как особая форма мышления и научного познания.
Раздел 1. Элементы дискретной математики

1. 	 Множества, числа и функции. Отношения принадлежности и включения. Пустое 
и универсальное множества. Диаграммы Эйлера-Венна. Развитие понятия числа. 
Основные числовые множества. Числовая прямая. Операции над множествами 
и их свойства. Прямое произведение множеств. Координатная плоскость. Мощ-
ность множества. Отношения и  отображения. Понятие функции. График функ-
ции. Композиция функций. Обратная функция. Элементарные функции.

2. 	 Комбинаторика. Правила сложения и  умножения. Размещения, перестановки 
и сочетания, их свойства.

3. 	 Вероятность. Подходы к  определению вероятности: классический, аксиомати-
ческий, статистический, геометрический. Сумма и  произведение вероятностей. 
Условная вероятность. Формула полной вероятности. Формула Байеса. Схема 
Бернулли. Понятие дискретной случайной величины. Ее математическое ожида-
ние и дисперсия.

4. 	 Графы. Исходные понятия теории графов. Применения.
5. 	 Логика высказываний. Высказывания и логические операции над ними. Форму-

лы логики высказываний и таблицы истинности. Логическое равенство формул 
логики высказываний. Логическое следование и правила вывода. Законы логики. 
Проверка правильности рассуждений. Совершенные дизъюнктивная и  конъюн-
ктивная нормальные формы.
Раздел 2. Математические модели

1. 	 Понятие модели. Примеры математических моделей. Одномерные и  многомер-
ные модели, дискретные и непрерывные модели, жесткие и мягкие модели. Ме-
тод математического моделирования.

2. 	 Модели динамики популяции. Жесткая модель Мальтуса. Логистическая модель. 
Экспоненциальная модель с  отловом. Логистическая модель с  отловом. Мягкая 
логистическая модель с отловом.

3. 	 Модели конфликта. Модель Ланкастера военного конфликта. Модель Лотке-
Вольтерра борьбы за существование.

4. 	 Метод выпуклого анализа. Системы линейных уравнений и линейных неравенств. 
Задача о встрече. Производственная и транспортная задачи. Задача о диете.
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5. 	 Игры. Простейшие матричные задачи.
Укажем некоторые особенности программы:

•	 Представляется очевидным, что «инвариантное ядро» общего курса математи-
ки для «гуманитариев» должно содержать в  достаточном количестве элементы 
дискретной математики (раздел 1). Непрерывная (бесконечная) математика, без-
условно, остается фундаментом современной математики. Однако почти любая 
непрерывная процедура имеет дискретные (конечные) аналоги, которые поддают-
ся программированию и компьютерной обработке. Для многих практических при-
менений математики достаточно знания дискретной математики и информатики.

•	 В разделе 2 некоторые известные математические модели и области их примене-
ния приведены только для примера. В  частности, модели динамики популяции 
и модели конфликта можно заменить в программе курса другими моделями, бо-
лее подходящими для той или иной специальности.

•	 Линейное программирование (выпуклый анализ) и  теория игр являются клас-
сикой прикладной математики; для их глубокого понимания необходимо внести 
в пункты 4 и 5 раздела 2 сведения из линейной алгебры (матрицы, определители, 
системы линейных уравнений, векторные пространства).

•	 В пункте 1 раздела 2 желательно привести простые примеры непрерывных моде-
лей, использующие начала математического анализа (элементы дифференциаль-
ного и интегрального исчислений).

Формы преподавания
При обучении «гуманитариев» математике вполне допустимо сочетание «тради-

ционных» форм с  более современными, предполагающими разнообразные формы 
субъект-субъектного взаимодействия учащихся и  преподавателей. Например, совре-
менная форма лекции (ее условно можно назвать лекцией-дискуссией или «интерак-
тивной» лекцией) может иметь следующие особенности (Митин, 2008; Чекиров, 2019):
•	 сочетание монологического повествования преподавателя с  его обращениями 

к аудитории (вопросно-ответная и дискуссионная формы);
•	 большое количество приводимых примеров;
•	 обращение к имеющемуся учебному опыту обучающихся;
•	 создание проблемных мини-ситуаций и их краткое обсуждение с аудиторией;
•	 обязательные (оперативные) ответы преподавателя на  возникающие вопросы 

обучающихся;
•	 рассмотрение некоторых аспектов изученного учебного материала с позиции его 

применения в последующей профессиональной деятельности учащихся;
•	 анализ различных точек зрения (как существующих в науке, так и высказанных 

обучающимися во время лекции);
•	 максимальное использование средств наглядности (компьютерных презентаций, 

учебных моделей);
•	 использование форм экспресс-контроля (по возможности).

Внеаудиторные формы «интерактивного» обучения могут включать:
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•	 самостоятельные занятия учащихся, связанные с  выполнением необязательных 
текущих домашних заданий 2;

•	 конкретную работу над проектами в рамках учебной дисциплины (для математи-
ки это может быть заочная (домашняя) контрольная работа или реферат);

•	 работу над курсовыми и дипломными проектами;
•	 занятия в кружках;
•	 самообучение.

На  наш взгляд, в  процессе обучения математике (как и  информатике) целесоо-
бразно формировать у студентов так называемый алгоритмический стиль мышления. 
Он предполагает развитие умений декомпозировать сложные задачи на  подзадачи, 
использовать условные конструкции и  циклы при решении задач. Э.С. Сейталие-
ва подчёркивает, что «для активизации мыслительной деятельности целесообразно 
включение в  программу алгоритмических приёмов с  использованием проблемных 
ситуаций. Алгоритм по  каждому разделу работы определяет последовательность 
операций по формированию выполненных действий, а метод решения представляет-
ся в качестве самостоятельной работы. Решение задач с помощью алгоритмических 
приёмов развивает более глубокое и осмысленное отношение к изучаемым техниче-
ским вопросам, способствует расширению профессиональной эрудиции и творческо-
му решению возникающих задач» (Сейталиева, 2012).

В преподавании математики особенно важен тщательный отбор содержания курса 
и его качественная методическая проработка. Традиционно «ортодоксальные» подхо-
ды настаивают на обязательности строгого доказательства всех теорем. Однако такой 
подход зачастую вызывает дополнительные трудности у  студентов гуманитарных 
направлений. Для данной категории студентов более эффективным представляется 
феноменологический, описательный подход, предполагающий изложение теоретиче-
ских сведений на основе интуитивных представлений, наглядных примеров, анало-
гий и сравнений. Если в курс всё же включаются доказательства, они должны быть 
максимально логичными, краткими и структурированными.

Как отмечал И. Ньютон, «в изучении наук задачи полезнее правил». Это утверж-
дение особенно важно учитывать при построении лекционных и  практических за-
нятий. Лекции рекомендуется начинать с  простых, наглядных задач и  лишь затем 
переходить к  обобщениям и  теоретическим формулировкам. Необходимо по  воз-
можности демонстрировать применение математических знаний в  будущей про-
фессиональной деятельности студентов, либо указывать на потенциальные области  
их применения, подводя студентов к осмыслению значимости математики в контек-
сте профессии и повседневной жизни.

Практические занятия следует выстраивать по  следующей логике — началь-
ный этап включает совместное решение одной или нескольких типовых задач 

2	 Как показывает опыт, «необязательность» домашних заданий очень быстро становится 
осознанной обязательностью (при условии оперативной и качественной проверки заданий 
преподавателем); студенты сами приходят к  выводу о  большой полезности домашних 
заданий в плане подготовки к контрольным работам, зачетам и экзаменам.
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с подробным комментированием; далее осуществляется самостоятельная работа сту-
дентов под контролем преподавателя, который при необходимости корректирует ход 
решения и разъясняет трудные моменты. Прочные и осмысленные знания формиру-
ются преимущественно через собственную мыслительную деятельность студентов, 
а не за счёт механического воспроизведения готовых решений. Задачи для самосто-
ятельной работы должны быть посильными — это создаёт ощущение успеха, повы-
шает мотивацию и способствует формированию уверенности в собственных силах.

Методика преподавания
Для преодоления трудностей, связанных с освоением математического материала 

студентами гуманитарных направлений, представляются целесообразными следую-
щие методические рекомендации:
1.	 Возврат к базовому уровню. Начало курса должно быть посвящено повторению 

основ школьного курса математики. Для успешного вхождения в вузовскую про-
грамму необходимо восстановить базовые знания с  помощью вспомогательных 
материалов, онлайн-курсов или дополнительных занятий.

2.	 Альтернативные формы обучения. Для студентов-«гуманитариев» может ока-
заться полезным использование нетрадиционных форм подачи материала: кон-
цептуальных карт (mind maps), визуальных ассоциаций, межпредметных связей, 
сопоставлений с известными гуманитарными понятиями.

3.	 Использование образовательных ресурсов. Следует поощрять активное ис-
пользование доступных учебных и  цифровых ресурсов (видеоуроки, онлайн-
платформы, форумы), а  также своевременное обращение за  разъяснениями 
к преподавателям и тьюторам.

4.	 Регулярная практика. Закрепление знаний возможно лишь при систематиче-
ской работе. Последовательное решение задач способствует углублению по-
нимания и выработке устойчивых навыков. Даже при начальных затруднениях 
регулярная практика позволяет преодолеть барьеры и  повысить уверенность 
в собственных способностях.
Важным компонентом успешного взаимодействия на занятиях является довери-

тельная, но уважительная атмосфера. Преподаватель, обладающий широкой эруди-
цией, способный делать содержательные отступления в историю науки, философию, 
практику, значительно повышает интерес студентов к  предмету. Следует избегать 
резкой критики и  прямых упрёков в  адрес студентов. Косвенные формы обратной 
связи часто оказываются более эффективными, так как позволяют студенту самосто-
ятельно осознать суть замечания.

В случаях демонстративного, вызывающего поведения студентов, причиной ко-
торого может быть полное непонимание материала и  отстранённость от  процесса 
обучения 3, важна педагогически взвешенная реакция преподавателя — от краткого 

3	 Автор несколько раз сталкивался с репликами студентов типа «Кому она вообще нужна, 
ваша математика?!». Это особенно любопытно, когда такая реплика исходит, например, 
от студента третьего курса экономической специальности.
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разъяснения до дополнительной мини-лекции, направленной на актуализацию моти-
вации и поддержание интереса к предмету. Подобные ситуации возможны и у пер-
вокурсников, ещё не  адаптировавшихся к  новым требованиям и  формату учебной 
деятельности в вузе.

Оценочные процедуры (экзамены и зачёты) целесообразно выстраивать по прин-
ципу постепенного повышения сложности. Начало экзамена с  простых вопросов 
позволяет студенту освоиться, а преподавателю — определить его уровень и темп вза-
имодействия. Такой подход экономит время, снижает стресс и делает процедуру более 
прозрачной и объективной. При этом экзаменационные задания должны быть типовы-
ми и репрезентативными, а не рассчитанными на олимпиадный уровень сложности.

Мотивация студента в  ходе экзамена или зачёта не  должна снижаться, особен-
но с  учётом того, что ему предстоит изучение других математических дисциплин. 
Опытный преподаватель способен найти в  ответе студента хотя  бы минимальные 
элементы прогресса и обозначить их как значимые. Даже элементарные достижения 
(например, знание греческого и латинского алфавитов, уверенное владение устным 
счётом) могут быть использованы в качестве мотивационного ресурса.

Особого внимания заслуживает вопрос использования вспомогательных матери-
алов на зачёте или экзамене. По нашему мнению, допустимо разрешить студентам ис-
пользовать собственноручно подготовленные (рукописные) материалы — конспекты, 
справочные листы с формулами, схемы. Это снимает лишнюю тревожность, исключает 
механическое заучивание и способствует более осознанному освоению содержания курса.

Основные методические аспекты обучения  
математике студентов гуманитарных специальностей  

(Варанкина, Вечтомов, 2005):

1.	 Курс математики не  следует чрезмерно упрощать, сводя объяснение материала 
к исключительно бытовому, ненаучному уровню. Математика — фундаменталь-
ная и строгая научная дисциплина, требующая уважительного отношения.

2.	 Формулировки математических понятий и утверждений должны быть достаточ-
но строгими и корректными. Следует объяснять, что базовые понятия (например, 
множество, высказывание, вероятность) не  поддаются строгому определению 
и  лишь описываются с  точки зрения их узнавания и  применения (это соответ-
ствует феноменологическому подходу). Подобно тому как аксиомы в математике 
не доказываются, первичные понятия строго не определяются.

3.	 Необходимо избегать избыточного погружения во  второстепенные детали, про-
фессиональные математические тонкости и  сложные логические конструкции, 
которые затрудняют восприятие у студентов гуманитарного профиля.

4.	 Изложение математических рассуждений должно быть интуитивно понятным 
и убедительным. Полезно использовать типичные (модельные) примеры для объ-
яснения общих утверждений. Не все теоремы требуют доказательства в курсе для 
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«гуманитариев», однако, если доказательства даются, они должны быть логиче-
ски чёткими и лаконичными.

5.	 Введение и  объяснение основных понятий, фактов, методов и  теорий должно 
опираться на методологические основания, а также исторический и практический 
контекст изучаемого материала. Историко-математические и  философские ком-
ментарии, как правило, вызывают у студентов живой интерес.

6.	 Визуализация играет важную роль в обучении математике. Следует широко ис-
пользовать графики, диаграммы, таблицы, геометрические иллюстрации, а  при 
наличии технической возможности — и компьютерную графику, включая аними-
рованные элементы.

7.	 Работу алгоритмов и  методов целесообразно демонстрировать на  достаточно 
полных и разнообразных примерах. Так, метод Гаусса решения систем линейных 
уравнений может быть представлен на трёх типичных примерах: с единственным 
решением, с отсутствием решений и с бесконечным числом решений.

8.	 Принцип профессиональной направленности следует учитывать при подборе 
задач и  примеров. Так, для студентов-юристов могут использоваться примеры 
на  проверку логических высказываний, для экономистов — задачи, связанные 
с определением эластичности спроса и т. п.

9.	 Особое внимание необходимо уделить понятию математической модели и методу 
математического моделирования. При решении прикладных задач данный метод 
предполагает следующие этапы: 1)  формулировку предметной модели, отража-
ющей реальную ситуацию (формализацию предметной области); 2) построение 
адекватной математической модели; 3) решение математической задачи; 4) интер-
претацию результата в терминах предметной области. В рамках обучения студен-
тов гуманитарных специальностей достаточно сосредоточиться на  дискретных 
моделях, избегая чрезмерной формализации.

10.	Необходимо выявлять межпредметные связи курса математики с  другими дис-
циплинами — например, с логикой (в том числе классической аристотелевской) 
и информатикой. Практические занятия, связанные с математическим моделиро-
ванием, желательно проводить в компьютерных классах, где студенты смогут са-
мостоятельно выполнять расчёты с использованием прикладных программ, таких 
как Microsoft Excel.

Трансформация образовательных потребностей  
студентов-«гуманитариев»

Представляет интерес трансформация образовательных потребностей студентов гу-
манитарных специальностей (в том числе по отношению к такому сложному предмету, 
как математика) в  условиях информатизации и  других социокультурных изменений. 
Целесообразно проанализировать, каким образом эти изменения формируют образо-
вательные запросы, влияют на  академическую мотивацию студентов и  определяют  
их способность адаптироваться к современным вызовам (Персиянцева, Митин, 2024).
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Переход к  цифровым образовательным форматам стал серьёзным испытанием 
для образовательных учреждений. Под воздействием информационных технологий 
трансформируются как потребности студентов в обучении, так и подходы препода-
вателей к организации учебного процесса. Информационные технологии могут как 
усиливать мотивацию за счёт использования интерактивных и мультимедийных фор-
матов, так и снижать её вследствие информационной перегрузки и дефицита личного 
взаимодействия между преподавателем и студентом.

В  условиях цифрового обучения учащиеся часто сталкиваются с  трудностями 
в  самоорганизации и  управлении временем. Увеличивается потребность в  разви-
тии таких навыков, как целеполагание, планирование и  контроль за  выполнением 
учебных задач. Несмотря на широкий доступ к информационным ресурсам, многие 
студенты продолжают опираться на преподавателя как на организатора учебной дея-
тельности, что может свидетельствовать о недостаточном уровне сформированности 
навыков самостоятельной работы.

Ниже приведены ключевые факторы, влияющие на образовательные предпочте-
ния студентов:
1.	 Отношение к  собственным способностям. Студенты, позитивно оценивающие 

свои способности, как правило, более активно вовлечены в  учебный процесс, 
чаще проявляют интерес к  дополнительным образовательным возможностям 
(углублённым курсам, исследовательской работе и  т.п.) и  стремятся к  построе-
нию индивидуальных образовательных траекторий.

2.	 Самооценка (Семиздралова, Мазурова, 2021). Учащиеся с высокой самооценкой 
охотнее выбирают сложные учебные задачи, тогда как низкая самооценка может 
ограничивать активное участие в образовательной деятельности.

3.	 Удовлетворение базовых психологических потребностей (автономия, компетент-
ность, принадлежность) (Александрова, Цепкова, 2023). При удовлетворении 
этих потребностей у студентов формируется внутренняя мотивация и стремление 
к самостоятельному освоению знаний. Их дефицит, напротив, ведёт к снижению 
интереса к учебному процессу.

4.	 Освоение информационных технологий. Современные студенты чаще отдают 
предпочтение интерактивным и  визуально насыщенным материалам, а  также 
практикоориентированному обучению, где теоретические элементы представ-
лены в  прикладном контексте. Основное внимание таких студентов направле-
но на развитие профессиональных навыков, повышение цифровой грамотности 
и адаптацию к требованиям рынка труда. Однако ограниченность времени пре-
подавателей на индивидуальную работу и отсутствие гибкости при выборе углу-
блённых курсов могут снижать удовлетворённость учебным процессом.

5.	 Мотивация и  личная ответственность (Шмуракова, 2019). Высокая внутренняя 
мотивация студентов коррелирует с их стремлением к дополнительным занятиям, 
способствующим как профессиональному росту, так и  личностному развитию. 
Большинство студентов (77,27%) признают необходимость самостоятельной ра-
боты для успешного обучения, при этом 69,39% выражают заинтересованность 
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в  индивидуализированном учебном плане, хотя и  отмечают трудности в  его 
реализации.

6.	 Психолого-педагогические механизмы (Герлах, Копченко, Твелова, 2021). Предо-
ставление гибких учебных траекторий и поддержка со стороны преподавателей 
способствует росту интереса студентов к более сложным формам обучения. При 
этом информационные технологии расширяют возможности выбора форматов об-
учения, повышают вовлеченность студентов, однако чрезмерное их использова-
ние может приводить к информационной перегрузке и снижению эффективности 
восприятия материала.

7.	 Баланс учебных ресурсов и учебных требований (Bakker, Mostert, 2024). Учебные 
ресурсы включают поддержку со стороны преподавателей и одногруппников, до-
ступ к качественным материалам и технологиям, а также личностные ресурсы (мо-
тивация, устойчивость, навыки саморегуляции). Учебные требования охватывают 
когнитивную и временнỳю нагрузку, высокую интенсивность программы, стресс, 
связанный с  дедлайнами и  экзаменами. При недостаточности ресурсов высокие 
учебные требования могут приводить к  академическому выгоранию, снижению 
мотивации и ухудшению успеваемости. Напротив, при наличии достаточной под-
держки и развитых навыков саморегуляции у студентов усиливается внутренняя мо-
тивация, снижается влияние стресса и улучшается академическая эффективность.

Материалы и методы

В  исследовании приняли участие 668 студентов четырех вузов (РАНХиГС,  
МГППУ, РГГУ, Академия управления МВД), из  которых 246 студентов проходили 
диагностику в 2024 году, а 422 студента — в 2018 году 4.

Исследование выполнялось с  помощью методики «Образовательные потребно-
сти обучающихся» (Ходякова, Митин, Ульянина, 2021). Теоретико-методологической 
основой методики является динамическая модель ситуационного цикла личностно 
развивающего взаимодействия обучающегося с образовательной средой (Ходякова, 
2012). Методика включала такие шкалы, как цель обучения, содержание обучения, 
методы обучения, тип профессиональной деятельности педагога, роль обучающегося.

Предпочтения студентов, в частности, были рассмотрены в контексте професси-
ональной деятельности и поведения преподавателей. Согласно интерпретации мето-
дики, выделялись следующие типы преподавателей:
•	 «профессионал» — отлично знает предмет, умеет доступно объяснить сложные 

вопросы, справедливо оценивает результаты;

4	 С точки зрения уровня математических знаний студентов выборка оказалась достаточно 
«репрезентативной»: описательная статистика по дисциплинам математического цикла дала 
весьма средние результаты (мода — 51, медиана — 64,44, среднее — 64,99). Академическая 
успеваемость оценивалась по 100‑балльной шкале; «тройка» начиналась с 51 балла.
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•	 «тьютор» — обладает широкой эрудицией, владеет технологиями учебной дея-
тельности, предоставляет свободу выбора и консультирует студентов при форми-
ровании их индивидуальных образовательных траекторий;

•	 «модератор» — имеет высокий общекультурный уровень, способен организо-
вать обсуждение актуальных проблем в группе и преодолеть психологические ба-
рьеры в общении;

•	 «фасилитатор» — открыт и  гибок, учитывает творческую индивидуальность 
студентов, готов адаптироваться к их образовательным запросам.
Статистическая обработка данных проводилась с помощью непараметриче-

ского критерия 2 Пирсона. Сравнительный анализ выявил значимые различия по 
двум шкалам на уровне значимости p0,01: «профессионал» (показатель студентов  
2018 года – 40,8; студентов 2024 года – 22,0) и «фасилитатор» (показатель студентов 
2018 года – 15,6; студентов 2024 года – 37,0). 

Таким образом, современные студенты-«гуманитарии» в большей степени 
предпочитают преподавателей типа «фасилитатор», которые обладают гибкостью, 
адаптивностью, поддерживают самостоятельность и творческую индивидуальность 
студентов. Напротив, студенты 2018 года предпочитали преподавателей типа «про-
фессионал», которые обеспечивают структурированное изложение материала и де-
монстрируют экспертность. Таким образом, студенты 2018 года больше зависели  
от внешнего контроля и поддержки со стороны преподавателей, а также предпочи-
тали более «традиционный» стиль обучения, ориентированный на передачу знаний 
и академическую дисциплину. Вероятно, это связано с тем, что в тот период инфор-
матизация и самостоятельное освоение информации ещё не занимали центрального 
места в образовательной практике.

Результаты

Сравнительный анализ показывает, что изменения в образовательных потребно-
стях студентов связаны с трансформацией социокультурной среды. Студенты 2024 
года демонстрируют бóльшую автономию, интерес к инновациям, чем студенты 2018 
года, что обусловлено «цифровизацией» и ускоряющимся ритмом жизни. Видимо, 
современные студенты нуждаются в преподавателях, способных создать условия для 
активного включения в образовательный процесс, развития навыков самостоятель-
ной работы. Такой сдвиг в предпочтениях отражает адаптацию студентов к вызовам 
современной образовательной среды, где ключевыми становятся гибкость, интерак-
тивность и индивидуализация обучения.

Изменения также могут быть связаны с растущей значимостью навыков сотруд-
ничества и креативного мышления, которые формируются в атмосфере, поддержива-
емой «фасилитаторами». 
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Заключение

Результаты исследования показывают значительные изменения образовательных 
предпочтений студентов с 2018 по 2024 год. Современные студенты демонстрируют 
растущую потребность в гибкости, адаптивности преподавания и поддержке их твор-
ческой индивидуальности.

В этих условиях актуализируется необходимость адаптации педагогических под-
ходов (включая преподавание таких дисциплин, как математика) к новым требова-
ниям образовательной среды. В центре внимания оказываются такие аспекты, как 
интерактивность, развитие самостоятельности, владение цифровыми технологиями 
и индивидуализация обучения.

Однако полученные данные также свидетельствуют о преждевременности пол-
ного отказа от традиционных моделей преподавания. Скорее, необходим их синтез 
с инновационными подходами, направленными на развитие креативного мышления, 
сотрудничества и саморегуляции, что особенно важно в условиях цифровой транс-
формации образования.
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Резюме
Контекст и  актуальность. Автоматизация проверки открытых ответов 
в  образовательном и  профессиональном тестировании остается сложной 
задачей из-за необходимости привлечения экспертов для разметки данных. 
Современные большие языковые модели открывают новые возможности 
генерации синтетических данных для обучения классификаторов. Цель. 
Оценить возможность применения синтетических данных, сгенерированных 
большими языковыми моделями, для обучения автоматических классификаторов 
текстовых ответов в  тестировании. Методы. Эксперимент включал 
генерацию 100 примеров ответов через LLM, их предобработку (токенизация, 
стемминг, TF-IDF) и  обучение двух моделей — логистической регрессии 
и  RBF-сети с  последующей оценкой на  тестовой выборке. Результаты. 
Точность моделей составила 80% и  65—90% соответственно. Обнаружены 
системные ограничения: зависимость от  ключевых слов, нечувствительность 
к  семантическим инверсиям, контекстуальная слепота. Выводы. Подход 
перспективен для создания вспомогательных инструментов оценки, но текущие 
ограничения не позволяют полностью заменять эксперта-оценщика.

Ключевые слова: большие языковые модели, генеративный ИИ, автоматизация 
тестирования, обработка текста

Для цитирования: Поляков, Б.Ю. (2025). Семантический анализ выполнения тесто-
вых заданий. Моделирование и анализ данных, 15(4), 156—164. https://doi.org/10.17759/
mda.2025150410



Поляков Б.Ю. (2025) 
Семантический анализ  
выполнения тестовых заданий
Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4), 156—164.

Polyakov B.Y. (2025)
Semantic analysis of test responses  

using synthetic data generation
Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4), 156—164.

157

Semantic analysis of test responses  
using synthetic data generation

B.Y. Polyakov
Moscow State University of Psychology and Education, Moscow, Russian Federation
 deslion@yandex.ru

Abstract
Context and Relevance. Automating the assessment of open-ended responses in 
educational and professional testing remains challenging due to the need for expert-
labeled data. Modern large language models offer new opportunities for generating 
synthetic training data for text classifiers. Objective. To evaluate the feasibility of 
using synthetic data generated by large language models for training automated 
classifiers of text responses in educational and professional testing. Methods.  
The experiment involved generating 100 response examples using LLMs, followed by 
text preprocessing (tokenization, stemming, TF-IDF) and training two classification 
models — logistic regression and RBF network, with subsequent evaluation on a test 
dataset. Results. The models achieved accuracy of 80% and 65—90% respectively. 
Systematic limitations were identified: overdependence on keywords, insensitivity 
to semantic inversions, and contextual blindness in classification. Conclusions.  
The approach shows promise for developing auxiliary assessment tools, though 
current limitations prevent complete replacement of human evaluators. Further 
refinement is needed for practical implementation.

Keywords: LLM, large language models, generative AI, test automatization, text 
processing
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Введение

Тестирование с  использованием опросников открытого типа является широко 
распространенным инструментом оценки знаний в  образовательной и  корпоратив-
ной практике. В  отличие от  тестов со  множественным выбором, данный формат 
позволяет не только проверить фактологические знания, но и оценить способность 
респондента к формулированию мыслей, построению аргументации и демонстрации 
системного понимания предметной области. Эта методика успешно применяется как 
при проведении аттестаций в учебных заведениях, так и в процессе профессиональ-
ного отбора кандидатов при трудоустройстве, где требуется оценить практическое 
владение специализированными компетенциями.
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Однако ключевым ограничением метода выступает ресурсоемкость процесса 
проверки ответов. Каждый текст или устный ответ требует индивидуального ана-
лиза и  оценки квалифицированным экспертом, что приводит к  временным затра-
там и субъективности в оценивании. В качестве технологического решения данной 
проблемы предлагается разработка автоматизированной системы бинарной класси-
фикации текстовых ответов («правильно» / «неправильно») методами машинного об-
учения. (Нежников, Марьенков, 2024).

Помимо ресурсоемкости, значительной проблемой остается субъективность 
экспертной оценки. Разные проверяющие могут по-разному интерпретировать кри-
терии оценки, особенно когда ответы содержат элементы неполного знания или не-
стандартные формулировки. Эта вариабельность снижает надежность и валидность 
результатов тестирования, что критически важно как в образовательных экзаменах, 
так и в профессиональной сертификации. Автоматизация процесса проверки позво-
лила бы не только снизить нагрузку на экспертов, но и стандартизировать оценочные 
процедуры, обеспечивая единообразие применяемых критериев.

Внедрение подобных систем сопряжено с  фундаментальной проблемой — не-
обходимостью предварительного формирования репрезентативной выборки разме-
ченных текстовых данных. Традиционный подход к созданию обучающих наборов 
требует привлечения предметных экспертов для написания и  аннотирования сотен 
или тысяч примеров, что сопряжено со  значительными временными и  финансо-
выми затратами. Проблема недостатка размеченных данных особенно остро стоит 
в новых или быстро развивающихся дисциплинах, где экспертные сообщества еще 
не  сформировали обширных корпусов текстов для обучения моделей. В  таких ус-
ловиях традиционные подходы к сбору данных становятся узким местом, затягивая 
разработку и внедрение автоматизированных систем на месяцы и годы. Современ-
ные большие языковые модели (Large Language Models, LLM), прошедшие обучение 
на  колоссальных массивах текстовой информации из  различных областей знания, 
предлагают принципиально новое решение (Ребенок, 2024). Они способны не толь-
ко к осмысленному перефразированию, но и к генерации оригинальных текстовых 
единиц, релевантных заданной тематике и соответствующих указанным стилистиче-
ским и содержательным ограничениям. Это открывает возможность создания «син-
тетических экспертов» — виртуальных агентов, способных генерировать объемные 
и семантически разнообразные обучающие выборки «по требованию».

В  этой связи представляется обоснованным объединение технологических воз-
можностей: использование интерактивных чат-ботов на  основе продвинутых LLM 
для генерации синтетической обучающей выборки с  последующим обучением 
на  этих данных традиционных моделей бинарной классификации текстов. Такой 
гибридный подход позволяет преодолеть проблему нехватки размеченных данных 
и создает предпосылки для разработки эффективных систем автоматической оценки 
открытых ответов в различных предметных областях.

Жизнеспособность данного подхода проверяется на  практическом примере, 
с  детальным описанием процесса генерации синтетических данных, подготовки 
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признаков и обучения нескольких типов классификационных моделей, а также ана-
лизом их производительности и ограничений.

Описание метода

Для проверки жизнеспособности предложенного подхода было проведено экспе-
риментальное исследование, состоящее из трех ключевых этапов:
1.	 Генерация синтетического набора данных с использованием языковых моделей;
2.	 Предобработка текстовых данных и формирование признаков-предикторов;
3.	 Обучение и оценка различных классификационных моделей.

Рис 1. Процесс генерации данных и обучения классификаторов
Fig. 1. Data generation and classifier training process

В качестве примера был выбран следующий вопрос: «С чем связано увеличение 
количества детей с  диагнозом «аутизм» или «расстройство аутистического спек-
тра»?». Для создания размеченных данных использовались современные языковые 
модели DeepSeek и YandexGPT через веб-интерфейс (при увеличении необходимых 
объёмов генерации к моделям можно обращаться и через API).

Процесс генерации синтетических данных итеративен. Исходный запрос к языко-
вым моделям неоднократно уточнялся для обеспечения максимального разнообразия 
генерируемых формулировок и  исключения шаблонности. Для класса правильных 
ответов в  запросе на  генерацию явно перечислялись ключевые факторы (улучше-
ние диагностики, расширение критериев, рост осведомленности), но при этом тре-
бовалось избегать дословного копирования этих формулировок в  каждом ответе.  
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Для класса неправильных ответов использовался список распространенных псевдо-
научных мифов, почерпнутых из анализа дискурса в социальных сетях и ненаучных 
медиа. Это позволило создать выборку, репрезентативно отражающую типичные 
ошибки и заблуждения, с которыми может столкнуться реальный эксперт.

Всего было сгенерировано 100 текстовых примеров, равномерно распределенных 
между двумя классами:
	• Класс «правильные ответы»: научно обоснованные объяснения, включающие 

улучшение диагностических методик, расширение диагностических критериев, 
повышение осведомленности среди медицинских работников и населения

	• Класс «неправильные ответы»: распространенные мифы и  псевдонаучные кон-
цепции, такие как связь с вакцинацией, влияние ГМО, электромагнитного излуче-
ния и других факторов, не имеющих научного подтверждения
Для нормализации текстовой информации был реализован общепринятый про-

цесс предобработки данных Python-скриптом (Воронин и др., 2017):
	• Токенизация с использованием библиотеки NLTK;
	• Удаление стоп-слов русского языка (не имеющие «семантического веса» токены);
	• Стемминг (приведение различных словоформ к  начальной) с  применением 

SnowballStemmer;
	• Векторизация текстов методом TF-IDF (Term Frequency-Inverse Document 

Frequency);
	• Снижение размерности до 10—25 компонент с помощью сингулярного разложе-

ния (SVD).
Были исследованы две принципиально различные архитектуры классификаторов 

(Нежников, Марьенков, 2024):
1.	 Логистическая регрессия с L2‑регуляризацией — классический линейный метод, 

обеспечивающий интерпретируемость результатов;
2.	 Нейронная сеть на радиально-базисных функциях (RBF) — нелинейная модель, 

способная выявлять сложные зависимости в данных.
Выбор моделей классификации был обусловлен необходимостью сравнения ин-

терпретируемости и  способности к  обобщению. Логистическая регрессия, будучи 
линейной моделью, позволяет проанализировать веса признаков (ключевых слов) 
и  понять, какие из  них наиболее значимы для принятия решения, что ценно для 
анализа предметной области. В  свою очередь, RBF-сеть, как нелинейный класси-
фикатор, способна выявлять более сложные, неочевидные зависимости и паттерны 
в данных, которые могут быть недоступны линейным методам, потенциально повы-
шая точность, но жертвуя при этом интерпретируемостью.

Обучающая выборка была разделена в соотношении 50/50 для обучения и тести-
рования моделей. Для RBF-сети дополнительно использовалось разделение 80/20 
с выделением валидационной подвыборки для контроля переобучения.
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Результаты

Экспериментальное исследование продемонстрировало принципиальную воз-
можность использования синтетически сгенерированных данных для обучения 
моделей бинарной классификации. Обе тестируемые архитектуры показали удовлет-
ворительные результаты на тестовой выборке:

Модель логистической регрессии продемонстрировала точность 100%, что гово-
рит об отсутствии ложноположительных срабатываний для данного класса. Однако 
полнота для этого  же класса составил 0.67, что свидетельствует о  пропуске части 
корректных ответов.

RBF-сеть показала вариативную точность в  диапазоне 65—90% в  зависимости 
от установленного порога классификации и параметров обучения, подтвердив повы-
шенную чувствительность нелинейных моделей к гиперпараметрам.

Наиболее показательным этапом стал анализ работы моделей на новых, не  вхо-
дивших в обучающую выборку текстах, включая короткие и намеренно искаженные 
формулировки. Были выявлены систематические ошибки, указывающие на фундамен-
тальные ограничения подхода, основанного на поверхностных текстовых признаках.
1.	 Лексическая хрупкость: Классификаторы демонстрировали чрезмерную зависи-

мость от отдельных ключевых слов, игнорируя общий смысл высказывания.
	• Пример: Фраза «улучшили методы диагностики» была отнесена к неправиль-

ным ответам, в  то  время как «улучшение диагностики и  осведомленности 
о РАС» классифицировалась верно. Модель, обученная на данных, где домини-
ровала лемма «улучш» (от «улучшение»), не распознала однокоренной глагол.

2.	 Смысловая нечувствительность: Модели оказались неспособны распознавать се-
мантические инверсии и логические противоречия.
	• Пример: Ответ «меньше осведомлённости о РАС» был ошибочно отнесен к ка-

тегории правильных, тогда как «больше осведомлённости о ФАС» (Фетальный 
Алкогольный Синдром) — к неправильным. Это указывает на опору на изоли-
рованные лексемы «осведомлен» и «рас» без анализа их семантической связки.

3.	 Контекстуальная слепота: Модели некорректно интерпретировали утверждения, 
содержащие как правильные, так и неправильные ключевые слова.
•	 Пример RBF-сети: научно обоснованное утверждение «Увеличение связано 

с улучшением диагностики и осведомленности о РАС» было классифицирова-
но как неправильное, в то время как псевдонаучное утверждение «Рост числа 
диагнозов вызван вакцинацией детей» — как правильное. Это подчеркивает, 
что нелинейная модель может улавливать неинтерпретируемые паттерны, ха-
рактерные для синтетических данных, но не для реальной логики.

Проведенный эксперимент выявил проблему переобучения на артефактах генера-
ции. Модели запоминали не смысловые паттерны, а специфические формулировки 
и сочетания лемм, характерные для синтетических данных, что снижало их обобща-
ющую способность на реальные, вариативные формулировки. Текущий подход де-
монстрирует потенциал для использования в качестве инструмента предварительной 
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сортировки и фильтрации явно некорректных ответов в условиях массового тестиро-
вания, однако для достижения экспертного уровня точности требуются более совер-
шенные методы, такие как тонкая настройка (fine-tuning) предобученных языковых 
моделей (BERT и  аналогичных) на  репрезентативных наборах реальных данных 
(Нежников, Марьенков, 2024).

Несмотря на  выявленные ограничения, исследование подтвердило потенциаль-
ную применимость гибридного подхода для задач предварительной классификации 
ответов и автоматического выявления явно некорректных формулировок. В условиях 
массового тестирования даже текущая точность моделей может обеспечить эконо-
мию временных ресурсов экспертов.

Перспективными направлениями дальнейших исследований видятся:
	• Дообучение предварительно тренированных языковых моделей (tuning);
	• Разработка ансамблей, комбинирующих несколько классификаторов;
	• Расширение подходов к аугментации данных и  генерации более разнообразных 

текстовых вариаций (включая тексты различной длины — от  нескольких слов 
до нескольких предложений).
Эксперимент подтвердил принципиальную возможность использования синте-

тических данных, сгенерированных большими языковыми моделями, для обучения 
классификаторов текстовых ответов. Однако достигнутый уровень точности и выяв-
ленные ограничения указывают на то, что в настоящее время подобные системы мо-
гут эффективно использоваться лишь как вспомогательный инструмент в процессе 
экспертной оценки, а не как полноценная замена человека-эксперта.

Заключение

Несмотря на выявленные систематические ошибки, практическая ценность под-
хода не должна недооцениваться. В сценариях массового предварительного отбора, 
где требуется отфильтровать заведомо неверные или нерелевантные ответы, даже 
модель с  точностью 70—80% может обеспечить значительную экономию времен-
ных ресурсов. Эксперт в таком случае проверяет не 100% ответов, а лишь ту часть, 
которую модель пометила как «правильные» или вызвавшие сомнение, что может 
сократить общий объем работы на 30—50%. Таким образом, система функционирует 
не как автономный судья, а как «интеллектуальный фильтр» или ассистент эксперта, 
повышающий эффективность его труда.

Дальнейшее совершенствование методов генерации данных и архитектур моделей 
открывает перспективы для создания более надежных систем автоматизированной оцен-
ки, способных работать в условиях ограниченной доступности размеченных данных.

Ограничения. Проведенное исследование имеет ряд ограничений, которые не-
обходимо учитывать при интерпретации его результатов. Основным ограничени-
ем является относительно небольшой объем синтетической обучающей выборки  
(100 примеров), что могло повлиять на  способность моделей к  обобщению и  по-
высить риск переобучения на  артефактах генерации. Кроме того, использованный 
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подход к генерации данных, хотя и направленный на разнообразие, по своей приро-
де ограничен теми паттернами и формулировками, которые способны воспроизвести 
выбранные языковые модели, и может не в полной мере отражать все многообразие 
реальных ответов респондентов. Наконец, валидация моделей проводилась на огра-
ниченном наборе новых примеров; для более надежной оценки их производитель-
ности и устойчивости необходимы обширные тесты на репрезентативных выборках 
реальных данных из различных предметных областей.

Limitations. The conducted study has several limitations that should be considered 
when interpreting its results. The primary limitation is the relatively small size of the 
synthetic training sample (100 examples), which may have affected the models’ ability 
to generalize and increased the risk of overfitting to generation artifacts. Furthermore, 
the data generation approach used, although aimed at diversity, is inherently limited by  
the patterns and formulations that the chosen language models can reproduce and may not 
fully capture the entire variety of real respondents’ answers. Finally, model validation was 
performed on a limited set of new examples; extensive testing on representative samples 
of real-world data from various subject domains is required for a more robust assessment  
of their performance and resilience.

Список источников / References

1.	 Воронин, В.М., Курицин, С.В., Наседкина, З.А., Ицкович, М.М. (2017). Использование ла-
тентного семантического анализа как альтернативы пропозиционального анализа в иссле-
дованиях понимания текста. Гуманизация образования. 2017. № 2. (с. 11—19) https://www.
elibrary.ru/item.asp?id=29369554
Voronin, V.M., Kuritsin, S.V., Nasedkina, Z.A., Itstovich, M.M. (2017). Using a latent semantic 
analysis as alternatives of sentential analysis in studies of text understanding. Humanization  
of education, 2017(2), 11—19 (In Russ.) https://www.elibrary.ru/item.asp?id=29369554

2.	 Нежников, Р.И., Марьенков, А.Н. (2024). Сравнительный анализ моделей трансформера 
для классификации неструктурированной текстовой информации. Прикаспийский журнал: 
управление и высокие технологии. 2024. № 2 (66) (с. 32—38). https://www.elibrary.ru/item.
asp?id=71199707
Nezhnikov, R.I., Marenkov, A.N. (2024). Comparative Analysis of Transformer Models for 
Classification of Unstructured Text Information. Caspian Journal: Control and High Technolo-
gies, 2024, 2 (66), 32—38. (In Russ.). https://www.elibrary.ru/item.asp?id=71199707

3.	 Ребенок, К.В. (2024) Эффективность нейросетевых алгоритмов в  автоматическом рефе-
рировании и  суммаризации текста. Вестник НГУ. Серия: Информационные технологии. 
2024. № 1. (с. 49—61) https://doi.org/10.25205/1818-7900-2024-22-4-49-61
Rebenok, K.V. (2024). Efficiency of Neural Network Algorithms in Automatic Abstracting 
and Summarization Text. Vestnik NSU. Series: Information Technologies. 2024;22(4):49—61. 
(In Russ.) https://doi.org/10.25205/1818-7900-2024-22-4-49-61

Информация об авторах
Борислав Юрьевич Поляков, младший научный сотрудник, Московский государствен-
ный психолого-педагогический университет (ФГБОУ ВО МГППУ), Москва, Российская 
Федерация, ORCID: https://orcid.org/0000-0002-6457-9520, e-mail: deslion@yandex.ru

https://www.elibrary.ru/item.asp?id=71199707
https://www.elibrary.ru/item.asp?id=71199707
https://www.elibrary.ru/item.asp?id=71199707
https://doi.org/10.25205/1818-7900-2024-22-4-49-61


Поляков Б.Ю. (2025) 
Семантический анализ  
выполнения тестовых заданий
Моделирование и анализ данных, 2025, 15(4), 156—164.

Polyakov B.Y. (2025)
Semantic analysis of test responses  

using synthetic data generation
Modelling and Data Analysis, 2025, 15(4), 156—164.

164

Information about the authors
Borislav Yu. Polyakov, Junior Research Assistant, Moscow State University of Psychology 
and Education, Moscow, Russian Federation, ORCID:  https://orcid.org/0000-0002-6457-
9520, e-mail: deslion@yandex.ru

Вклад авторов
Поляков Б.Ю. — аннотирование, написание и оформление рукописи; планирование исследо-
вания; контроль за проведением исследования; проведение эксперимента.
Contribution of the authors
Borislav Yu. Polyakov — annotations, writing and design of the manuscript; planning of the research; 
control over the research; conducting the experiment.

Конфликт интересов
Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
Conflict of interest
The authors declare no conflict of interest.

Декларация об этике
Исследование выполнено с использованием синтетических данных, сгенерированных языко-
выми моделями. Поскольку в исследовании не участвовали люди, получение одобрения этиче-
ского комитета не требовалось.
Ethics statement
The study was conducted using synthetic data generated by language models. As the research did not 
involve human participants, ethics committee approval was not required.

Поступила в редакцию 24.10.2025 Received 2025.10.24
Поступила после рецензирования 11.11.2025 Revised 2025.11.11
Принята к публикации 13.11.2025 Accepted 2025.11.13
Опубликована 28.12.2025 Published 2025.12.28



Моделирование и анализ данных 2025. Том 15. № 4. 
Научный журнал

Издаётся с 2011 года

Учредитель
Федеральное государственное бюджетное 

образовательное учреждение высшего образования 
«Московский государственный психолого-педагогический университет»

Адрес редколлегии:
г. Москва, ул. Сретенка, 29, факультет информационных технологий

Тел.: +7 (499) 167-66-74
E-mail: mad.mgppu@gmail.com 

Журнал зарегистрирован в Государственном комитете РФ по печати. 
Свидетельство о регистрации средств массовой информации 

ПИ № ФС77-66444 от 14 июля 2016 года

ISSN: 2219-3758
ISSN: 2311-9454 (online)

Подписано в печать: 10.12.2025. 
Формат: 70*100/16. Гарнитура Times. 

Ус л. печ. л. 10,3. Ус л.-изд. л. 8,1. 
Тираж 100 экз.


	Н.А. Камчиев, Д.Н. Ибрагимов
	Анализ сложности алгоритма решения задачи быстродействия для линейных дискретных систем с линейными ограничениями
	А.М. Титеев 
	Оптимизация процесса создания автотестов веб-приложений с использованием LLM и структурного анализа HTML
	Применение методов линейного программирования для автоматизированного планирования персонализированных тренировочных программ
	О.Р. Лисовский
	Разработка тестов создания виртуальных машин с различными параметрами виртуального процессора
	М.П. Базилевский 
	Отбор назначенного числа наиболее сочетающихся при переключении методов оценивания параметров линейной регрессии
	В.А. Орищенко
	Трансформеры в задачах прогнозирования временных рядов: теоретические основы архитектуры
	А.И. Митин 
	О математической подготовке студентов-«гуманитариев» 
	Е.Д. Куланин, М.Е. Степанов
	Алгебраические кривые высших порядков в преподавании высшей математики. Методы построения алгебраических кривых
	Б.Ю. Поляков
	Семантический анализ результатов выполнения тестовых заданий

