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Программное обеспечение решения полностью 
нечетких систем линейных уравнений 
с прямоугольной матрицей системы
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В статье рассматривается проблема решения полностью нечеткой линейной 
системы уравнений с нечеткой прямоугольной матрицей и нечеткой правой 
частью, описываемых с помощью нечетких треугольных чисел в форме 
отклонений от среднего значения. Сформирован алгоритм решения на основе 
нахождения псевдорешений систем линейных уравнений и соответствующее 
программное обеспечение. Приведены примеры, иллюстрирующие применение 
созданного программного обеспечения.

Ключевые слова: нечеткие числа, полностью нечеткая линейная система урав-
нений, треугольные числа, псевдообратная матрица, псевдорешение.
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1. ВВЕДЕНИЕ

На практике при задании элементов матриц, описывающих математическую мо-
дель в инженерных и экономических задачах, информация может быть размытой, т.е.
 представляться некоторым отрезком возможных значений. Более того, возможен 
случай, когда задается четкое значение и границы отрицательного и положительного 
изменений относительно четкого значения. В этом случае можно описать элементы 
матриц с помощью нечетких чисел и операций над ними, в частности треугольных 
чисел. Численному значению из интервала возможных значений ставится в соответ-
ствие степень уверенности, которая в теории нечетких множеств задается так назы-
ваемыми функциями принадлежности [10; 12; 14]. Одним из возможных типов функ-
ций принадлежности являются треугольные, которые задают треугольные числа.

Наибольшее распространение в инженерных и экономических расчетах получи-
ли линейные модели, описываемые системами линейных уравнений. В случае не-
определенности параметров матрицы системы и вектора ее правых частей система 
линейных уравнений трактуется как полностью нечеткая, решение которой ищется 
в классе треугольных нечетких чисел [10; 12]. Различные методы решения таких си-
стем предложены в [3; 6; 7; 8; 9; 11; 13; 14]. Авторами сформирован алгоритм реше-
ния полностью нечеткой системы уравнений в случае прямоугольной матрицы систе-
мы, который реализован в виде программного обеспечения, эффективность которого 
продемонстрирована в ходе анализа решений модельных примеров. Программное 
обеспечение процесса решения нечетких линейных систем с нечеткой правой частью 
и с нечеткой квадратной матрицей системы описаны в [4; 5].

Приведем основные определения, которые будут использоваться при составлении 
нечеткой математической модели [10;12].
1. Треугольное нечеткое число ( , , )A m    задается функцией принадлежности

1 , , 0,

( ) 1 , , 0,

0,â î ñòàëüí û õ ñëó÷àÿõ.

A

m x
m x m

x m
x m x m

 


  


     


     




   (1)

Число 0 (0, 0, 0)  считается нулевым треугольным нечетким числом.
2. Нечеткое число A  называется положительным ( 0A  ), если его функция при-

надлежности ( ) 0 0A x x    , и отрицательным ( 0A  ), если его функция при-
надлежности ( ) 0 0A x x    . Число ( , , )A m    является положительным, 
если 0m   . 

3. Два нечетких треугольных числа ( , , )M m    и ( , , )N n    равны тогда и 
только тогда, когда 

, ,m n       .  (2)
4. Суммой двух нечетких треугольных чисел ( , , )M m    и ( , , )N n    называ-

ется число

0, в остальных случаях.
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( , , ) ( , , ) ( , , )m n m n            . (3)
5. Произведение двух положительных нечетких чисел ( , , ) 0M m     и 

( , , ) 0N n     при малых значениях ,   по сравнению с m  и малых ,   по 
сравнению с n  приближенно определяется, как нечеткое число вида

( , , ) ( , , ) ( , , )m n mn m n m n           .  (4)
В частном случае умножения на четкое число  : 

( , , ), 0,
( , , )

( , , ), 0.
m

m
m
   

  
   


     

 (5)

Когда разброс, характеризуемый ,   и ,  , не является малым, может быть 
использована более точная формула умножения:

( , , ) ( , , ) ( , , )m n mn m n m n               .  (6)
6. Матрица ( )ijA a   называется нечеткой, если каждый ее элемент представляется 

нечетким числом.
Нечеткая матрица называется положительной ( 0A   ), если каждый ее элемент 

(нечеткое число) положителен. Аналогично определяются неотрицательные, отрица-
тельные, неположительные нечеткие матрицы.

Нечеткая матрица может быть представлена в форме ( ) (( , , ))ij ij ij ijA a a     , 
или ( , , )A A M N , где ( ), ( ), ( )ij ij ijA a M N   – три матрицы с четкими элементами.
7. Система вида 

A x b     (7)
с нечеткой прямоугольной матрицей ( )ijA a  , 1, ..., ; 1, ...,i m j n   и нечеткой 

матрицей ( )jb b   размеров 1m  называется полностью нечеткой линейной систе-
мой. В расширенной форме ее можно переписать

11 1 1 1

21 1 2 2

1 1

( ) ... ( ) ,

( ) ... ( ) ,

( ) ... ( ) .

n n

n n

m mn n m

a x a x b

a x a x b

a x a x b

    

    

    

   

   


   

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
ПОЛНОСТЬЮ НЕЧЕТКИХ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

В [10] предложен метод нахождения положительного решения ( , , ) 0x x y z    
полностью нечеткой линейной системы A x b     с ( , , ) 0A A M N   , матрица A  
невырожденная, ( , , ) 0b b g h    при выполнении предположений о малых значениях 

,   по сравнению с m  и малых ,   по сравнению с n :
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1

1

1

,

( ),

( ).

x A b

y A g Mx

z A h Nx









 

 

  (8)

или 1 1 1 1 1, ( ), ( ).x A b y A g MA b z A h NA b          Для получения решения 
( , , ) 0x x y z    требуется последовательно применить формулы в (8). 
В [11] сформулированы условия, при которых полностью нечеткая система име-

ет положительное решение: матрица A  невырожденная; 1 1 1( ) ;A E MA b A h     
1 1 1( ) ;A h A MA b    1 1 1 .A g A NA b    Эти условия заменили более жесткие, пред-

ложенные в [8].
Если матрица A  прямоугольная, в [13] получены формулы для случая, если A  

неотрицательная нечеткая матрица, x   неотрицательный нечеткий вектор, b   из-
вестный нечеткий вектор:

~1

~1

~1

,

( ),

( ),

x A b

y A g Mx

z A h Nx



 

 

  (9)

где ~1A   псевдообратная матрица [1], а ~1x A b   псевдорешение системы 
Ax b , т.е. наименьший по модулю 2 2

1 ... nx x x    столбец x среди всех столб-
цов, минимизирующих величину Ax b . 

Если A  неотрицательная нечеткая матрица, b   неотрицательный нечеткий век-
тор, псевдообратная матрица ~1A  неотрицательная, а также выполняются условия: 

~1 ,h NA b  ~1 ,g MA b  ~1( )E MA b g  , то система (7) имеет неотрицательное нечет-
кое минимальное решение, удовлетворяющее условиям 0,y   0, 0z x y    и име-
ющее среди всех возможных решений наименьшую величину евклидовой нормы [13].

3. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ 
ПОЛНОСТЬЮ НЕЧЕТКОЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ

1. Задать матрицы системы ( , , ) 0A A M N    и правой части ( , , ) 0b b g h   , где 
A  неотрицательная нечеткая матрица, b   неотрицательный нечеткий вектор,

2. Найти псевдообратную матрицу ~1A , проверить, что она неотрицательная. Если 
A  матрица размеров ( )r n , то при r n  и rg A r  псевдообратная матри-
ца находится по формуле ~1 1( )T TA A AA  , а при r n  и rg A n  по формуле 

~1 1( )T TA A A A . В общем случае можно применить метод Гревилля, метод эле-
ментарных преобразований блочной матрицы, метод скелетного разложения [1]. 

3. Проверить выполнение условий существования неотрицательного нечеткого ре-
шения системы: ~1 ,h NA b  ~1 ,g MA b  ~1( )E MA b g  . Если оно не выполнено, 
перейти к п. 1.

4. Найти решение ( , , ) 0x x y z    по формулам 
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~1

~1

~1

,

( ),

( ).

x A b

y A g Mx

z A h Nx



 

 
Замечания 

1. Если матрица A  квадратная невырожденная, то в п. 3 проверять условия 
1 1 1( ) ;A E MA b A h     1 1 1( ) ;A h A MA b    1 1 1A g A NA b   , а в п. 4 ис-

пользовать формулы для определения нечеткого положительного решения 
( , , ) 0x x y z   : 1 1 1, ( ), ( ).x A b y A g Mx z A h Nx      

2. Для нахождения решения можно применить более точную формулу (6) умноже-
ния нечетких чисел. Тогда неотрицательное нечеткое минимальное решение си-
стемы может быть найдено по формулам [3]:

~1

~1

~1

,

( ) ( ),

( ) ( ).

x A b

y A M g Mx

z A N h Nx



  

  

при выполнении условий: ~1( ) 0,A M   ~1( ) 0,A N   ~1 ,h NA b  ~1 ,g MA b  
~1 ~1 ~1 ~1[ ( ) ] ( )A A M MA b A M g    .

4. МОДЕЛЬНЫЕ ПРИМЕРЫ

Пример 1. Решить полностью нечеткую систему линейных уравнений:

1 2 3

1 2 3

(0.4, 0.01, 0.02) (0.2, 0.017, 0.03) (0.6, 0.05, 0.02) (2,1, 2),

(0.5, 0.03, 0.03) (0.7, 0.02, 0.02) (0.2, 0.03, 0.04) (3, 2,1.5).

x x x

x x x

     

     

  

  
 

Здесь 
0.4 0.2 0.6 0.01 0.017 0.05 0.02 0.03 0.02

, , ,
0.5 0.7 0.2 0.03 0.02 0.03 0.03 0.02 0.04

A M N
     

       
     

2 1 2
, , .

3 2 1.5
b g h

     
       
     

 

По формулам (9) получим решение:
1

2

3

(2.0071,1.111,1.250)
(2.5222,1.823, 0.417)
(1.15453, 0.117, 2.129)

x
x x

x

   
       

  
  


 


(рис. 1).
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Рис. 1. Результаты решения примера 1

Пример 2. Решить полностью нечеткую систему линейных уравнений:
1

1

1

(1, 0.1, 0.5) (4, 0.2,1),

(2, 0.6, 0.3) (3,1.3, 0.6),

(3, 0.5, 2) (5,1, 4).

x

x

x

 

 

 







Здесь 
1 0.1 0.5 4 0.2 1
2 , 0.6 , 0.3 , 3 , 1.3 , 0.6 .
3 0.5 2 5 1 4

A M N b g h
           
                           
           
           

 

В [13] найдено решение по формулам (9):
~1

1(0.0714, 0.1429, 0.2143), ( ) ((1.7857, 0.0571, 0.1087))A x x     (рис. 2). 

Рис. 2. Результаты решения примера 2
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Пример 3. Решить полностью нечеткую систему линейных уравнений, заданную 
матрицами (задача о нахождении плана производства тканей [2]):

0.3 0.2 0 1 0 0 0.01 0.02 0 0 0 0
0.2 0 0.2 0 1 0 , 0.02 0 0.01 0 0 0 ,
0 0.3 0.2 0 0 1 0 0.02 0.03 0 0 0

0.02 0.03 0 0 0 0 72 4 3
0.05 0 0.04 0 0 0 , 96 , 3 , 5 .

0 0.04 0.06 0 0 0 120 7 6

A M

N b g h

   
       
   
   

       
                 
       
       

 

По формулам (9) получим решение: 

(32.64, 0.975, 0.573)
(40.93,1.741, 0.707)

(36.517,1.176, 0.695)
(54.022, 2.214, 0.806)
(82.168,1.552,1.654)
(100.418, 4.328,1.821)

x

 
 
 
 

  
 
 
  
 

  (рис. 3).

Рис. 3. Результаты решения примера 3

Пример 4. Решить полностью нечеткую систему линейных уравнений вида (7), 
заданную матрицами:

40 50 40 4 5 6 4 5 1 200 30 20
30 20 10 3 2 1 3 2 1 100 30 50

, , , , ,20 10 30 2 1 3 1 1 2 80 25 30
40 20 80 4 2 2 1 2 1 160 25 40
10 40 20 3 2 1 3 5 1 120 35 60

A M N b g h

           
          
          
               
          
          
          
          

.









 



Пантелеев А.В., Савельева В.С.  
Программное обеспечение решения полностью нечетких систем линейных уравнений... 
Моделирование и анализ данных. 2020. Том 10. № 1.

136

По формулам (9) получим решение: 
(1.614, 0.155, 0.279
(2.225, 0.313, 0.330
(0.657, 0.015, 0.158

x
 
   
 
 

  (рис. 4).

Рис. 4. Результаты решения примера 4

На рис. 1–4 отражены результаты, полученные с помощью разработанного про-
граммного обеспечения в среде VisualStudio на языке C#. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформирован алгоритм решения полностью нечеткой линейной системы с пря-
моугольной матрицей системы на основе понятия псевдорешения, а на его основе 
создано программное обеспечение. Его применение продемонстрировано на приме-
рах решения полностью нечетких линейных систем с прямоугольными матрицами 
различных размеров и соотношений числа строк и столбцов, выполнено сравнение с 
известными результатами.
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The article discusses the problem of solving a fully fuzzy linear system of equations 
with a fuzzy rectangular matrix and a fuzzy right-hand side described by fuzzy 
triangular numbers in a form of deviations from the mean. A solution algorithm 
based on fi nding pseudo-solutions of systems of linear equations and corresponding 
software is formed. Various examples of created software application for arbitrary 
fuzzy linear systems are given.

Keywords: fuzzy numbers, fully fuzzy linear system of equations, triangular numbers, 
pseudo-inverse matrix, pseudo-solution.
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